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PROLOGO 


El libro que presentamos constituye un curso de Geometna analftica 
plana y del espacio. Supone el conocimiento, por parte del lector, de 
I09 principios fundamentales de Geometrfa elemental, Trigonometrfa 
plana y Algebra. 

En su preparation el autor se ha esforzado, principahnente, en satis- 
facer las necesidades de rnaestros y alumnos, Una simple lectura del 
fndice mostrara que los temas considerados son aquellos inclufdos gene- 
ralmente en los libros de texto de Geometna analftica. Creeinos que el 
maestro encontrara en este libro todo el material que puede considerar 
como esencial para un curso de esta materia, ya quo no es conveniente, 
por lo general, el toner que complementar un libro de texto con material 
de otros libros. 

El metodo didactico empleado en todo el libro consta de las siguien- 
tes partes: orientacion, motivo, discusidn y ejeniplos, a la manera de 
una leccidn oral. 

Para orientacion del estudiante, el autor ha usado el metodo de pre- 
sentar primero ideas familiares y pasar luego paulatinamente y de una 
manera natural a nuevos conccptos. Por esta razon, cada capitulo co- 
rnienza con un artfculo preliminar. Este enlace de los conocimientos 
antcriorcs del estudiante con los nuevos conccptos de la Geometna ana- 
lftica es de considerable importancia, porque un mal entendimiento del 
metodo analftico en los principios conducira, inevitablemente, a dificul- 
tades continuas en las partes mas avanzadas. 

En el desarrollo de los temas se ha puesto especial cuidado en fijar el 
motivo, Esto es necesario si se quiere que el alumno obtenga un conoci¬ 
miento basico de los metodos analfticos y no haga una simple adquisicion 
de hechos geometricos. Se ha hecho todo lo posible por encauzar el pro- 
ceso de razonamiento de tal manera que aparte al estudiante de la tare a 
de memorizar. 

En general, hemos resumido en forma de teoreinas los resultados de 
la discusion de un problema o una proposicion particular. Este proce- 
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dimiento no solamen'ce sirve para llamar la atencion sobre los resultados 
importantes, sino cambien clasinca a dichos resultados para futura refe¬ 
renda. 

El maestro vera que este libro se presta en si a ser dividido en lecdones 
para laitareas diarias. El estudio de cada asunto va seguido usualmente 
de uno o mas ejemplos y de un conjunto de ejercicios relacionados con la 
teoria explicada. 

QUeremos ahora llamar la atencion sobre algunas caracteristicas espe- 
ciales del libro. El estudio de la Geometria analitica no alcanza uno de sus 
prindpales objetivos si no da un analisis completo de cualquiera investiga- 
d'in particular que se trate. El ser conciso en la presentacion no se justifica 
dertamente si una conclusion esta basada en la discusidh de uno o varios 
casos posibles. Es p6r esto que la investigation de cada cuestidn se ha 
hecho tan completa como ha sido posible; y los casos excepcionales no 
han sido considerados. Algunos ejemplos de esto pueden verse en la dis- f 
cusion de las posiciones relativas de dos re etas (Art. 30), la determina- 
cion de la distancia de una retia a un ptt'hto dado (Att: 33) 'y el estudio 1 
de las familias o haces de circunferentias (Art. 42). ' l [ iU 

Otra particularidad de eSta obra es el dar en form'd de tabla o cuadhy 
sinoptico, un reSUmen d^ f^mulas y resultados estreehamente relacid- 
nados. Una larga experiencid : ha 'ebhVePddo al aiitor 'die qu^ pata lo^ ! 
estudiantes es una gran ayuda el too de ; tales resuiheries! 1<: ? * ' : 

Se observara que se han introducido varios terminos ; P6^‘ 

ejemplo el eje focal y el eje nomial para las sebtiortes'cdhidas (Art. 60), 
el nombre indicador para el in variant e B 2 — 4 AC de la bfehation general 
de segundo grado con dos variables (Art. 74) y el termino jidy pnncifi&l 1 die 1 
coordenadas polares (Art 1 . 80). Creemoa quie el uso de esto& tbrnilnds y 
el de los parentesis recthhgdl&res p&ra : bnfeertar logriumero^ direbtdres'de 
una recta en el espatio (Art. lllj'es mil^'bdhv^fiieht^. N f 

El desarrollo de la Geometria analftidd^dM espacio J es'dorfeiddrhblfe- 
mente mas completo que el que aparece eh la m’aybrfd db idk liBtbs de' 
texto. Un buen fundamento dh Geometria dtialltiha del 1 ekpdtid etedegran 
valor para estudios posteridre& d# MateihftftbftS'. 5 Poi fejihi^licl^hh 'edihdld 1 
razonado de intersection de ^perftcies'y cfurVad'6n el h^pk6\6 xitik 
gran ayuda para la coinprension de thdchh^ 1 tbinas de Gdlchlo ihfiriitfesi- 
mal. Creemos, tambibn, que se iriclufdo stidcibnte ihaferitfl ^para qUe 
el libro pueda ser facilmente adapt ado a 1 un curso de Geombtria anaKfica 

. . . ; T',i I'll V ^ ‘ : 

del espacio. . 

Como es deseable que el estudiante enfbqjtie su 'sbbtfe un lhi- 

nimo de conceptos a la vez, se han agrupado los temas semejantes en 
articulos y capltulos individuales. Esto evita las desventajas de la dis- 
traccion causada por la dfpetsion de los temas en todo el libro. Por 
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ejemplo, toda la parte fundamental sobre coordenadas polares esta con- 
tenida en un solo capitulo. Esta concentracion de material hace que el 
libro sea mas util para consulta aun despues que el estudiante haya ter- 
minado su curso de Geometria analitica y este dedicado a estudios mas 
avanzados. 

El libro contiene suficiente materia para un curso semestral de cinco 
horas por semana pero es facilmente adaptable a cursos mas cortos. El 
maestro puede tambien omitir ciertas partes de Geometria analitica del 
espacio y ver solamente aquellas indispensables para estudiar Calculo 
infinitesimal. 

Se ha dado especial atencicSn a los ejercicios, de los cuales hay 1920 
ordenados en 71 grupos. Esto es mucho mas de lo que normalmente 
resuelven los alumnos en un curso, pero permite una variation de tareas 
de ano a ano. A1 final del libro se dan las soluciones a la mayoria de 
estos ejercicios. Ademas hay 134 ejemplos resueltos completamente. 

Se incluyen dos apendices. El primero consiste en una lista resumen 
de formulas, definiciones y teoremas, de Geometria elemental, Algebra y 
Trigonometria plana. El segundo apendice consiste en una serie de 
tablas numericas para ser usadas en los edlculos. 

El autor desea expresar a su amigo y colega el profesor F. H. Miller 
su sincera gratitud por el constante estimulo y valiosa cooeperacidn en la 
realization de su tarea. El profesor Miller ha leido el manuscrito com- 
pleto cuidadosamente y ha contribuido mucho al valor del libro por sus 
utiles sugestiones y critica constructiva. 


Charles H. Lehmann 
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CAPITULO PRIMERO 


SISTEMAS DE COORDENADAS 

1 . Introducci6n. El objeto de este capltulo es presentar algunos 
de los conceptos fundamentales de la Geometrfa analltica plana. 
Estos conceptos son fundamentales en el sentido de que constituyen 
la base del estudio de la Geometrfa analltica. En particular, se hard 
notar c6mo se generalizan muchas de las nociones de la Geometrfa 
elemental por los m^todos de la Geometrfa analltica. Esto se ilustrard 
con aplicaciones a las propiedades de las llneas rectas y de las figuras 
rectillneas. 

2 . Segmento rectilineo dirigido. La porcidn de una llnea recta 
comprendida entre dos de sus puntos se llama segmento rectilineo o 
simplemente segmento. Los dos puntos se llaman eztremos del seg- 


Fig. I 


mento. Asl, en la figura 1, para la recta l, AB es un segmento 
cuyos extremos son A y B. La longitud del segmento AB se repre¬ 
sents por AB. 

El lector ya estd familiarizado con el concepto geomdtrico de 
segmento rectilineo. Para ios fines de la Geometrla analltica ana- 
diremos, al concepto geom6trico de segmento, la idea de sentido o 
direccidn. Desde este punto de vista consideramos que el segmento AB 
es generado por un punto que se mueve a lo largo de la recta I de A 
hacia B . Decimos entonces que el segmento AB est£ dirigido de 
A a B , e indicamos esto por medio de una flecha como en la figura 1. 
En este caso, el punto A se llama origen o punto inicial y el punto B 
eztremo o punto final . Podemos tambidn obtener el mismo segmento 
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dirigi£ndolo de B a A ; entonces B es el origen y A el extremo, y el 
segmento se designa por BA . El sentido de an segmento dirigido se 
indica siempre escribiendo primero el origen o punto inicial. 

Desde el punto de vista de la Geometria elemental, las longitudes 
de los segmentos dirigidos, AB y BA , son las mismas. En Geome¬ 
tria analitica, sin embargo , se hace una distincidn entre los signos de 
estas longitudes. Asi, especificamos, arbitrariamente, que un seg¬ 
mento dirigido en un sentido sera considerado de longitud positiva , 
mientras que otro, dirigido en sentido opuesto, sera considerado 
como un segmento de longitud negative, De acuerdo con esto, si 
especificamos que el segmento dirigido AB tiene una longitud posi¬ 
tiva , entonces el segmento dirigido BA tiene una longitud negativa, 
y escribimos __ _ 

AB= -BA . (1) 

Consideremos ahora tres puntos distintos A , B y C sobre una 
Tinea recta cuya direction positiva es de izquierda a derecha. Hay 



Fig. 2 


3 ! = 6 ordenaciones posibles de estos puntos, como se muestra en la 
figura 2. Considerando solamente segmentos dirigidos de longitudes 
positivas, tenemos las seis relaciones siguientes correspondientes a 
estas ordenaciones: 


AC + CB — AB , 

(<*) 

~CA + ~AB = CB , 

(b) 

~AB + ~BC = ~AC , 

(c) 

BC +CA = ~BA , 

(d) 

CB + BA = ~CA , 

(e) 

~BA + ~AC = BC . 

(/) 


Demostraremos en seguida que todas estas relaciones estin inclui- 
das en la relacidn fundamental: 

XB +^C = ~AC. (2) 
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Enefecto, por (1), CB = — BC , de manera que la relation (a) 

puede escribirse _ _ _ 

AC — BC = AB , 

de donde^ pasando — BC al segundo miembro, obtenemos (2). 
Analogamente, por ser CA — — AC y CB = — BC por (1 ), la 
relation (fr) se convierte en 

-AC + AB = - PC, 

en donde, por transposicidn, obtenemos tambidn (2). La relation 
(c) esta ya en la forma (2). Como anteriormente, usando (1), 
vemos que (d), (e) y (/) se reducen cada una a (2). 

3. Sistema coordenado lineal. En el Artlculo anterior hemos 
introducido los conceptos de direccidn y signo con respecto a los 
segmentos rectillneos. Ahora vamos a dar un paso mds introduciendo 
la idea de correspondencia entre un punto geomdtrico y un ndmero 

P ? P 2 0 A P 3 P 

X'. - 1 - 1 --- 1 - 1 - 1 - >x 

(x’) (x 2 ) (0) (13 (x x ) (x) 

Fig. 3 


real. Consideremos (fig. 3) una recta X'X cuya direccidn positiva 
es de izquierda a derecha, y sea 0 un punto fijo sobre esta linea. 
Tomemos una longitud conveniente como unidad de medida; si A es 
un punto de X'X distinto de O y situado a su derecha, la longitud 
OA puede considerarse como unidad de longitud. Si P es un punto 
cualquiera de X ' X situado a la derecha de 0 y tal que el segmento 
dirigido OP, de longitud positiva , contiene z veces a la unidad adop- 
tada de longitud, entonces diremos que el punto P corresponde al 
ndmero positivo x. An&logamente, si P ' es un punto cualquiera 
de X f X situado a la izquierda de 0 y tal que el segmento dirigido 
OP ' tenga una longitud negativa de z' unidades, entonces diremos 
que el punto P ' corresponde al numero negativo x' . De esta manera , 
cualquier ndmero real z puede representarse por un punto P sobre la 
recta X f X. Y reclprocamente, cualquier punto dado P situado 
sobre la recta X f X representa un ndmero real x , cuyo valor numdrico 
es igual a la longitud del segmento OP y cuyo signo es positivo o 
negativo segun que P est6 a la derecha o a la izquierda de 0 . 

De acuerdo con esto, hemos construido un esquema por medio del 
cual se establece una correspondencia biunivoca entre puntos de una 
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recta y los ntimeros reales. Tal esquema se llama un sistema coorde- 
nado. En el caso particular considerado, como todos los puntos estdn 
sobre la misma recta, el sistema se llama sistema unidimensional o 
sistema coordenado lineal . Refiri&idonos a la figura 3 , la recta X'X 
se llama eje y el punto 0 es el origen del sistema coordenado lineal. 
El mimero real x correspondiente al punto P se llama coordenada del 
punto P y se representa por (x). Evidentemente, de acuerdo con 
las convenciones adoptadas, el origen 0 tiene por coordenada (0) y 
el punto A tiene por coordenada (1). El punto P con su coordenada 
(x) es la representacidn geomttrica o grdfica del numero real x } y la 
coordenada (x) es la representacidn analitica del punto P. Ordina- 
riamente escribiremos el punto P y su coordenada juntos, tal como 
sigue : P(x). 

Es important® hacer notar que la correspondence establecida por 
el sistema coordenado lineal es iinica. Es decir, a cada mimero 
corresponde uno y solamente un punto sobre el eje, y a cada punto 
del eje correspode uno y solamente un numero real. 

Vamos a determinar ahora la longitud del segmento que une dos 
puntos dados cualesquiera, tales como Pi (xi) y P 2 (xa) de la figura 3 . 
En Geometria analitica, se dice que los puntos estan dados cuando se 
conocen sus coordenadas. Por tan to, xi y Xa son numeros conocidos. 
Por la relacidn (2) del Articulo 2, tenemos : 

opi + pTp* = OP *. 


Pero, OPi = xi y OP* = x 2 . Luego, 


Xi + Pi Pa = x 2 , 

de donde, _ 

Pi P2 — X2 — Xl . 


La longitud del segmento dirigido Pa Pi, obtenida de P 1 P 2 por me¬ 
dio de la relacidn (1) del Articulo 2, es 


Pa Pi = Xi — Xa. 


En cualquier caso, la longitud de un segmento dirigido se obtiene 
restando la coordenada del punto inicial de la coordenada del punto 
final. Este resultado se enuncia como sigue : 

TroREMA 1. En un sistema coordenado lineal } la longitud del seg- 
menio divipido que une dos puntos dados se obtiene y en magnitud y signo f 
restando la coordenada del origen de la coordenada del extremo. 
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La distancia entre dos puntos se define corno el valor num&rico o 
valor absoluto de la longitud del segmento rectillneo que une esos dos 
puntos. Si representamos la distancia por d , podemos escribir : 

d * | Pi Pi | = | X2 — Xi |, 

o tambi6n, _ 

d = | P 2 Pi | = | xi — xi |. 

Ejemplo. Hallar la distancia entre los puntos Pi (5) y P2(-3). 

Solucidn. Por el teorema 1, las longitudes de los segmentos dirigidos son 

PiP 2 = “3 — 5 = —8 

y _ 

P 2 Pi - 5 -(-3)- 8 

Entonces, para cualquiera de los dos segmentos dirigidos, la distancia esta 
dada por 

rf-l-8|-|8|-8. 

4. Sistema coordenado en el piano, En un sistema coordenado 
lineal, cuyos puntos estdn restringidos a estar sobre una recta, el eje, 
es evidente que estamos extremadamente limitados en nuestra investi- 
gacidn analitica de propiedades geomdtricas. As!, por ejemplo, es 
imposible estudiar las propiedades de los puntos de una circunferencia. 
Para extender la utilidad del m6todo analitico, consideraremos ahora 
un sistema coordenado en el cual un punto puede moverse en todas 
direcciones mantenidndose siempre en un piano. Esjte se llama sistema 
coordenado-bidimensional o piano , y es el sistema coordenado usado 
en la Geometria analitica plana. 

El primer ejemplo que estudiaremos de uno de estos sistemas, y, 
ademas, el mas importante, es el sistema coordenado rectangular , 
familiar al estudiante desde su estudio previo de Algebra y Trigono- 
metria. Este sistema, indicado en la figura 4, consta de dos rectas 
dirigidas X 9 X y Y f Y , llamadas ejes de coordenadas f perpendiculares 
entre si. La recta X'X se llama eje X; Y f Y es el eje Y; y su punto 
de intersecci6n 0, el origen. Estos ejes coordenados dividen al piano 
en cuatro regiones llamadas Cuadrantes numerados tal como se indica 
en la figura 4. La direccidn positiva del eje X es hacia la derecha ; la 
direccidn positiva del eje Y , hacia arriba. 

Todo punto P del piano puede localizarse por medio del sistema 
rectangular. En efecto, se traza PA perpendicular al eje X y PB 
perpendicular al eje F. La longitud del segmento dirigido OA se 
representa por x y se llama abscisa de P; la longitud del segmento 
dirigido OB se representa por y y se llama ordenada de P. Los dos 
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numeros reales, x y y, se Ilaman coordenadas de P y se representan 
por (x, y) . Las abscisas medidas sobre el eje X a la derecha de 0 
son positivas y a la izquierda son negativaa; las ordenadas medidas 
sobre Y arriba de 0 son positivas y abajo son negativas. Los signos 
de las coordenadas en los cuatro cuadrantes est4n indicados en la 
figura 4. 

Es evidente que a cada punto P del piano eoordenado le corres- 
ponden uno y solamente tin par de coordenadas (x, y ). Eeefproca- 


Y 



Fig. 4 

mente, un par de coordenadas (x, y) cualesquiera determina uno y 
solamente un punto en el piano eoordenado. 

Dadas las coordenadas (x, y ), x^y t quedan determinados 
dos puntos, uno de coordenadas (x, y) y otro de coordenadas (y , x) 
que son diferentes. De aquf que sea importante escribir las coordena- 
des en su propio orden, escribiendo la abscisa en el primer lugar y la 
ordenada en el segundo. Por esta razdn un par de coordenadas en el 
piano se llama un par ordenado de numeros reales. En vista de nues- 
tra discusidn anterior, podemos decir que el sistema eoordenado rectan¬ 
gular en el piano establece una correspondence biunlvoca entre cada punto 
del piano y un par ordenado de numeros reales . 

La localization de un punto por medio de sus coordenadas se llama 
trazado del punto. Por ejemplo, para trazar el punto (—5, —6 ), 
sefialaremos primero el punto A , sobre el eje X , que est4 5 unidades 
a la izquierda de O; despuOs, a partir de A , sobre una paralela al 
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eje Y , mediremos seis unidades hacia abajo del eje X , obteniendo asi 
al pun to P(— 5, — 6). La construccidn est& indicada en la figura 5, 
en la que se han trazado tambi&i los puntos (2,6), (— 6, 4) y 
(4,-2). 

El trazado de los puntos se facilita notablemente usando papel 
coordenado rectangular, dividido en cuadrados iguales por rectas 
paralelas a los ejes coordenados. La figura 5 es un modelo de papel 



de esta clase. Se recomienda al estudiante el empleo de papel coorde¬ 
nado milimetrado cuando se requiera un trazado de gran exactitud. 

Si consideramos solamente aquellos puntos cuyas ordenadas son 
cero, veremos que todos ellos estan sobre el eje X , y el sistema coor¬ 
denado piano se reduce al sistema coordenado lineal. Pot lo tan to , el 
sistema coordenado lineal es, simplemente, un caso especial del siste¬ 
ma piano. 

Otro sistema piano que tendremos ocasidn de usar es el sistema de 
coordenadas polares . Las coordenadas polares se estudiaran mas ade- 
lante en un capitulo especial. 

El lector debera observar que en los sistemas coordenados que han 
sido estudiados, se establece una correspondence entre los puntos y el 
con junto de los numeros reales. No se ha hecho mencidn de los nume- 
ros complejos del Algebra. Como nuestros sistemas coordenados no 
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especifican nada para los numeros complejos, no consideraremos tales 
numeros en nuestro estudio de la Geometrla analftica. 


Ejemplo. Un triangulo equilatero OAB cuyo Iado tiene una longitud a 
esta colocado de tal manera que el vertice O esta en el origen, el vertice A esta 


sobre el eje de las X y a la derecha 
de O, y el vertice B esta arriba del 
eje X. Hallar las coordenadas de los 
vertices A y B y el area del trian¬ 
gulo. 


Y 



Soluci6n. Con referenda a los 
ejes coordenados, el triangulo esta en 
la posicion indicada en la figura 6. 
Como OA ■■ a. la abscisa del punto 
A es a. Tambien, por estar A sobre 
el eje de las X, su ordenada es 0. 
Por tanto, las coordenadas del verti¬ 
ce A son (a. 0) . 

Si trazamos la altura BC, per¬ 
pendicular al lado OA, sabemos, por 
la Geometria elemental, que C es el 


r 


Fig. 6 


punto medio de OA. Por tanto, la abscisa de C es Como BC es paralela 


al eje Y, la abscisa del punto B es tambien La ordenada de B se obtiene 
ahora muy facilmente por el tcorema de Pitagoras; dicha ordenada es 


BC - aTab^^CA 7 = yj a 2 - y = ~ 

(f ^«) 


Las coordenadas del vertice B son, pues, I —, . ~ { 


El area del triangulo (Apendice IA, 1) es 

v 1 V 3 V 3 a 

K = — a • —— a *=- a A 

2 2 4 


EJEECICIOS, Grupo 1 
Dibit jar una figura para cada ejercicio. 

1. Si A y B son dos puntos diferentes de una recta dirigida, demostrar que 
AB + BA«0 y AA - BB = 0. 

2. Demostrar que las relaciones (d) , ( e ) y (f) son casos particulars de la 
relaci6n (2) del Articulo 2. 
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3. Si A, B, C y D son cuatro puntos distintos cualesquiera de una recta 
dirigida* demostrar que, para todas las ordenaciones posibles de estos puntos 
sobre la recta* se verifica la igualdad 

AP + 23C + CD « AD. 


4. Hallar la distancia entre los puntos cuyas coordenadas son: (—5) y 
(6); (3) y (— 7) : (-8) y (-12)* 

5. La distancia entre dos puntos es 9. Si uno de los puntos es (—2)* 
hallar el otro punto. (Doscasos.) 


6. En un sistema coordenado lineal, P\(xi) y P 2 (* 2 ) son los puntos 
extremos dados de un segmento dirigido. Demostrar que la coordenada (jc) de 
un punto P que divide a P 1 P 2 en la razon dada r =* Pi P : P P 2 es 


x 


Xl + VX2 

T+r ' r ^ “ 1 


7. Haciendo r = 1 en la formula obtenida en el ejercicio 6* demostrar que 
la coordenada del punto medio de un segmento rectilineo es la media aritmetica 
de las coordenadas de sus puntos extremos. 


8. Hallar los puntos de triseccion y el punto medio del segmento dirigido 
cuyos extremos son los puntos (—7) y ( — 19) . 

9. Un extremo de un segmento dirigido es el punto (—8) y su punto 
medio es (3) . Hallar la coordenada del otro extremo. 

10. Los extremos de un segmento dirigido son los puntos Pi (4) y P 2 (— 2) * 
Hallar la razon P 2 P : PT 1 en que el punto P (7) divide a este segmento. 

11. Un cuadrado, de lado igual a 2 a. tiene su centro en el origen y sus 
lados son paralelos a los ejes coordenados, Hallar las coordenadas de sus cuatro 
vertices. 

12. Tres vertices de un rectangulo son los puntos (2, —1), (7, — 1) y 
(7, 3) . Hallar el cuarto vertice y el area del rectangulo. 

13. Los vertices de un triangulo rectangulo son los puntos (1, —2), 
(4, — 2) , (4, 2) ♦ Determinar las longitudes de los catetos. y despues calcular 
el area del triangulo y la longitud de la hipotenusa. 

14. En el triangulo rectangulo del ejercicio 13* determinar primero los 
puntos medios de los catetos y* despues, el punto medio de la hipotenusa. 

15. Hallar la distancia del origen al punto (a, b). 

16. Hallar la distancia entre los puntos (6, 0) y (0, —8;. 

17. Los vertices de un cuadrilatero son los puntos (1, 3)* (7, 3), (9, 8) 
y (3. 8). Demostrar que el cuadrilatero es un paralelogramo y calcular su area. 

18. Dos de los vertices de un triangulo equilatero son los puntos (— 1, 1) 
y (3, 1) . Hallar las coordenadas del tercer vertice* (Dos casos.) 
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19. Demostrar que los puntos (—5, 0). (0. 2) y (0, —2) son Ios ver¬ 

tices de un triangulo isosceles, y calcular su area. 

20. Demostrar que los puntos (0, 0) , (3, 4) , (8, 4) y (5. 0) son los 
vertices de un toziibo, y calcular su area. 


5. Caracter de la Geometria analitica. La Geometrfa elemental, 
conocida ya del lector, se llama Geometria pura para distinguirla del 
presente estudio. Acabamos de ver que por: medio de un sistema 
coordenado es posible obtener una correspondencia biunivoca entre 
puntos y niimeros reales. Esto, como veremos, nos permitira aplicar 
los mdtodos del Andtisis a la Geometrfa , y de ahi el nombre de Geo¬ 
metria analitica. A1 ir avanzando en nuestro estudio veremos, por 
ejemplo, c<5mo pueden usarse, ventajosamente, los mdtodos alge- 
braicos en la resolucidn de problemas geomdtricos. Reciprocamente, 
los mdtodos de la Geometria analitica pueden usarse para obtener 
una represen tacidn geomdtrica de las ecuaciones y de las relaciones 
funci onales. 

de sistema coordenado, que caracteriza a la Geome- 
tnaanalitica, fud introducido por primera vez en 1637 por el matemd- 
tico francos Rend Descartes (1596-1650). Por esta razdn , la Geome¬ 
trfa analitica se conoce tambidn con el nombre de Geometria cartesiana. 
Por la parte que toma en la unificacidn de las diversas ramas de las 
matemdticas, la introduccidn de la Geometrfa analitica representa 
uno de los adelantos mds importantes en el desarrollo de las mate¬ 
mdticas . 

En Geometrfa pura, el estudiante recordard que, generalmente, 
era necesario aplicar un mdtodo especial o un artificio, a la solucidn de 
cada problema; en Geometrfa analitica, por el contrario, una gran 
variedad de problemas se pueden resolver muy fdcilmente por medio de 
un procedimiento uniforme asociado con el uso de un sistema coorde¬ 
nado . El estudiante debe tener siempre presente que esta siguiendo un 
curso de Geometrfa analitica y que la solucidn de un problema geomd- 
trico no se ha efectuado por Geometrfa analitica si no se ha empleado 
un sistema coordenado. Segun esto, un buen plan para comenzar la 
solucidn de un problema es trazar un sistema de ejes coordenados 
propiamente designados. Esto es de particular importancia en los 
primeros pasos de la Geometrfa analitica, porque un defecto muy 
comun del principiante es que si el problema que trata de resolver 
se le dificulta, esta propenso a caer en los mdtodos de la Geome¬ 
tria pura. El estudiante deberd hacer un esfuerzo para evitar esta 
tendencia y para adquirir el mdtodo y espiritu analitico lo mds pronto 
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6. Distancia entre dos puntos dados. Sean Pi(x 1 , y\) y Pste, y 2 ) 
dos puntos dados cualesquiera (fig. 7). Vamos a determinar la dis- 
tancia d entre Pi y Pi, siendo d = [ Pi P 2 1. Por P A P 2 tracemos las 
perpendiculares Pi A y F 2 D a ambos ejes coordenados, coma se in- 
dica en la figura y sea E su panto de interseccidn. Consideremos el 
tri&ngulo rectdngulo Pi EP *. Por el teorema de Pitdgoras, tenemos : 

d 2 = KF 2 2 = T7E 2 + ~EP[\ (1) 

Y 



Las coordenadas de los pies de las perpendiculares a los ejes coorde¬ 
nados son A(x i, 0), B (0 , yi) r C(x 2 t 0), D( 0, 2 / 2 ). Luego, por el 
teorema 1 (Art. 3) tenemos 

PiE = CA = xi — X 2 , EPi = DB = 2/1 — 2/2 - 

Sustituyendo estos valores en (1), obtenemos 

d 2 « (xi — X 2) 2 + {y\ — , 

de donde, _ 

d = V (xi — X2) 2 + (2/1 — ?/ 2 ) 2 . 

Este resultado se enuncia como sigue: 

Teorema 2. La distancia d entre dos puntos Pi(xi, yj) y P 2 (x 2 , y 2 ) 
esld dada por la formula 

d = V(xi - x*) 2 + (yi — y' 2 ) 2 . 


NOTAS. 1. En la demostracion del teorema 2, no se hizo mencion de los 
cuadrantes en que se encuentran los puntos Pi y P 2 . Segun esto el resultado 
del teorema 2 es completamente general e independiente d w la situaci6n de los 
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puntos Pi 7 jP 2 . La posicidn de un punto en un cuadrante particular esta 
determinada por los signos de sus coordenadas. 

2 . La distancia d es positiva, siendo Pi Pa el valor numerico o absoluto 

de la longitud del segmento rectili- 
neo. Por esta razon no aparece en la 
formula ningun signo delante del ra¬ 
dical. Debe entcnderse, por conve- 
nio, que si no aparece ningun signo 
delante de la raiz cuadrada indicada 
de una cantidad, se con&ideca siempre 
que se ttata del valor positiv o. Si se 
debe tomar la raiz cuadrada negativa, 
debe aparecer el signo menos delante 
del radical. Asi, el valor positivo de 
la raiz cuadrada de una cantidad a se 
expresa por V a, el valor negativo 
por — y/ a» y ambos valores, el po¬ 
sitivo y el negativo por ^ \/ a . 

Ejemplo. Demostrar que los puntos 

Pi (3, 3), P 2 (- 3, -3), P 3 (^lVJ. 3 VI) 

son vertices de un triangulo equilatero. 

Solucidn. El triangulo del problema es el indicado en la figura 8 . Por el 
teorema 2, tenemos: 

I PTPi | = V(3 + 3)» + (3 +3) 2 - 6 VI, 

I P7F 3 I = V( -3 + 3 VW+ (-3 -3 VI) 2 

= V(9- 18 V 3+ 27) + (9 + 18 Vl + 27) 

= V 36 + 36 = 6 V 2 , 

| Pi?; | = (3v/3-3) 2 = 6 V2 . 

Luego el triangulo es equilatero, ya que todos sus lados son de igual longitud. 

7. Divisi6n de un segmento en una raz6n dada. 

Teorema 3 . Si Pi(xi, yi) y P2(x 2 , y2) son los extremos de un 
segmento Pi P 2 , las coordenadas (x , y) de un punto P que divide a este 
segmento en la razdn dada r =* Pi P : PP2 son 

= xi_+ r_X2 yi . t . ry? r . _ j 

Demostbaci 6 n. Por los puntos Pi, P, P2, tracemos perpen- 
diculares a los ejes coordenados, tal como se indica en la figura 9. 


Y 




SISTEMAS DE COORDENADAS 


13 


Por Geometrfa elemental, las tres rectas paralelas Pi Ai , PA y Pi Ai 
interceptan segmentos proporcionales sobre las dos transversales 
Pi Pi y A\ Ai. Por tanto , podemos escribir 

TFi “ Ah ‘ 1 ; 


Las coordenadas de los pies de las perpendiculares al eje X son 
Alfa, 0), A(x, 0), A 2 (x 2 , 0). 

Por tanto, por el teorema 1, del 
Artfculo 3, tenemos 


AiA = x — xi , 

A Ai = X 2 — x. 

Sustituyendo estos valores en 
(1), obtenemos 


r = 


x — Xl 


Xi — X 7 

de donde, 

xi + rxi 


x = 


1 + r 


r* - 1. 



Por un procediraiento semejante para las ordenadas, obtenemos 
PiP BiB _ y — yi 


r — 


de donde, 


PPi BBi 
y\ + ry 2 


y*-v' 


( 2 ) 


1 +r 


r* - 1. 


En el caso particular en que P es el punto medio del segmento 
dirigido Pi Pa, es r = 1, de manera que los resultados anteriores se 
reducen a 

_ xi + xi _ y } + y 2 

x ~ 2 ’ y ~ 2 

Segun esto tenemos el siguiente 


Corolario . Las coordenadas del punto medio de un segmento diri¬ 
gido cuyos puntos extremos son (xi, yi) y (X 2 , y 2 ) son 

_ xi + x 2 _ yi +ya 
2 7 y 2 ’ 
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NOTAS. 1. En Geometria elemental, las relaciones (1) y (2) se escriben 
sin considerar el signo. En Geometria analitica, en cambio* las razones deben 
ser consideradas con su signo, ya que estamos tratando con segmentos rectilineos 
dirigidos. 

2. A1 usar las formulas del teorema 3, debe cuidarse de que la sustitucion de 
las coordenadas sea correcta. Por esta razon, frecuentemente es preferable no 
sustituir en estas formulas sino escribir directamente los valores de las razones, 
tal como los dan las formulas ( 1 ) y (2). Esto se muestra en el ejemplo que 
damos a continuacion. 

3. Si el punto de division P es externo al segmento dirigido PiP 2 , la razon 
r es negativa. 



Fig. 10 

Ejemplo. Si Pi (—4, 2) y P 2 ( 4 , 6 ) son los puntos extremos del segmento 
dirigido Pi Pa* hallar las coordenadas del punto P (x, y) que divide a este 
segmento en la razon P\P : PP 2 = — 3. 

Soluci 6 n. Como la razon r es negativa. el punto de division P es externo, 
tal como se indica en la figura 10 . Si aplicamos el teorema 3 directamente, 
obtenemos 

^ — xi rx a — 4 + (— 3)4 _ Q 

X - , +r =--8. 

u = yi + ry 2 __ 2 + (— 3)6 = o 
I 4- r 1-3 

Si. como se sugiere en la nota 2 anterior, escribimos las razones directamen¬ 
te, obtenemos tambien 


y 


_ —---— = - 3, de donde, x = 8 

p x 


P,P y-2 

r « 1 ™ t-«= 

P Pa 6-tf 


— 3, de donde. y = 8 . 
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EJERCICIOS. Grupo 2 

Dibujese una figura para cada ejercicio. 

1. Hallar el perimetro del cuadril^tero cuyos vertices son (—3, —-1), 
(0, 3), (3, 4), (4. -1). 

2 . Demostrar que los puntos (-2,-1), (2, 2) , (5,-2), son los 

vertices de un triingulo isosceles. 

3. Demostrar que los puntos (2, —2), (— 8, 4), (5, 3) son los vertices 
de un triangulo rectangulo, y hallar su area. 

4. Demostrar que los tres puntos (12, 1), (—3, —2 ), (2, - 1) son 
colineales, es decir, que estan sobre una misma linea recta. 

6 . Demostrar que los puntos (0, 1), (3, 5), (7, 2), (4, —2) son los 
vertices de un cuadrado. 

6 . Los vertices de un triangulo son A( 3, 8), B( 2, — 1) y C (6, — I). 
Si D es el punto medio del lado BC, calcular la longitud de la mediana AD. 

7. Demostrar que los cuatro puntos (1, 1), (3, 5)., (11, 6), (9, 2) 

son los vertices de un paralelogramo. 

8 . Calcular el area del triangulo cuyos vertices son los puntos (0, 0) , 
(1, 2), (3, —4). Sugestion. Usese la segunda formula del Apendice IA, 1. 

9. Uno de losextremos de un segmento rectilineo de longitud 5 es el punto 
(3, — 2) . Si la abscisa del otro extremo es 6 hallar su ordenada. (Dos solu- 
ciones.) 

10 . Determiner la ecuacion algebraica que expresa el hecho de que el punto 
(x, y) equidista de los dos puntos (—3, 5). (7, —9). 

11 . Hallar los puntos de triseccion y el punto medio del segmento cuyos 
extremos son los puntos (— 2, 3) y (6, — 3) . 

12 . Los puntos extremos de un segmento son P\{2, 4) y P 2 (8, —4). 
Hallar el punto P(x, y) que divide a este segmento en dos partes tales que 
P7P : PPl = - 2. 

13. Uno de los puntos extremos de un segmento es el punto (7, 8) . y su 
punto medio es (4, 3). Hallar el otro extremo. 

14. Los extremos de un segmento son los puntos Pi(7, 4) y P 2 ( —1, —4) . 
Hallar la raz6n Pi P : PP 2 en que el punto P (1, — 2) divide al segmento. 

15. Los puntos medios de los lados de un triangulo son (2, 5), (4, 2) y 
(1, 1). Hallar las coordenadas de los tres vertices. 

16. Los vertices de un triangulo son A (— 1. 3), B ( 3, 5) y C (7, — 1) . 
Si D es el punto medio del lado AB y E es el punto medio del lado BC, demos¬ 
trar que la longitud del segmento DE es la mitad de la longitud del lado AC. 

17. En el triangulo rectangulo del ejercicio 3, demostrar que el punto medio 
de la hipotenusa equidista de los tres vertices. 
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18. Demostrar que los segmentos que unen los puntos medios dc los lados 
sucesivos del cuadrilatero del ejercicio 1 forman un paralelogramo. 

19. Los vertices de un triangulo son (2, —1), ( — 4, 7), (8, 0). Hallar, 
para cadaunadelas medianas, el punto de triseccion mas cercano al punto medio 
del lado correspondiente. Demostrar que este punto es el mismo para cada una 
de las medianas y, por tanto, que las medianas concurren en un punto. Este 
punto se llama baricentro del triangulo. 

20 . En el triangulo cuyos vertices son (jc If i/i), ( Xi , y 2 ), (* 3 > 5 / 3 )* 

demostrar que las coordenadas del baricentro son 

(Ji [*1 *f *2 + *3]. Vz ttfi + 1/2 + t/3]) * 

Utilizar este resultado para comprobar el ejercicio 19. 

8. Pendiente de una recta. Dos rectas al cortarse forman dos 
pares de Angulos opuestos porelvdrtice (fig. 11). Por tanto, la ex- 
presidn * ( el Angulo comprendido entre dos rectas 9 9 es ambigua, ya 



que tal Angulo puede ser el a o bien su suplemento el 0. Para hacer 
una distincidn entre estos dos Angulos, consideramos que las rectas 
estan dirigidas y luego establecemos la siguiente 

Definici6n. Se llama dngulo de dos rectas dirigidas al formado 
por los dos lados que se alejan del vArtice. 

Asi, por ejemplo, segun esta definicion, el angulo que forman las rectas 
dirigidas h y /2 (fig* 11) es el angulo a. Sin embargo, si la direccion de una 
de estas rectas, digamos l*. se invierte, el angulo formado por las dos rectas es 
el angulo suplementario |3. 

Si h Y /a son paralelas, diremos que el angulo comprendido entre ellas es de 
0 ° cuando tienen la misma direccion, y de 180° cuando tienen direcciones 
opuestas. 

NOTA. En la figura 11, teniendo las rectas sus direcciones marcadas, e] 
angulo v = 360° — a tambien, segun la definicion 1, es el angulo de las rectas 
h y /a- Este angulo y > 180° se llama dngulo concavo . Siempre que hablemos 
de angulo de dos rectas, solo consideraremos angulos < 180°. 
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Definici6k 2. Se llama dngulo de inclinacidn de una recta el 
formado por la parte positiva del eje X y la recta, cuando &ta se 
considera dirigida hacia arriba. 

As!, de acuerdo con las definiciones 1 y 2 , el angulo de inclination 
de la recta l (fig. 12) es a, y el de V es a'. Evidentemente, a 
puede tener cualquier valor comprendido entre 0° y 180° ; es decir, 
su intervalo de variation estd dado por 

0° < a < 180°. (1) 

Para la mayor parte de los problemas de Geometria analitica, em- 
plearemos mas la tangente del angulo de inclination que el dngulo 
mismo. Segun esto : 

DefiniciOn 3. Se llama pen- 
dienie o coeficiente angular de una 
recta a la tangente de su angulo de 
inclination. 

La pendiente de una recta se 
designa comunmente por la letra m. 

Por tan to, podemos escribir 

m =i tg a . (2) 

Por (1) y (2) se ve que la pen¬ 
diente puede tomar todos los valores 
reales. Si a es agudo, la pendiente 
es positiva, como para la recta l en la figura 12; si a' es obtuso, 
como para la recta V , la pendiente es negativa. Cualquier recta que 
coincida o sea paralela al eje Y sera perpendicular al eje X, y su 
angulo de inclination serd de 90°. Como tg 90° no esta definida, 
la pendiente de una recta paralela al eje Y no existe. Podemos 
establecer, por lo tanto, que toda recta perpendicular al eje X no 
tiene pendiente . El estudiante recordara, probablemente, la igualdad 
tg 90° = oo , euyo significado debe considerar muy cuidadosamente 
ya que oo no es un numero. Esta igualdad es una manera simbdlica 
de expresar que, a medida que el dngulo a se aproxima mds y mas 
a 90°, tg a se hace y permanece mayor que cualquier numero positivo 
por grande que se suponga. 

Teorema 4. Si Pi(xi, yi) y P 2 (x*, y 2 ) son dos puntos diferentes , 
cualesquiera de una recta , la pendiente de la recta tes 

m = —-^ , xi?£X2. (3) 

xi x a 


Y 



- 2 . 
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Demostraci6n. Consideremos la recta Pi P 2 de la figura 13, 
determinada por los puntos Pi y Pi , y sea a su dngulo de inclina- 
ci<5n. Por Pi y Pi tracemos las perpendiculares Pi Ai y Pi A 2 al 
eje X y y por Pi tracemos una paralela al eje X que corte a P1A1 
en B . El angulo Pi Pi B = a, y, por Trigonometrfa, tendremos 


m = tga = =T (*) 


Y 



Fig. 13 

Las coordenadas de los puntos Ai, Aj y B son Ai(x h 0), A 2 (X 2 , 0) 
y B(x 1 , 2 / 2 ). Por tanto , por el teorema 1, Art. 3 , tenemos 

BP\ = yi~ yi, P 2 B - A 2 Ai = Xi — xi. 

Sustituyendo estos valores en (4), obtenemos lo que se queria de- 
mostrar. 

NoTAS. 1. El valor de m dado por la formula (3) no esta definido anali- 
ticamente para x\ =* *2* En este caso, la interpretacion geometrica es que una 
recta determinada por dos puntos diferentes con abscisas iguales es paralela al 
eje Y y, por tanto, como se anot6 anteriormente, no tiene pendiente. 

2* El orden en que se toman las coordenadas en (3) no tiene importancia, 

yaque ~~ yi a» yi ~ ya . El estudiante debe evitar, en cambio, el error muy 

X 2 — JC 1 *1 — X2 

frecuente de tomar las ordenadas en un orden y las abscisas en el orden contrario, 
ya que esto cambia el signo de m. 
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Ejemplo. Hallar la pendiente y el angulo de inclinaci6n de la recta que pasa 
por los puntos (1, 6), (5, —2). 

Solucidn. Esta recta se muestra en la figura 14. Por el teorema 4 tenemos, 
para la pendiente, 

„ _ 6 -(- 2 ) _ 8 
m 1-5 

De la tabla B del Apendice II cenemos, para angulo de inclinacidn. 


a = arc tg (- 2) - 116°34'. 

Y 



9« Signiflcado de la frase “condicidn necesaria y suficiente”. En 
este aftlculo nos apartaremos momentAneamente de nuestro estudio de 
la Geometrfa analitica para considerar el signiflcado de una expresidn 
que se presenta frecuentemente en MatemAticas. La expresidn par¬ 
ticular a que nos referimos es 11 una condicidn necesaria y suficiente 9 9 . 
Yeamos primero su signiflcado con un ejemplo. 

Consideremos el sencillo teorema siguiente de la Geometrfa ele¬ 
mental : 

Si un triAngulo es isdsceles, los angulos opuestos a los lados iguales 
son iguales. 

Este teorema establece que si un triAngulo es isdsceles necesa- 
riamente se verifica que los Angulos opuestos a los lados iguales son 
iguales. Por tanto, podemos decir que la existencia de dos Angulos 
iguales es una condicidn necesaria para que el triAngulo sea isdsceles. 
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Pero el reciproco de este teorema tambi&i es verdadero , a saber: 

Si dos Angulos de un triangulo son iguales, los lados opuestos a 
estos Angulos son tambi6n iguales „ y el triAngulo es isdsceles. 

Este teorema establece que la existencia de dos Angulos iguales es 
suficiente para que un triAngulo sea isdsceles. De ahi deducimos que la 
existencia de dos Angulos iguales es una condicidn suficiente para que 
el triAngulo sea isdsceles. 

Podemos entonces combinar ambos teoremas, directo y reciproco , 
en el siguiente enunciado unico : 

Una condicidn necesaria y suficiente para que un triAngulo sea isds- 
celes es que dos de sus Angulos sean iguales. 

Una frase de uso frecuente en lugar de ‘ 1 una condicidn necesaria y 
suficiente” es “ si y solamente si”. As! el enunciado precedente 
puede escribirse: 

Un triAngulo es isdsceles si y solamente si dos de sus Angulos son 
iguales. 

De una manera mAs general, si la hipdtesis A de un teorema 
implica la verdad de una tesis B , entonces B es una condicidn nece¬ 
saria para A. Por otra parte, si, reclprocamente, B implica la 
verdad de A , entonces B es una condicidn suficiente para A 

Debemos hacer notar, sin embargo , que una condicidn puede ser 
necesaria sin ser suficiente, y viceversa. Por ejemplo, para que un 
triAngulo sea equilAtero, es necesario que sea isdsceles ; pero la condi¬ 
cidn no es suficiente t ya que un triAngulo puede ser isdsceles sin ser 
equilAtero. 

Puede haber mAs de una condicidn necesaria y suficiente para la 
verdad de un teorema. Asi, una condicidn necesaria y suficiente para 
que un triAngulo sea equilAtero es que sea equiAngulo. Y otra condi¬ 
cidn necesaria y suficiente para que un triAngulo sea equilAtero es la 
igualdad de sus tres alturas. * 

A medida que vayamos avanzando en nuestro estudio de la Geome- 
tria analltica, tendremos ocasiones frecuentes de deducir condiciones 
necesarias y suficientes de naturaleza analltica para diversas propieda- 
des geomdtricas. 

10. Angulo de dos rectas. Consideremos (fig. 15) las dos rectas 
h y h . Sea C su punto de interseccidn y A y B los puntos en que 
cortan al eje X. Sean $i y $2 los dos Angulos suplementarios que 
forman. Cada uno de estos Angulos', 0 1 y $ 2 , se miden, tal oomo 
indican las flechas curvadas, en sentido contrario al de las manecillas 
de un reloj , 0 sea, en sentido positivo , como en Trigonometrla. La 
recta a partir de la cual se mide el Angulo se llama recta inicial; 
la recta hacia la cual se dirige el Angulo se llama recta final. Las 
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pendientes de las rectas initial y final se llaman pendiente initial 
y pendiente final , respectivamente. 

Designemos por ai el Angulo de inclination de la recta U y por mi 
la pendiente; para la recta h, sean a 2 y m 2 el Angulo de inclinacidn 
y la pendiente, respectivamente. Para el Angulo 6 1 , la rectainicial 
es h, la pendiente inicial es mi , la recta final es h y la pendiente 
final es m 2 ; para el Angulo 62 , la recta y la pendiente initiates, y la 


Y 



recta y pendiente finales, estAn dadas por h, m 2 , l\ y mi , respecti¬ 
vamente. Vamos ahora a calcular cada uno de los Angulos $1 y O 2 
cuando se conocen las pendientes mi y m 2 de los lados que forman 
estos Angulos. 

Por Geometria elemental, un angulo exterior de un triAngulo es 
igual a la suma de los dos Angulos interiores opuestos. Por tanto , en 
el triangulo ABC , siendo $1 = Angulo ACB , tendremos : 


o sea, 


(X2 = ai + 0i ; 
^1 = «2 “ Gtl. 


(D 


Tomando las tangentes de ambos miembros de (!), tenemos (Ap6n- 
dice IC, 6) 
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Pero mi = tg cu y m 2 — tg 02 . Luego , de (2), 

m2— mi 
tg — 

1 T" m2 mi 

Para el tridngulo ABC, con 02 por Angulo exterior, tenemos 
82 « ai + (180° - a 2 ). 


( 3 ) 


Tomando tangentes de ambos miembros, obtenemos (Apdndice IC, 
6 y 3) 

tg ai + tg (180° - 012 ) = tg ai — tg ot 2 

® 2 *" 1 — tg ai tg (180° — 02 ) 1 + tg ai tg a 2 9 

de donde obtenemos el resultado buscado : 


tg 62 


m\ — ?ri 2 
1 + mi m 2 


(4) 


Comparando (3) y (4), vemos que solamente difieren en el signo , 
lo cual era de esperarse, ya que 8 1 y 8 2 son dngulos suplementarios. 
Para calcular un angulo especificado es esencial saber si se debe usar 
la formula (3) 0 la (4), es decir, debemos tener la seguridad de que 
estamos calculando un Angulo particular 0 su suplemento. Esto se 
resuelve muy sencillamente si observamos que, en ambos resultados , el 
numerador se obtiene restando la pendiente inicial de la pendiente final. 
De acuerdo con esto tenemos el siguiente 

Teorema 5. Un dngulo especificado 8 formado por dos rectas esid 
dado por la fdrmula 


tg e 


m 2 — mi 
1 +mim2 ’ 


rm m 2 ^ — 1, 


(5) 


en donde mi es la pendiente inicial y m 2 la pendiente final correspond 
diente al dngulo 8 . 

NOTA. Si m 1 m 2 — “ 1, tg 0 no esta definida por la fdrmula (5) . Este 
caso sera considerado mas adelante en el corolario 2. 


Del teorema 5 podemos deducir las condiciones de paralelismo y 
perpendicularidad de dos rectas , conocidas sus pendientes. 

En efecto, segun vimos en el Artfculo 8, si dos rectas son parale- 
las, el dngulo formado por ellas es 0° 6 180°. En cualquiera de los 
dos casos, la formula (5) se reduce a 

q __ m2 — mi 

1 + mi rnz 9 

de donde, mi «■ m 2 ; es decir, las pendientes son iguales. 
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Reclprocamente, si mi = m 2 , (5) se reduce a 

tg 0 = 0, 

de donde se deduce que 0 es igual a 0° 6 180° , y, en consecuencia, 
los rectas son paralelas. Por tan to , de acuerdo con el Artlculo 9, una 
condicidn necesaria y suficiente para el paralelismo de dos rectas es 
que sus pendientes sean iguales. De aqul se deduce el siguiente coro- 
lario de gran importancia prdctica : 

Corolario 1 . La condition necesaria y suficiente para que dos 
rectas sean paralelas es que sus pendientes sean iguales . 

Si dos rectas son perpendiculares, el dngulo comprendido entre ellas 
es de 90°. En este caso, como no puede usarse la relacidn (5) para 
hallar el valor de 6 , escribiremos (5) en la forma 


ctg0 


1 H- 7711 m2 

m 2 — mi 


( 6 ) 


Como ctg 90° = 0, para que la fraccidn sea cero debe anularse el 
numerador, es decir, 

0 = 1 + mi m 2 , 

de donde, mi m 2 =* — 1. 

Reclprocamente, si mi m 2 = — 1, la fdrmula (6) se anula y, por 
lo tanto, 

ctg 0 = 0, 

de donde, 0 = 90°, y las rectas son perpendiculares. Segiln esto 
tenemos el 

Corolario 2. La condicidn necesaria y suficiente para que dos 
rectas sean perpendiculares entre si, es que el producto de sus pendientes 
sea igual a — 1. 

NOTA. El corolario 2 se enuncia frecuentemente en la siguiente forma equi- 
valente; Dos rectas son perpendiculares entre si si la pendiente de una de las 
rectas es reciproca y de signo contrario de la pendiente de la otra recta, o, mas 
brevemente, si las pendientes son negativamente reciprocas. 

Ejemplo. Hallar el angulo agudo del paralelogramo cuyos vertices son 
A (-2. 1) , B (1, 5) . C(10, 7) y D (7, 3). 

Solucidn. El primer paso es indicar la direccion positiva del angulo que se 
busca que, en este caso, es el angulo C de la figura 16, Entonces el lade BC da 
la pendiente inicial m i y el lado CD la pendiente final m 2 . 

Por el teorema 4 del Articulo 8 tenemos para las pendientes 


mi 


7- 5 _ 2 

10-1 “ 9 


7-3 _ 4 
10 - 7 " 3 


m 2 - 
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Despues, por cl teorema 5, tenemos 


tgC 

dc donde, C - 40° 36'. 


4_2 

3 9 36 - 6 _ 6 

14-1 2.“ 27 + 8 7 

* 3 ' 9 


Y 



Fig. 16 

EJEECICIOS, Grupo 3 

Dibujar una figura para cada cjcrcicio. 

1. Digase el angulo de inclinacion de cada una de las siguientes rectas diri- 
gidas: a) El cjc X. b) El eje Y. c ) Una recta paralela a! eje X y diri- 
gida hacia la derecha. d) Una recta paralela al eje X v dirigida hacia la 
izquierda. 

2. Digase la pendiente de cada una de las siguientes rectas dirigidas: a) El 
eje X. b) Una recta paralela al eje X y dirigida ya sea a la derecha o a la iz> 
quierda. c) La recta que pasa por el origen y biseca al cuadrante I, d ) La 
recta que pasa por el origen y biseca al cuadrante II 

3. Demostrar el teorema 4 del Articulo 8, empleando una figura en la cual 
el angulo de inclinacion a sea obtuso. 

4. Hallar la pendiente y el angulo de inclinacion de la recta que pasa por los 
puntos (— 3. 2) y (7. - 3) . 

5. Los vertices de un triangulo son los puntos (2, —2). (— 1. 4) y 

(4. 5) . Calcular la pendiente de cada uno de sus lados. 

6. Demostrar, por medio de pendientes, que los puntos (9, 2). (11, 6), 
(3, 5) y (1, 1) son vertices de un paralelogramo. 

7. Una recta de pendiente 3 pasa pot el punto (3, 2) . La al>scisa de otto 
punto de la recta es 4. Hallar su ordenada. 

8. Una recta de pendiente —2 pasa por el punto (2, 7) y por los puntos 
A y B. Si la ordenada de A es 3 y la abscisa de B es 6, icual es la abscisa de A 
y cuil la ordenada de B? 

9. Ties de los vertices de un paralelogramo ^on (— 1, 4), (1, — 1) y 

(6, J) . Si la ordenada del cuarto vertite es 6, l cual es su abscisa? 
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10 . Hallar los angulos interiores del triangulo cuyos vertices son los puntos 
(—2, 1), (3, 4) y (5, —2). Comprobar los resultados. 

11 . Dcmostrar quc los puntos (1, 1), (5, 3), (8. 0) y (4, —2) son ver¬ 
tices de un paralelogramo, y hallar su angulo obtuso. 

12. Demostrar que los puntos (1. 1), (5, 3) y (6, —4) son vertices de 
un triangulo isosceles, y hallar uno de los angulos iguales. 

—^ 13. Hallar los angulos del cuadrilatero cuyos vertices son los puntos 
(2. 5), (7, 3), (6, 1) y (0, 0). Comprobar los resultados. 

—^ 14. Dos rectas se cortan formando un angulo de 135°. Sabiendo que la recta 
final tiene una pendiente de — 3. calcular la pendiente de la recta inicial. 

_^ 15. Dos rectas se cortan formando un angulo de 45°. La recta inicial pasa 

por los puntos (— 2, 1) y (9, 7) y la recta final pasa por el punto (3. 9) y 
porelpunto A cuya abscisa es — 2. Hallar la ordenada de A. 

16. Hallar el area del triangulo cuyos vertices son A(l, —3), £(3, 3) y 
C(6 , — 1) empleando el seno del angulo £AC. Sugestion. Ver Apendi- 
ce IC. 12. 

- *-17, Por medio de las pendientes demuestrese que los tres puntos (6. — 2) , 

(2, 1) y (—2, 4) son colineales. 

18, Una recta pasa por los dos puntos (—2, — 3) , (4, 1). Si un punto 
de abscisa 10 pertenece a la recta, icual es su ordenada? 

19. Hallar la ecuacion a la cual debe satisfacer cualquier punto P ( x, y) que 
pertenezea a la recta que pasa por los dos puntos (2. — 1) , (7, 3) . 

-^-20. Hallar la ecuacion a la cual debe satisfacer cualquier punto P(x, y) 
que pertenezea a la recta que pasa por el punto (3, — 1) y que tiene una pen- 
diente igual a 4. 

21 . Demostrar que la recta que pasa por los dos puntos (— 2, 5) y (4, 1) 
es perpendicular a la que pasa por los dos puntos (— 1, 1) y (3, 7) . 

22. Una recta /i pasa por los puntos (3, 2) y (— 4, — 6), y otra recta I 2 
pasa por el punto (— 7, 1) y el punto A cuya ordenada es — 6. Hallar la abs¬ 
cisa del punto A, sabiendo que /1 es perpendicular a U, 

23. Demostrar que los tres puntos (2, 5), (8, — 1) y (—2, 1) son los 
vertices de un triangulo rectangulo, y hallar sus angulos agudos. 

24. Demostrar que los cuatro puntos (2,4), (7,3), (6, — 2) y (1, —1) 
son vertices de un cuadrado y que sus diagonales son perpendiculares y se dividen 
mutuamente en partes iguales. 

25. Demostrar que los cuatro puntos (2, 2), (5, 6), (9, 9) y (6, 5) son 
vertices de un rombo y que sus diagonales son perpendiculares y se cortan en su 
punto medio, 

11. Demostracidn de teoremas geometricos por el metodo analitico. 

Con los resultados obtenidos en este capitulo es posible demostrar muy 
facilmente muchos teoremas de la Geometria elemental por los m6todos 
de la Geometria analitica. El estudiante comprenderd el alcance de la 
Geometria analitica comparando la demostracidn analitica de un teo- 
rema con la demostracidn del mismo teorema dada en Geometria ele¬ 
mental . 

En relacidn con la demostracidn analitica de un teorema, son nece- 
sarias ciertas precauciones. Como en la demostracidn se emplea un 
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sistema coordenado , es muy util construir la figura de manera que se 
facilite la demostracibn. Uha figura debe colocarse siempre en la 
posicibn mas simple, es decir, en uua posicibn tal que las coordenadas 
de los puntos de la figura simplifiquen lo mas posible los cdlculos 
algebraicos. Por ejemplo, en un teorema relativo a un tridngulo 
cualquiera, la figura puede suponerse tal como se indica en la figu¬ 
ra 17 (a ), teniendo los vertices las coordenadas que se indican. Pero 
es mds sencillo suponer el triaDgulo en la posicibn indicada en la 
figura 17 (b) ; en efecto, para esta posicibn solamente tenemos tres 
cantidades, a , b y c, que considerar, mientras que si condderamos 



(a) (W 


y 



Fig. 17 


el triangulo dado en la figura 17 (a) seran seis las cantidades que 
entraran en nuestros calculos. Una posicibn analoga a la dada en la 
figura 17 (6) es aquella en que ningun vbrtice estd en el origen , pero 
un vbrtice esta sobre uno de los ejes coordenados y los otros dos estan 
sobre el otro eje coordenado. El estudiante dibujard las figuras corres- 
pondientes a este caso. 

Por afan de simplificacibn no se debe caer, sin embargo, en el 
extremo opuesto y situar la figura de tal manera que el teorema 
quede restringido. Por ejemplo , las coordenadas para los vbrtices del 
triaDgulo de la figura 17 (c) contienen solamente dos cantidades ay 5, 
pero esta figura es el caso especial de un tridngulo rectangulo y no 
serviria para la demostracibn de un teorema relativo a un tridngulo 
cualquiera. Tambibn es muy util el usar letras y no numeros para las 
coordenadas de los puntos. 

Como primer paso en la demostracibn analitica de un teorema , se 
debe dibujar un sistema de ejes coordenados y, despubs, colocar la 
figura en una de las posiciones mds simples, sin particularizar el teo¬ 
rema , tal como se explicb en el parrafo anterior. A continuacibn, 
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todos los puntos comprendidos por el teorema deberan designarse 
por coordenadas apropiadas marcadas sobre la figura. El procedi- 
miento a seguir despu^s de esto depende de la propiedad o propiedades 
particulars que van a demostrarse y se comprenderd mejor por medio 
de ejemplos. 

Ejemplo 1. Demostrat analiticamente que las rectas que unen los puntos 
medios de los lados sucesivos de cualquier cuadrilatero forman un paralelo- 
gramo. 



Y' 

Fig. 18 


Demostracidn* Una de las posiciones mas simples para un cuadrilatero 
cualquiera es la mostrada en la figura 18. Sean D. E. F y G los puntos me¬ 
dios de los lados sucesivos del cuadrilatero OABC. Tenemos que demostrar 
que el cuadrilatero DEFG es un paralelogramo. Esto sugiere la obtencion de 
las pendientes de los lados de DEFG. Estas pendientes se obtienen muy facii- 
mente siempre que se conozcan las coordenadas de los puntos D. E, F y G. 
Para calcular estas coordenadas observemos que, por ser los puntos medios de los 
lados del cuadrilatero dado, bastara aplicar las formulas del punto medio de un 
segmcnto. Segun esto, la obtencion de las coordenadas sera el punto de partida 
de la demostracion. 

Por el corolario del teorema 3 del Articulo 7, tenemos, para las coordenadas 
de los puntos medios: 


D: 

(0 + a 

-t-V 

/ a b' 

o sea, l -i-. -i- 



K 2 

2 ) 

\2 2 , 


E : 

(a+c 

b + d\ 




\ 2 

2 r 



p ; 

( c 4- e 

d -4- 0^ 

o sea, ( c + e . 



V 2 

2 ) 

’ \ 2 

2 ) 

G: 

f° + *. 

° + °V 

, c sea. (±, o) 



V 2 

2 ) 

V2 ) 
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Por el teorema 
de DEFG : 


4, Articulo 8, tenemos, para las pendientes de los lados 
b b -J- d 

“2" 2 ' ^ 

Pendiente de DE = -;— = —; 

a a + c c 

T ' 2 


Pendiente de EE 


b 

2 2 b 

a *+■ c __ c + e a — e* 

2 2 


Pendiente de EG 



c + e _ e 
2 2 


c 


Pendiente de GD 



b 


a — e 


Siendo identicas las pendientes de DE y EG, estos dos lados son paralelos, 
segun el corolario 1 del teorema 5, Articulo 10. Analogamente, los lados 
EE y DG son paralelos. Por tanto, la figura DEFG es un paralelogramo, y 
el teorema esta demostrado. 


Y 



EJemplO 2. Demostrar analitkamente que, si las diagonales de un parale- 
logramo son perpendiculaies entre si, el paralelogramo es un rombo. 

Demostracidn. Una de las posiciones mas sencillas para un paralelogramo 
cualquiera es la indicada en la figura 19. Podemos entonces asignar a los vertices 
Ay C sus coordenadas como esta indicado. Como OABC es un paralelogramo, 
el lado BC es paraleio e igual al lado OA^ Luego, la ordenada de B es lgual a 
la ordenada rle C, y la abscisa de B es a unidades mayor que la abseisa de C. 
Todo esto lo indicamos analitkamente asignando las coordenadas (a + c ) a l 
vertice B . 
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Por hipotesis, las diagonales OB y AC son perpendiculares entre si. Segun 
el corolario 2 del teorema 5 del Articulo 10, este hecho se expresa, analitica- 
mente, por la relacion 

-£._£---i. 

a + b b — a 

de donde, 

c 2 = a 2 ~ b 2 , y a = y/ b 2 + c 2 . 

Pero a es la longitud del lado OA, y, por el teorema 2, Articulo 6, y/b 2 + c 2 
es la longitud del lado OC. Por tanto, por ser iguales dos lados adyacentes de 
OABC el paralelogramo es un romba, como se queria demostrar. 


EJEECICIOS. Grupo 4 

Los teoremas enunciados en los siguientes ejercicios deben demostrarse analt- 
ticamente . Para cada ejercicio dibujese una figura colocada, con respecto a los 
ejes coordenados, de manera que facilitc la demostracion. 

1. Las diagonales de un paralelogramo se dividen mutuamente en partes 
iguales. 

2. Enunciar y demostrar el teorema reciproco del anterior. 

3. Las diagonales de un rombo son perpendiculares y se cottan en su punto 
medio. 

4. El segmento de recta que une los puntos medios de dos lados cualesquiera 
de un triangulo es paralelo al tercer lado e igual a su mitad. 

5. El punto medio de la hipotenusa de un triangulo rectangulo equidista de 
los tres vertices. 

6. Los angulos opuestos a los lados iguales de un triangulo isosceles son 
iguales. 

7. Enunciar y demostrat el reciproco del teorema del ejercicio 6. 

8. Si las diagonales de un paralelogramo son iguales, la figura es un rec¬ 
tangulo. 

9. Las medianas correspondientes a los lados iguales de un triangulo isos¬ 
celes son iguales. 

10. Enunciar y demostrar el reciproco del teorema del ejercicio 9. 

11. Los dos segmentos que se obtienen uniendo dos vertices opuestos de un 
paralelogramo cou los puntos medios de dos lados opuestos son iguales y 
paralelos. 

12. El segmento que une los puntos medios de los lados no paralelos de 
un trapecio es paralelo a las bases e igual a su scmisuma. 

13. El segmento que une los puntos medios de las diagonales de un trapecio 
es igual a la mitad de la diferencia de las longitudes de los lados paralelos. 

14. La suma de los cuadrados de los lado.? de un paralelogramo cualquiera es 
igual a la suma de los cuadrados de sus diagonales. 

15. Los segmentos que unen los puntos medios de cada dos lados opuestos 
de un cuadrilatero cualquiera se bisecan entre si. 

16 Los segmentos que unen los puntos medios de cada dos lados contiguos 
de un rectangulo forman un rombo, 

17. Los segmentos que unen los puntos medios de cada par de lados conti¬ 
guos de un rombo forman un rectangulo. 
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18. Los angulos de la base dc un trapecio isosceles son iguales. 

19. Los puntos medios de dos lados opuestos de cualquier cuadrilatero y los 
puntos medios de las diagonales son los vertices de un paralelogramo. 

20. Enunciar y demostrar el reciproco del teorema de Pitagoras. 

21. El segmento que une los puntos medios de dos lados opuestos de cual¬ 
quier cuadrilatero y el que une los puntos medios de las diagonales del cuadrila¬ 
tero se bisecan entre si. 

22. El segmento de recta que une los puntos medios de los lados no parale- 
los de un trapecio biseca a ambas diagonales. 

23. La suma de los cuadrados de las distancias de cualquier punto de un 
piano a dos vertices opuestos de cualquier rectangulo es igual a la suma de los 
cuadrados de sus distancias a los otros dos vertices. 

24. Enunciar y demostrar el reciproco del teorema del ejercicio 23. 

25. Si O, A, B y C son los vertices sucesivos de un paralelogramo, y 
D y E los puntos medios de los lados AO y BC, respectivamente, los seg- 
mentos DB y OE trisecan a la diagonal AC. 

12. Resumen de formulas. A intervalos apropiados el estudiante 
debe construir tablas que comprendan un sumario de los resultados 
obtenidos. En tales tablas se apreciard a simple vista no solamente las 
relaciones importantes sino tambi^n algunas analogfas o propiedades 
comunes; tambi6n servirdn para reducir a un minimo los resultados 
que deben aprenderse de memoria. Como ejemplo, presentamos a con- 
tinuacidn un resumen, en forma de tabla, de los principales resultados 
obtenidos en este capitulo. El estudiante debe tener estos resulta¬ 
dos claramente definidos en su mente, y, en particular, debe notar 
el paralelismo entre la condicidn geomdtrica por una parte y su repre¬ 
sentation analitica por otra. 

CONDICION GEOMETRICA REPRESENT AC ION ANALITICA 


Longitud P 1 P 2 de un segmento de recta 
dirigido. Pi Pa. con punto inicial Pi y 
punto final Pa. 


Pi Pa coincidiendo con el eje X: 

P i(*i 0), Pa(*a. 0). Pi Pa paralelo 
al eje X; Pi (* 1 , y) , P a (* 2 . y) . y^O, 

Pi Pa coincidiendo con el eje Y; 

P i(0, y 1 ), Pa (0, y 2 ) . Pi Pa paralelo V P 1 P 2 * 1/2 — yi* 
al eje Y ; Pi (x, yi). P a ( x, ya) . x ?^0. 



Distancia d entre dos puntos dados /—--- 

P»(*». y.) T Pt(x 7 . !/*). + (yi-yi)*. 
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CONDICION GHOMETRICA 

REPRESENTACION 

AN ALITICA 

Coordenadas (x, y) del punto P que 
divide al segmento rectilineo dirigido P 1 P 21 
con puntos extremos dados P i(xj, y 1 ) y 
Pi(x 2 , ^ 2 ), en la razon dada r — PiP : PP 2 * 

_ x\ + rx2 

u - yi + ry 2 

1 + r 

J 

Coordenadas (x, y) del punto medio 
del segmento dirigido, P1P2 cuyos extre¬ 
mes dados son los puntos P 1 (xi, yi) y 
P a ( X2, ya) * 

„ ^ Xl + X 2 

2 

v - yi + ya 
y 2 * 


Pendiente m de la recta que pasa por los 
dos puntos dados diferentes Pi(xu yi) y 

P a(x 2 , ya)* 

m = yi ~ , jci 

*1 — X2 

7^ X2* 

Angulo $ formado por dos rectas con 

tr P - m 2 - mi 

mi m2 7 ^ — 1 * 

pendiente inicial m\ y pendiente final m 2 . 

0 1 1 r 

1 4 - rn\ m2 

Condicion necesacia y suficiente para el 
paralelismo de dos rectas dadas de pendien- 
tes mi y ma* 

mi = m2* 


Condicion necesaria y suficiente para la 
perpendicularidad de dos rectas dadas de 
pendientes mi y n? 2 * 

ml m 2 = — 1 . 
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13. Dos problemas fundamentales de la Geometria analitica. En 
este capltulo haremos un estudio preliminar de dos problemas funda¬ 
mentales de la Geometria analitica. 

I. Dada una ecuacidn interpretarla geomdtricamente , es decir, 
construir la grdfica correspoiidiente. 

II. Dada una figura geomdtrica, o la condicidn que deben cumplir 
Los puntos de la misma , determinar su ecuacidn. 

El lector observara que estos problemas son esencialmente inversos 
entre si. Estrictamente hablando, sin embargo, ambos problemas 
estan tan estrechamente relacionados que constituyen juntos el pro- 
blema fundamental de toda la Geometria analitica. Por ejemplo, 
veremos mas adelante que, despuds de obtener la ecuacidn para una 
condicidn geomdtrica dada, es posible, frecuentemente, determinar 
por un estudio de esta ecuacidn posteriores caracterlsticas geomdtricas 
y propiedades para la condicidn dada. Nuestro propdsito al considerar 
inicialmente separados los dos problemas no es de mucha necesidad 
sino , m&s bien, de conveniencia ; de esta manera tenemos que enfocar 
nuestra atencidn sobre un numero menor de ideas a la vez. 

14. Primer problema fundamental. Grafica de una ecuacidn. Su- 
pongamos que se nos da una ecuacion de dos variables, x y y , que 
podemos escribir , brevemente , en la forma 

/(*, y) = o. (l) 

En general, hay un mlmero infinito de pares de valores de x y y que 
satisfacen esta ecuacidn. Cada uno de tales pares de valores reales se 
toma como las coordenadas (x, y) de un punto en el piano. Este con- 
venio es la base de la siguiente definicidn : 



GRAF1CA DE UNA ECUACION Y LUG ARES GEOMETRICOS 3 3 


Definici6n 1. El conjunto de los puntos, y solamente de aque- 
llos puntos cuyas coordenadas satisfagan una ecuacidn (1) , se llama 
grdjica de la ecuacidn o , bien , su lugar geomitrico . 

Otro concepto important^ est& dado por la 

Definici6n 2. Cualquier punto cuyas coordenadas satisfacen la 
ecuacidn (1) pertenece a la grdjica de la ecuacidn . 

No debe insistirse mucho en aquello de que solamente aquellos pun- 
tos cuyas coordenadas satisfacen una ecuacidn pertenecen a su lugar 
geomdtrico. Lo important^ es que si las coordenadas de un punto 
satisfacen una ecuacidn, ese punto pertenece a la grAfica de esa ecuacidn 
y, reclprocamente, si un punto estd sobre la gr&fica de una ecuacidn , 
sus coordenadas satisfacen la ecuacidn. Esto es, evidentemente, el 
enunciado de una condicidn necesaria y suficiente (Art. 9). Como las 
coordenadas de los puntos de un lugar geomdtrico estan restringidas 
por su ecuacidn tales puntos estardn localizados, en general, en posi- 
ciones tales que, tomadas en conjunto, formen un trazo definido 
llamado curva , gr&fica , o lugar geomdtrico. 

Como ejemplo de las notas precedentes consideremos la ecuacion 

o = x 3 - 8 x* + 15 x. (2) 

Dando diversos valores a jc y calculando los valores correspondientes de y. 
obtenemos los pares de valores que figuran en la tabla. Cada par de valores 
correspondientes. tornado como las coordenadas de un punto, nos permite 
trazar varios puntos, tal como se muestra en la figura 20. 

En Algebra se estudia el trazado de graficas del tipo (2). El pro- 
cedimiento consiste en trazar un cierto numero de puntos y dibujar una 
llnea continua que pasa por todos ellos. tal como est£ indicado en la 
figura 20. Pero, al hacer esto, se supone que la gr&fica entre dos 
puntos sucesivos cualesquiera tiene la forma de la curva continua que 
se dibuja uniendo los puntos. Aunque esto es verdadero para la 
grafica particular que estamos considerando, no es verdadero para 
las graficas de todas las ecuaciones. Por tanto f bajo este supuesto, 
podemos introducir muchos errores en el trazado de la grafica entre dos 
de sus puntos. Para evitar errores de este tipo, debemos hacer una 
investigacidn preliminar de la ecuacidn para ciertas caracterlsticas 
antes de proceder al trazado de la curva. Esto se llama discutir la 
ecuacion y se describira en los artfculos que siguen inmediatamente 
al presente. 

El lector no debe creer que toda ecuacion del tipo (’) tiene, necesariamente* 
una grafica. For ejemplo, la ecuacion 

x 2 + y* + 4 « 0 (3) 

Lehmann. — 3 



34 


GEOMETRIA ANALITICA PLANA 


sc satisface para un numero infinito de pares dc valorcs de x y y, pero cn 
ningun caso son amb os valorcs numeros reales . Por csto no se pucdc trazar 
ningun punto cuyas coordenadas satisfagan csta ecuacidn, ya quc cstamos res- 
tringidos a puntos cuyas coordenadas scan ambas numeros reales. Dccimos 
entonces quc (3) no tiene grdfica en cl sistema coordcnado rectangular real 
quc cstamos empleando. 


Y 



Fig. 20 

Otro cjemplo cs la ecuacidn 

* 2 + </ 2 = 0 , ( 4 ) 

cn donde. x = 0, y * 0 es el unico par dc valorcs reales quc la satisfacen. 
En estc caso, cn nuestro sistema coordcnado rectangular real, la grafica de la 
ecuacion (4) cs un solo punto, el origen. 

15. Intercepciones con los ejes. El primer punto que estudiare- 
mos en relacidn con la discusidn de una ecuacion es el de las intercep¬ 
ciones de la curva con los ejes coordenados. 

Definiciones . Llamaremos intercepcidn de una curva con el eje 
X a la abscisa del punto de interseccidn de la curva con el eje. Ana- 
logamente, la intercepcion con el eje Y es la ordenada del punto de 
interseccidn de la curva con dicho eje. * 

El mdtodo para obtener la intercepciones es evidente a partir de la 
definicidn. Como la intercepcidn con el eje X es la abscisa de un 


* N. DEL T. Muchos autorcs Hainan intcrsccciones a las intercepciones 
sobrentendiendo que al dear punto de interseccion se quiere indicar abscisa u 
ordenada del punto. 
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punto que est4 sobre el eje de las X, la ordenada de ese punto es eero. 
For tan to , haciendo y = 0 en la ecuacidn de la curva , las soluciones 
reales de la ecuacidn resultante en x nos dar&n las intercepciones con 
el eje de las X . An&logamente, haciendo en la ecuacidn x ** 0, las 
soluciones reales de la ecuacidn resultante en y nos dar&n las intercep¬ 
ciones con el eje Y . 

Como ejemplo del metodo, consideremos la ecuacion (2) del Articulo 14: 

V = jc*-8x» + 15 jc. (1) 


Para y ** 0 f esta ecuacion se reduce a 


de donde, 
y las raices son 


jc 8 - 8 x* + 15 jc = 0, 
x(x - 3) (jc - 5) = 0, 
* - 0, 3, 5. 


Por tanto, las intercepciones de (I) con el eje X son 0, 3, 5. Para x *■ 0 
(1)* y “ 0. de manera que la intercepci6n con el eje Y es 0. Todas estas 
intercepciones estan indicadas en la figura 20 del Articulo 14. 


16. Simetria. El segundo punto que consideraremos, en relacidn 
con la discusidn de una ecuacidn , es la simetria de la curva que repre- 
senta , con respecto a los ejes coor- 
denados y con respecto al origen. 

Definici6n 1. Se dice que dos 
puntos son simetricos con respecto a 
una recta si la recta es perpendicu¬ 
lar al segmento que los une en su 

punto medio A 2 

La recta con respecto a la cual c o 

son simetricos los dos puntos se 
llama eje de simetria . Asi, en la 
figura 21 , los dos puntos A y B 
son simetricos con respecto al eje de 
simetria l si la recta l es perpen¬ 
dicular al segmento AB en su pun¬ 
to medio. Fig. 21 

Definici6n 2. Se dice que dos 

puntos son simetricos con respecto a un punto O si O es el punto medio 
del segmento que los une. 

El punto O se llama centro de simetria . Asi, en la figura 22, los 
dos puntos A y B son simetricos con respecto al centro de simetria O 
siempre que O sea el punto medio del segmento AB. . 


1 

L 
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Ahora vamos a extender las definiciones 1 y 2 hasta incluir la sime- 
tria de una curva plana completa con respecto a una linea o un punto, 

Definici6n 3. Se dice que una curva e3 simitrica con respecto a 
un eje de simetria cuando para coda punto de la curva hay un punto 
correspondiente, tambten de la curva, tal que estos dos puntos son 
sim6tricos con respecto al eje. 

Definici6n 4. Se dice que una curva es simUrica con respecto a 
un centro de simetria O cuando para coda punto de la curva hay un 



Fig. 22 Fig. 23 

punto correspondiente, tambi^n de la curva , tal que estos dos puntos 
son sim^tricos con respecto a 0 . 

Todas las definiciones anteriores son puramente geom£tricas. Ahora 
interpretaremos estas definiciones analiticamente, usando los ejes coor- 
denados como ejes de simetria y el origen como centro de simetria. 

g) Simetria con respecto al eje X. Sea P(x y y) un punto cual- 
quiera de una curva (fig. 23). Si esta curva es simetriea con respecto 
al eje X , de la definicidn 3 se deduce que debe haber otro punto 
P'(a, b) sobre la curva, tal que el segmento PP f queda bisecado 
perpendicularmente por el eje X. Sea M el punto medio de PP f ; 
sus coordenadas son, evidentemente, (x, 0). Entonces, por las 
formulas del punto medio dadas en el corolario del teorema 3 , Art. 7 , 
tenemos 

X 2 7 U 2 7 
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de donde a = x y & = — y. Por tanto, las coordenadas de P f son 
(x, — 2/). Pero, como P' est& sobre la curva, de la definicidn 1, 
Articulo 14, se deduce que sus coordenadas deben de satisfacer la 
ecuacidn de la curva. Es decir, una ecuacidn f (x 9 y) = 0 que se 
satisface para las coordenadas (x, y) de P se satisface tambidn para 
las coordenadas (x, — y) de P' siempre que la curva sea siradtrica 
respecto al eje X . Este resultado se enuncia como sigue : 


Y 



Teorema 1. Si la ecuacidn de una curva no se altera cuando la 
variable y es reemplazada por — y , la curva es simHrica con respecto 
al eje X. 

NOTA. El reciproco del teorema 1 tambien es verdadero. La demostracion 
se deja como ejercicio al estudiante. 

Un ejemplo sencillo del teorema 1 es la curva cuya ecuacidn es 
y 2 = x . Se deja como ejercicio al estudiante la construccidn de esta 
curva, que es una parabola. 

b) Simetria con respecto al eje Y. Usando la figura 24, podemos 
establecer un teorema an&logo al teorema 1 para la simetria de uaa 
curva con respecto al eje Y. La demostracidn se deja como ejercicio 
al estudiante. 

Teorema 2. Si la ecuacidn de una curva no se aUera cuando la 
variable x es reemplazada por — x, la curva es sintflrica con respecto al 
eie Y, y reciprocamente. 

Un ejemplo sencillo del teorema 2 es la curva cuya eeuacidn es 
y = 2 x 1 + 1. Se deja al estudiante el trazado de esta curva. 

c) Simetria con respecto al origcn. Sea P{x , y) un pun to cual- 
quiera de una curva (fig. 25) . Para que esta curva sea sim&rica con 
respecto al origen 0 , de la definicion 4 se deduce que debe haber otro 
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punto F(a , b ), sobre la curva, tal que 0 sea el punto medio del 
segmento PP f . Por las fdrmulas del punto medio tenemos 

0 . 2 L ±-2 0 = ^ 

de donde a =* — x y 6 = — y , de manera que las coordenadas de P' 
son (—x, — y). Como P' estd sobre la curva, sus coordenadas 
(—x, — y) deben satisfacer la ecuacidn de la curva. Por tan to , 
para que haya simetrfa con respecto al origen, la ecuacidn del lugar 


Y 



geomStrico no debe alterarse al reemplazar x por —xyy por — y. 
El reriproco de este enunciado tambteri es verdadero y puede demos- 
trarse. Estos resultados nos dan el 

Teorema 3 . Si la ecuacidn de una curva no se altera al reemplazar 
las variables x y y por - xy — y, respectivamente t la curva es sime - 
trica con respecto al origen; y redprocamente. 

Un ejemplo sencillo del teorema 3 es la curva y = x 3 . Se reco- 
mienda al estudiante la construccidn de esta curva. Se llama pardbola 
cubica 

NOTA. Si comparamos los teoremas 1, 2 y 3 veremos que, si una curva es 
simetrica con respecto a ambos ejes coordenados, es tambien simetrica con res¬ 
pecto aL origen. Pero el reciproco no es necesariamente verdadero. Por ejemplo, 
la curva cuya ecuacidn es xy ■ 1 es simetrica con respecto al origen, pero no es 
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simetrica con respecto a ninguno dc los ejes coordenados. Se recomienda estu- 
diante la coastruccion de la grafica de esta ecuacion que se llama hipecbola equi- 
latera. 


17. Extensidn de una curva. El tercer punto que consideraremos, 
en relacidn con la discusidn de una ecuacidn, es el estudio de la ezten- 
sidn de la curva. Con este t&rnino queremos expresar la deterarinacidn 
de los intervalos de variacidn para los cuales los valores de x y y son 
valores reales. Esta informacidn es titil por dos razones : 1) Da la 


Y 



Fig. 26 

localizacidn general de la curva en el piano coordenado. 2) Indica si 

la curva es cerrada o si es de extensidn indefinida. 

Los intervalos para los cuales los valores de x y y son reales se 
determinan, simplemente, resolviendo la ecuacidn dada para y , en 
t6rminos de x, y para x en tdrminos de y . 

EJemplo. Discutir la ecuacion y a — x 3 , estudiando las intercepciones si* 
metria y extension de la curva. Trazar la grafica correspondiente. 

Solucidn. a) Intercepciones. Para y » 0, x *«■ 0; para x — 0, y * 0. 
Por tanto, el unico punto de interseccion con los ejes coordenados es el 
origen. 

b ) Simetria. Si se sustituye y por — y. la ecuacidn no se altera Por tan¬ 
to, la curva es simetrica con respecto al eje X. Si sustituimos x por — x> la 
ecuacion se altera; por tanto, la curva no es simetrica con respecto al eje Y. Si 
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se sustituyen xyy por — x y — y, respecti vamente. la ecuacion tambien cam* 
bia; luego, la curva no cs simetrica con respecto al origen. 

c ) Extension. Despejando y cn funcion de x. obtenemos 

y - ± • ( 1 ) 

Vemos inmediatamente quc y es compleja si jc es negativa; por tanto, todos 
los valores negativos de x quedan excluidos. Esto significa que ninguna por* 
cion dc la curva esta a la izquierda del eje Y. En cambio, pueden tomarse todos 
los valores positivos de x. 

Despejando x en funcion de y. obtenemos 



E videntemente, y puede tomar todos los valores positivos y negativos. Esto, 
agregado al becho de que todos los valores positivos de x son admisibles, indica 
que la curva se extiende indefinidamente hacia la derecha del eje Y y hacia ambos 
lados, arriba y abajo, del eje X. Por tanto, la curva no es cerrada. 

Finalmente, por medio de (1), calculamos unos cuantos pares de valores 
para xyy como los que aparecen en la tabla. La curva es la trazada en la 
figura 26. Es una parabola semicubica. 


EJERCICIOS. Grupo 5 

En cada uno de los ejercicios 1-25 discutase la ecuacion estudiando las inter* 
cepciones, simetria y extension. Despues tracese la grifica correspondiente. 


1. 

5x + 4y — 20 = 0. 

14. x* — 9 x 2 — y *= 0. 


2. 

3 x - 2 y - 0. 

15. x-y 4 +9y«=0. 


3. 

3 x a + 3 y 3 — 10 = 0. 

16. x* - y* - 0 


4. 

3 x 2 + 4 y 2 - 12 = 0. 

17. x* + y»-4y-0. 


6. 

4 x 2 + 3 y a — 12 = 0. 

18. x*-6x+y* - 0. 


6. 

4 x 2 — 9 y 2 — 36 = 0. 

19. x 2 + y 2 — 2 x — 2y = 14 


7. 

9 x 2 - 4 y 2 - 36 = 0. 

20. x* - 4 x - 4 y + it) - 0. 


8. 

16 x 2 - y = 0. 

21. x* + 4x + 3 y + 1 - 0. 


9. 

16 y 2 — x — 0. 

22. y» - 2 x - 8 y + 12 - 0. 


10. 

*» - y a - 9 = 0. 

23. x 2 + 4 y 2 — 2 x — 16 y+13 

-0. 

11. 

y = x 3 + x 2 — 9 x — 9. 

24. 4 x* — y* — 2 y “ 2. 


12. 

8x 8 - y = 0. 

25. y 2 — 9x 2 — 18x — 8y—2 

= 0. 

13. 

x 8 — x — y — 0. 



26. 

Enunciar y demostrar el reciproco del teorema 1, Articulo 16. 


27. 

Demostrar el teorema 2, Articulo 16. 


28. 

Enunciar y demostrar el reciproco del teorema 3, Articulo 16. 


29. 

Demostrar el siguiente teorema: 

Si la ecuacidn de una curva no se altera 


cuando se intercambian las variables x y y, la curva es simetrica con respecto a 
la recta que pasa por el origen y es bisectriz de los cuadrantes I y III. 

30. Demostrar el siguiente teorema: Si la ecuacion de una curva no se altera 
al sustituir la variable x por — y y la variable y por — jc, la curva es siml- 
trica con respecto a la recta que pasa por el origen y es bisectriz de los cuadran¬ 
tes II y IV. 
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->X 


18. Asintotas. El cuarto punto que consideraremos, en relacidn 
con la discusidn de una ecuacion , es la determinacidn de las asintotas 
que la curva pueda tener. 

Definici6n. Si para una curva dada, existe una recta tal que, 
a medida que un punto de la curva se aleja indefinidamente del origen , 
la distancia de ese punto a la recta decrece continuamente y tiende a 
cero, dicha recta se llama asintota de la curva. 

Esta definicidn implica dos cosas : 1) una curva que tiene una 
asintota no es cerrada o de extension Anita , sino que se extiende inde¬ 
finidamente ; 2) una curva se aproxima a la asintota m&s y mas a 
medida que se extiende mas y mas 
en el piano coordenado. 

Siendo la asintota una llnea 
recta, puede tener una cualquiera 
de tres posiciones particulares, Si 
es paralela o coincide con el eje X, 
se llama asintota horizontal; si es 
paralela o coincide con el eje 7, 

asintota vertical; y si no es paralela _ 

a ninguno de los ejes coordenados, 
asintota oblicua. Aqui considera¬ 
remos solamente la determiriacidn 
de asintotas verticales y horizon- 
tales. Posteriormente veremos la 
determinacidn de asintotas oblicuas 
para una curva particular conocida 
con el nombre de hip^rbola. 

El estudiante debe tener pre¬ 
sente que una curva no tiene nece- 
sariamente una o m&s asintotas. Hay muchas curvas que no tienen 
asintotas. Sin embargo, si una curva tiene asintotas, su determina- 
ci6n serd, como veremos, una gran ayuda para construir su grafica. 

En el capltulo siguiente haremos un estudio detallado de la ecua¬ 
cion general de la recta. Pero ahora tenemos necesidad de saber 
hallar ecuaciones de asintotas verticales y horizontales. Para ello 
sea l (fig. 27) una recta cualquiera paralela al eje 7 y que dista 
k unidades del eje. Todo punto de l f cualquiera que sea el valor de su 
ordenada, tiene una abscisa igual a k, Las coordenadas de todos los 
puntos de l satisfacen, por tanto, la ecuacidn x — k . Reciproca- 
mente, cualquier punto cuyas coordenadas satisfacen esta ecuacidn es 
un punto cuya abscisa es k y situado, por tanto, a una distancia 
de k unidades del eje Y, y, en consecuencia, estA sobre la recta L 


Fig. 27 
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De aqul que la ecuacitin de l es x = k . Por un razonamiento andlogo 
hallamos que y — k es la ecuacidn de una recta paralela al eje X, 
a k unidades del eje. 

Vimos (Art. 17) que se puede determinar la extensidn de una 
curva despejando y en funcidn de x y x en funcidn de y . Para ob~ 
tener las asintotas verticales y horizontales, usaremos estas mismas 
ecuaciones en las que aparecen despejadas las variables. 

Ejemplo. Determinar las asintotas verticales y horizontales de la curva cuya 
ecuacion es 

- y - l - 0. (1) 

Solucion. Despejando y en funcion de x, resulta 

V = (2) 

* — 1 

Segun la ecuacion (2) y no esta definida para x = L Sin embargo, si se le 

asigna a x un valor que sea ligera- 
mente mayor que 1, vemos que y 
toma un valor positivo muy grande; 
y si se le da a x un valor ligera- 
mente menor que 1, resulta que y 
toma un valor negativo numerica- 
mente muy grande, En cualquiera 
de estos dos casos, obtenemos un 
punto de la curva para el cual la 
abscisa tiene un valor muy aproxi- 
mado a 1 y la ordenada es. numeri- 
camente, muy grande, A medida que 
x se aproxima al valor 1, el valor 
absoluto de y se hace mayor que cual- 
quier numeio por grande que se le 
suponga. Bajo estas condiciones la 
curva se extiende indefinidamente 
lejos y se aproxima a una recta cuyos 
puntos tienen todos la propiedad 
comun de que su abscisa es igual a 1. 

Eig. 28 L a ecuaci6n de dicha recta es, eviden- 

temente, x — I, y, de acuerdo con 
nuestra definicion de asintota, es la ecuacion de una asintota vertical. Este 
resultado se obtiene simplemente igualando a cero el denominador x — 1 de la 
ecuacion (2) . 

Despejando de (1) el valor de x en funcion de y se obtiene 

X=H±±. (3) 

y 

Aplicando precisamente el mismo argumento a (3) , obtenemos y *= 0, o sea, 
el eje X. como asintota horizontal. La grafica de (1) se muestra en la figu- 
ra 28. Se llama una hipecbola . 
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NOTAS. 1. Una curva puede tcncr mas de una asintota vertical u horizon¬ 
tal. Asi, la curva cuya ecuacion es 

1 

y (x - 1) (x -2) 

tiene dos asintotas verticals, x * 1 y x * 2. 

2. La discusion anterior sugiere un metodo general para obtener las ecuacio- 
nes de las asintotas verticales y horizontales. Para obtener las ecuaciones de las 
asintotas verticales, resuelvase la ecuacion dada para y en funcion de jc e igua- 
lese a cero cada uno de los factores lineales del denominador; estas son las ecua¬ 
ciones buscadas. Anilogamente, para obtener las ecuaciones de las asintotas 
horizontales, resuelvase la ecuacion dada para x en funcion de y e igualese 
a cero cada uno de los factores lineales del denominador. 

3. Para muchas ecuaciones en las variables x y y, veremos que, frecuen- 
temente, es ventajoso investigar el comportamiento de una de las variables 
cuando a la otra se le dan valores cada vez mas grandes en valor absoluto. 
Esto es particularmente util para la determination de las asintotas. Asi, para 
la ecuacion (2) de nuestro ejemplo, 



si damos valores a x cada vez mas grandes, en valor absoluto, el valor de y se 
aproxima a cero. Es decir, a medida que el punto sobre la curva se aleja indefi- 
nidamente del origen, ya sea hacia la derecha o hacia la izquierda, la curva se 
aproxima a la recta y — 0 que, por lo tanto e6 una asintota horizontal. 

Analogamente, si escribimos la ecuacion (3) en la forma 



vemos que, a medida que y toma valores cada vez mayores en valor absoluto, 
x se aproxima a 1. Por tanto, x — 1 es una asintota v«rtlcal. 

4. El estudiante debe observar la ventaja de usar las asintotas de una curva, 
cuando existen, en el trazado de la curva. Las asintotas actuan como tineas 
gala de la grafica. 

19. Construcci6n de curvas. La discusibn de una ecuacion y su 
representation grafica constituyen, en conjunto, un problema de tan 
gran importancia en todas las ramas de la Matematica y sus aplicacio- 
nes, que se le ha dado el nombre especial de construccidn de curvas. 
Dedicaremos el presente artlculo a hacer un resumen de los resultados 
obtenidos en los articulos inmediatamente precedentes. Desde nuestro 
punto de vista, el trazado de una curva constard de los seis pasos 
siguientes: 

1. Determinacidn de las intercepciones con los ejes coordenados. 

2. Determination de la simetrla de la curva con respecto a los 
ejes coordenados y al origen. 

3 . Determination de la extension de la curva. 
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4. Determinacidn de las ecuaciones de las aslntotas verticales u 
horizontales que la curva puede tener. 

5. Cdlculo de las coordenadas de un niimero suficiente de puntos 
para obtener una grdfica adecuada. 

6. Trazado de la curva. 

Ejemplo 1. Construir la curva cuya ecuacion e$ 

x 9 + xy 2 3 — y 2 = 0. (1) 

Soluci6n. 1. Inteccepciones . Para y — 0, x — 0; para x =* 0, y — 0. 
Por tanto, el unico punto de interseccion con tos ejes coordenados es el origen. 



2, Simetria . La ecuacion dada soUmente no se altera en el caso en que y es 
reemplazada por — y. Por tanto, la unica simetria de la curva es con respecto 
al eje X. 

3. Extension. Despejando y en funcion de x, resulta 



( 2 ) 


De (2) vemos que y es compleja cuando x es negativa. Por tanto, todos los 
valores negativos de x quedan excluidos; segun esto no hay curva a la izquierda 
del eje Y, Ademas, y no esta definida para x * 1 y es compleja para todos los 
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valores de x mayores que 1, Por tanto, los valores dc x para los cuales y esta 
definida y es real, estan dados por el intervalo de variation 

0<*<1. (3) 

El despejar x en funcion de y no se puede efectuar facilmente ya que es una 
ecuacion cubica en x. Sin embargo, en (2) vemos que y puede tomar todos los 
valores reales asignando a x valores comprendidos dentro del intervalo de varia¬ 
tion dado por (3). La grafica es, por tonsiguiente. una turva abierta que se 
extiende indefinidamente hatia arriba y abajo del eje X . 

4. Asintotas. De la ecuacion (2) vemos, inmediatamente, que x •= 1 es 
una asintota vertital, Como de (1) no podemos despejar facilmente x en funcion 
de y, no podemos investigar la posible existentia de una o mas asintotas hori- 
zontales tan rapidamente como determinamos la asintota vertical. Sin embargo, 
de atuerdo con la nota 3, Articulo 18, se pueden investigar las asintotas hori- 
zontales dando a x valores cada vez mayores en valor absoluto. Pero este proce- 
dimiento queda aqui excluido por el intervalo de variacion permisible para los 
valores de x dado por (3) . Por tanto, no hay asintotas horizontales. 

5. Calculo de coordenadas. Las coordenadas de los puntos pueden obte- 
nerse a partir de (2) asignando a x valores comprendidos en el intervalo dado 
por (3) . Tales pares de valores estan dados en la tabla. 

6. Construccion de la curva. La grafica esta trazada en la figura 29; se 
llama cisoide . 

EJemplo 2. Construir la curva cuya ecuacion es 

x z y - x 2 - y = 0. (4) 

Solucion. 1. Inteccepciones. El unico punto de intersection con los ejes 
es el origen. 

2. Simetria . La curva solamente es simetrica con respecto al eje Y. 

3. Extension. Despejando de (4) el valor de y en funcion de x se obtiene 



En (5) , y no esta definida para x =*= 1. Para x > 1 y x < — 1. yes positiva; 
para valores de x comprendidos en el intervalo — 1 < x < 1, y es negativa o 
cero. A medida que x se aproxima a + 1 6 — 1, y aumenta numericamente 
sin limite. 

Despejando de (4) el valoc de x en funcion de y obtenemos 



En (6) , x no esta definida para y — 1. Tambien x es compleja para los valo¬ 
res de y comprendidos en el intervalo 0 < y < 1. Por tanto, deben excluirse 
tales valores de y. A medida que y se aproxima a 1 decreciendo, x aumenta 
numericamente sin limite. 

Las conclusions que hemos deducido de las ecuaciones (5) y (6) , respecto a 
los intervalos en los cuales los valores de las variables x y y son reales, nos dan 
una buena idea de la localization de la curva en el piano ccordenado. Hay tres 
regiones definidas en las cuales la curva existe; arriba de la recta y = 1 y a la 
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derecha de la recta x — i : arriba de la recta y — 1 y a la izquierda de la recta 
a: = — J ; y abajo del eje X y entre las rectas x = 1 y x = — 1. Se trata, eviden- 
temente, de una curva abierta. 

4. Asintotas. De (5) vemos que hay dos asintotas verticales: x * 1 y 
x =— 1. De (6) vemos que hay una asintota horizontal: y — 1. Tambien po- 
demos obtener estas asintotas tal y como se sugiere en la nota 3 del Articulo 18. 

5. Calculo de las coordenadas de algunos puntos . Las coordenadas de unoa 
cuantos puntos pueden obtenerse a partir de (5), dentro de los intervalos de 


Y 



2 


Y' 

Fig. 30 

variacion obtenidos en el paso 3. Alguno de tales pares de valores estan dados en 
la tabla. 

6. Construction de la curva . La grafica esta trazada en la figura 30. El 
estudiante debe hacer siempre un estudio particular para comprobar que la gra¬ 
fica y la discusion de una ecuacion esten en completo acuerdo. 

EJERCICIOS. Grupo 6 

En cada uno de los siguientes ejercicios, construir la curva correspondiente a 


a ecuacion dada. 

1. xy — 2 y — 3 = 0. 

10. 

x 2 —2 xy -f y ? — 6x —6 y + 3 - 

2. 

xy — 2 x — 1 — 0. 

11. 

x 3 + y 8 - 4 y + 4 = 0. 

3. 

X* -j- y 4 = 16. 

12. 

y 3 — x 2 + 3y 2 +2x + 3y = 0. 

4. 

x 3 + -v — y = 0. 

13. 

x 3 — 3x 2 — y 8 -J-3x — 2y — 2 — { 

5. 

xy — 3 y — x — 0. 

14. 

x* y — 4 y - x = 0. 

6. 

xy — 3 x — y * 0. 

15. 

o 

1 

1 

X 

O' 

1 

X 

7. 

xy — 2 x — 2 y + 2 = 0. 

16. 

x 2 y — xy — 2 y — 1 * 0. 

8. 

* 

1 

4^ 

X 

u 

1 

II 

O 

17, 

xy 2 + xy - 2x - 2 - 0. 

9. 

x 2 +2 xy-fy 2 +2x— 2 y — 1 =0. 

18. 

x 2 — xy + 5 y = 0. 
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19. x 2 y — x 2 — 4 xy + 4 y ~ 0. 23. x 2 y 2 — 4 jc 2 — 4 y 2 = 0. 

20. xy 3 -J- 2 x*c/ — i/ 2 + jc 0. 24. x 3 — xy 3 + 2 y 2 = 0. 

21. x 2 y — x 2 + xy + 3x — 2. 25. y 3 4* x 8 t/ — x 2 — 0. 

22. xy 2 - y 2 - Jfi/ + y * 0. 

20. Ecuaciones factorizables. El trazado de curvas se puede sim- 
plificar considerablemente para ciertos tipos de ecuaciones a las que 
llamaremos ecuaciones factorizables; es decir, aquellas que pueden es- 
cribirse en forma del producto de dos o m&s factores variables igualado 
a cero. Por ejemplo , es evidente que la ecuacidn 

x 2 — I/ 2 = 0 (1) 

puede escribirse en la forma equivalente 

(x — y) (x + y) « 0 . ( 2 ) 

La ecuaci6n (2) solamente se satisface para valores de x y y que 
anulen a uno, por lo meno 9 , de los factores de su primer miembro 
(Ap6ndice IB , 2). Es decir, la ecuacidn (2) se satisface para valores 
que satisfagan a una cualquiera de las ecuaciones siguientes : 


o 

II 

>5 

1 

H 

(3) 

x + y = 0. 

(4) 


Las coordenadas de cualquier punto que satisfagan ya sea a (3) o (4) 
satisfaran tambi&i (2) y, por tanto , a (1). Por lo tanto , de acuerdo 
con la definicidn 1 del Articulo 14 , la gr&fica de la ecuacion (1) cons- 
tara de dos curvas que son las gr&ficas de las ecuaciones (3) y (4). Se 
recomienda al estudiante que trace las graficas de (3) y (4) y com- 
pruebe que se trata de dos rectas que pasan por el origen y tienen de 
pendientes 1 y — 1, respectivamente. 

En general, si la ecuacidn 

f(x, y) - 0 (5) 

es factorizable, es decir, si /(x, y ) puede escribirse como el producto 
de dos o mas factores variables, la grafica de (5) constara de las gra¬ 
ficas de las ecuaciones obtenidas al igualar a cero cada uno de estos 
factores. 

21. Intersecciones de curvas. Consideremos dos ecuaciones indc- 
pendientes 


O 

n 

;=* 

(1) 

II 

o 

(2) 
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Si sus graficas se cortan en uno o m&s puntos, cada uno de estos 
puntos se llama punto de interseccidn. Como un pun to de interseccion 
de dos curvas (1) y (2) esta sobre cada una de dichas curvas, sus 
coordenadas deben satisfacer, simult&neamente, ambas ecuaciones 
(1) y (2), de acuerdo con las definiciones del Artlculo 14. La inter- 
pretacidn analitica de un punto de interseccidn es obvia ; en el caso 
que estamos estudiando, es un punto cuyas coordenadas representan 
una solution comun de las ecuaciones (1) y (2). 


Y 



Como las coordenadas de un punto deben ser ambas numeros 
reales, una solucidn comun (z, y) de (l) y (2) no puede representar 
un punto de interseccion en nuestro sistema coordenado real a menos 
que am bos valores de z y y sean reales. Ademas, si las ecuaciones 
(1) y (2) son incompatibles, esdecir, no tiene solucion comun, sus 
graficas no se cortan. 

Ejemplo. Hallar analitica y graficamente, los puntos de interseccion de las 
dos curvas (la primera es realmente una recta) cuyas ecuaciones son 

2* + y-4 = 0, (3) 

y 2 - 4 x = 0. (4) 

Solucion. De (3), y = 4 — 2 x; sustituyendo en (4) se obtiene la ecua- 
cion cuadratica 

x 2 - 5 x +4 = 0, 


cuyas raices son x = L 4. 
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Sustituyendo en (3) se obtiene que los valores correspondientes de y son 
2, — 4. Por tanto, los puntos de intersection son (1, 2) y (4, -4). 

Graficamente, los puntos de intersection se obtienen trazando la recu (3) y 
la curva (4) . La grafica correspondiente aparece en la figura 31 


EJERCICIOS. Grupo 7 


En cada uno de los ejercicios 1-10, factorizar la ecuaci6n correspondiente y 
trazar la grafica. 

1. x 2 — 4 y 2 = 0. 3. x 3 — x 2 y — 2 xy 2 = 0. 

2. 9 x 2 — 2 y 2 = 0. 4. x 2 + 2 xy + y 2 = 1. 

5. 6 x 2 + xy — 2 y 2 + 7 x + 7 y — 3 = 0. 

6. x 3 + y 3 + x 2 y + xy 2 — 4 x — 4 y — 0. 

7. x 3 — x 3 y - xy + y 2 = 0. 8. x 2 y 2 — 4 x 8 + 4 xy a — y 4 = 0. 

9. x 2 y + x a — xy 2 + xy + 2 x = 0. 

10. x® + x 2 + 2 xy* + 2 y a - 4 * - 4 - 0. 


En cada uno de los ejercicios 11-20 hallar, analitica y graficamente, los 
puntos de interseccidn, cuando los haya, para Us curvas dadas. 


11. 

2 x - y 

- 1 

= 0; 


3 x + y 

- 9 

* 

0. 




12. 

x + 4 y 

+ 7 

= 0: 

t 

2 x — 3 

y - 

8 

- 0. 




13. 

x + y - 

* 5 = 

0; 

3 

x + 3 y 

+ 7 

= 

0. 




14. 

y 2 — x • 

= 0; 

2 x 


- y — 6 =» 0. 


17. 

x 2 + 

</* - 

8; 

15. 

x 2 — y * 

= 0; 

y 2 

- 

* = 0. 



18. 

X 3 + 

y 2 - 

1; 

16. 

x 2 + y 2 

= 4; 

; x 

+ 

V = 2. 



19. 

X 2 + 

y 2 - 

13 

20. 

x 2 + y 2 

- 4 

x — 

6 

+ 

OO 

II 

0; 

3 

x — 

OO 

1 

- 0. 




4. 


22. Segundo problema fundamental, Consideremos ahora el se- 
gundo problema fundamental de la Geometria analitica, ya enunciado 
en el Articulo 13 : Dada una figura geom^trica, o la condicidn que 
deben cumplir los puntos de la misma, determinar su ecuacidn. 

Una figura geom^trica, tal como una curva , se da , generalmente, 
por su definition . Por definicidn de un objeto entendemos una descrip- 
cidn de ese objeto, de tal naturaleza que sea posible identificarlo 
de una manera definida entre todos los demas objetos de su clase. 
Debemos observar cuidadcsamente lo que implica este enunciado : 
expresa una condicidn necesaria y suficiente para la existencia del obje- 
to definido (Art. 9). Asi, consideremos que estamos definiendo una 
curva plana del tipo C por medio de una propiedad P que unica- 
mente posee C. Entonces, entre todas las curvas planas, una curva 
es del tipo C si y solamente si posee la propiedad P. 

Como un ejemplo cspecifico, consideremos una curva plana muy rnnocida, 
la circunferencia . Definimos una circunferencia como una curva plana que posee 
la propiedad unica P de que todos sus puntos estan a igual distancia de un panto 


Uhmtor, — 4. 
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fijo cn su piano. Esto significa que toda circunfercncia tienc la propiedad P, 
y rcciprocamcntc, toda curva plana que tenga la propiedad P es una circunfe- 
rencia. 

Para una curva, dar la condicidn que deben cumplir sus puntos es 
dar una ley a la cual deben obedecer los puntos de la curva. Esto 
significa que todo punto de la curva debe satisfacer la ley particular de 
la curva. De acuerdo con esto se define frecuentemente una curvf 
como el lugar geometrico descrito por un punto que se mueve siguiendo 
una ley especificada. A si, una circunferencia puede definirse como 
el lugar geomdtrico de un punto que se mueve en un piano de tal 
manera que su distancia a un punto fijo de ese piano es cons- 
tante. 

Un lugar geomdtrico no debe satisfacer necesariamente una sola 
condicidn; puede satisfacer dos o mds condiciones. Asi podemos 
tener una curva que sea el lugar geomdtrico de un punto que se 
mueve de tal manera que: 1) pasa por un punto dado, y 2) se 
conserva siempre a una distancia constante de una recta dada. 
Podemos entonces hacer el resumen de las notas precedentes en la 
siguiente 

Definici6n. Una curva es el lugar geometrico de todos aquellos 
puntos , y solamente de aquellos puntos , que satisfacen una o mas 
condiciones geomdtricas dadas. 

El estudiante debe observar que esta definition implica que la 
condicidn o condiciones dadas sean necesarias y suficientes para 
la existencia de la curva. Esta definicidn debe tambidn compararse 
con la definicidn 1 del Articulo 14. 

En este articulo hemos estudiado el problema desde un punto 
de vista puramente geomdtrico. En el siguiente, consideraremos la 
interpretacidn analitica. 

23. Ecuacidn de un lugar geometrico. Estudiaremos ahora el 
problema de la determinacion de la ecuacion de un lugar geomdtrico 
en el caso de que la interpretacidn analitica de la condicidn o condi¬ 
ciones geomdtricas definen el lugar geomdtrico. El mdtodo esta indi- 
cado claramente por dos definiciones previas, la definicidn 1 del 
Articulo 14 y la dltima definicidn del Articulo 22. Combinando estas 
dos definiciones tenemos una nueva 

DEFiNicidN. Se llama ecuacidn de un lugar geometrico piano a una 
ecuacion de la forma 

f(x, y) = 0, (1) 

cuyas soluciones reales para valores correspondientes de x y y son 
todas las coordenadas de aquellos puntos, y solamente de aquellos 
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puntos, que satisfacen la condicion o condiciones geom^tricas dadas 
que definen el lugar geometrico . 

Ndtese que esta definicidn expresa una condicidn necesaria y sufi- 
ciente para que (1) sea la ecuacidn de un lugar geometrico. De 
acuerdo con esto, el procedimiento para obtener la ecuacidn de un 
lugar geometrico es esencialmente como sigue : 

1. Se supone que el punto P, de coordenadas (x, y) es un 
punto cualquiera que satisface la condition o condiciones dadas, y, 
por tanto , un punto del lugar geometrico. 

2. Se expresa, analfticamente, la condition o condiciones geo- 
metricas dadas, por medio de una ecuacidn o ecuaciones en las coorde¬ 
nadas variables x y y. 

3 . Se simplifica , si hace falta, la ecuacidn obtenida en el paso 2 
de tal manera que tome la forma (1). 

4. Se comprueba el reciproco: sean (xi, yi) las coordenadas de 
cualquier punto que satisfacen (1) de tal manera que la ecuacidn 

/(*ii yi) - o (2) 

esverdadera . Si de (2) se puede deducir la expresidn analitica de la 
condition o condiciones geomStricas dadas, cuando se aplica al punto 
(xi, yi), entonces (1) es la ecuacidn del lugar geometrico que se 
buscaba. 

En la practica se omite, generalmente, el paso 4, ya que la 
repetition del trabajo del paso 3 al paso 2 es, generalmente, inme- 
diata. Ndtese en el paso 1 que, al tomar P como un punto cual¬ 
quiera del lugar geometrico, estamos considerando todos los puntos de 
ese lugar geometrico. 

Ahora aplicaremos este procedimiento a dos ejemplos. Se reco- 
mienda al lector que estudie cuidadosamente estos ejemplos, porque 
una gran parte de nuestro futuro trabajo en Geometria analitica ser& 
la determination de las ecuaciones de lugares geometricos. 

Ejemplo 1. Hallar la ecuacion del lugar geometrico de un punto que se 
mueve de tal manera que siempre equidista de dos puntos dados A 1* 2) y 
B( 4 . - 1). 

Solucidn. i. Sea P(x, y ) un punto cualquiera del lugar geometrico. 
Entonces P debe satisfacer la condicidn geometrica de que los segmentos 
PA Y PB sean iguales en longitud, o sea, que 

|= |pb| 

2. Por el teorema 2 del Articulo 6, tenemos 

I PA | = V(x + l) a + (y - W 2 , 

|PB| - V(x -4)» + (y + 1)». 


(3) 
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Por tanto, la condici6n geometrica dada (3) esta expresada analiticaxnente por 
la ecuacion 

V(jc + 1)* + (v — 2)* = Vu -4)*+ (V+ 1)». (4) 

3. Si elevamoaal cuadrado ambos miembros de (4) , desarrollamos, traspo- 
nemos y simplificamof, la ecuacidn se reduce a 

5 * - 3 y - b « 0. (5) 

4. Sean (jcj, yi) las coordenadas de un punto cualquiera Pi que satisfacen 
(5) de tal manera que la ecuacidn 

5 x\ — 3 yi — 6 = 0 (6) 


Y 



Fig. 32 

es verdadera. Invirtiendo los pasos dados para reducir (4) a (5) , podemos 
demostrar que de la ecuacion (6) se deduce la ecuacion 

V(jci-hl) 2 +(yi — 2) 2 = V (jci — 4) 2 + (yi -h 1) 2 , 

que es la expresion analitica de la condicion geometrica (3) aplicada al 
punto Pi. 

Luego (5) es la ecuacion buscada. El lugar geometrico, que aparece en la 
figura 32, es la perpendicular al segmento AB en su punto medio, es decir, 
la mediatriz del segmento AB. 

Ejemplo 2. Un punto se mueve de tal manera que su distancia del eje Y es 
siempre igual a su distancia del punto A (4, 0) . Hallar la ecuacion de su lugar 
geometrico. 

Solucl6n. 1. Sea P (x, y) un punto cualquiera del lugar geometrico. 
Sea B el pie de la perpendicular bajada de P al eje Y (fig. 33) . Segun el pro- 
blema, P debe satisfacerla condicion geometrica 

|pb| = \pa\. 


(7) 
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2. Por definici6n de abscisa (Art. 4) , 

|pb| = M, 

7 por el teorema 2 del Articulo 6. 

| PA | = V(* - 4)* + 

Por tanto, la condici6n geometrica (7) est5 expresada, analiticamente, por la 
ecuacion 

1*1- V(*-4)* + „i. (8) 

Y 



3. Elevando al cuadrado ambos miembros de (8) , desarrollando, y traspo- 
niendo, obtenemos 

y* - 8* + 16 - 0. (9) 

4. Si (xi, y i) son las coordenadas de cualquier punto Pi qu< satisfa- 
cen (9) , entonces 

y\ % — 8 jci + 16 » 0. (10) 

Si aplicamos a (10). en orden inverso, las mismas operaciones empleadas para 
reducir (8) a (9) , obtenemos 

I XI I = V (xi - 4)* + yf , 

que es la expresion analitica de la condicion geometrica (7J aplicada al 
punto Pi, 

Por tanto, (9) es la ecuacidn buscada. El lugar geometrico, una parabola, 
esta trazado en la figura 33. 
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EJEECICIOS. Grupo 8 

En cada ano de los ejercicios siguientes se recomienda al lector que, despues 
de obtener la ecuacion del lugar geometrico, construya la curva de acuerdo con 
lo dicho en el Articulo 19. 

1. Hallar la ecuacion del lugar geometrico de un punto que se mueve de tal 
manera que: a) se conserva siempre a 2 unidades a la izquierda del eje Y; 
b) esta siempre 4 unidades arriba del eje X ; c) esta siempre a igual distancia 
de los ejes X y Y. 

2. Hallar la ecuacion del lugar geometrico de un punto que se mueve de tal 
manera que: a) su abscisa es siempre igual al doble de su ordenada; b) su 
ordenada es siempre igual a su abscisa incrementada en 2; c) su abscisa es 
siempre igual a la reciproca de su ordenada. 

3. Un punto se mueve de tal manera que su distancia al eje Y disminuida en 
3 es siempre igual al doble de su distancia al eje X. Hallar la ecuacion de su 
lugar geometrico y dar su interpretacion geometrica. 

4. Un punto se mueve de tal manera que su distancia al origen es siempre 
igual a 2. Hallar la ecuacion de su lugar geometrico y dar su intepretacion geo¬ 
metrica. 

6. Un punto se mueve de tal manera que su distancia al punto A (2, 3) cs 
siempre igual a 5. Hallar la ecuacion de su lugar geometrico y dar su interpreta¬ 
cion geometrica. 

6. Hallar la ecuacion del lugar geometrico de un punto que se mueve de tal 
manera que se conserva siempre equidistante de los dos puntos A(l, —2) y 
B (5, 4). Identificar el lugar geometrico, y construirlo graficamente. 

7. Una recta contiene los dos puntos A( — 1, 5) y B(l, 3). Expresar, 
analiticamente, el hecho de que un punto cualquiera P ( x , y) esta sobre la recta. 
Deducir la ecuacion de la recta. 

8. Hallar la ecuacidn del lugar geometrico de un punto que se mueve de tal 
manera que el cuadrado de su distancia al punto (4, 1) es siempre igual a su dis¬ 
tancia del eje Y. 

9. Una recta /, que pasa por el punto A( — 5, 1), es perpendicular a otra 
cuya pendiente es Y z , Expresar, analiticamente, el hecho de que un punto cual¬ 
quiera P(x, y) esta sobre la recta /, y deducir, de aqui, su ecuacion. 

10. Una circunferencia de radio 3 tiene su centro en el punto C (— 3, — 2) . 
A partir de la definicion, hallar la ecuacion de esta circunferencia. 

11. Un punto se mueve de tal manera que su distancia al eje X es siempre 
igual a su distancia del punto A (0, 4) . Hatlar la ecuacion de su lugar geometrico. 

12. Hallar la ecuacion del lugar geometrico de un punto que se mueve de tal 
manera que la suma de los cuadrados de sus distancias a los dos puntos A (3, 5) 
y B (— 4, 2) es siempre igual a 30. 

13. Hallar la ecuacion del lugar geometrico de un punto que se mueve de tal 
manera que la diferencia de los cuadrados de sus distancias a los dos puntos 
A (2, — 2) y B (4, 1) es siempre igual a 12. (Doscasos.) 

14. Un punto se mueve de tal manera que su distancia al punto A (2, 4) es 
siempre igual a su distancia del eje Y aumentada en 3. Hallar la ecuacion de su 
lugar geometrico. 

16. Hallar la ecuacidn del lugar geometrico de un punto que se mueve de tal 
manera que la suma de sus distancias a los dos puntos A (3, 0) y B (— 3, 0) 
es siempre igual a 3. 
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16. Hallar la ecuacion del lugar geometrico de un punto que se mueve de tal 
manera que la suma de sus distancias a los dos puntos A (0. 3) y £ (0, — 3) es 
siempre igual a 8. Comparese el resultado con el obtenido en el ejercicio 15. 

17. Un punto se mueve de tal manera que la diferencia de sus distancias a 
los dos puntos A (3, 0) y £ (- 3, 0) es siempre igual a 4, Hallar la ecuacidn de 
su lugar geometrico. 

18. Un punto se mueve de tal manera que la diferencia de sus distancias a 
los dos puntos A (0, 3) y B (0. — 3) es siempre igual a 4. Hallar la ecuacion de 
su lugar geometrico. Comparar el resultado con el obtenido en el ejercicio 17. 

19. Un circulo de radio 4 tiene su centro en el punto C(l, — 1). Hallar 
la ecuacidn del lugar geometrico de los puntos medios de todos sus radios. 

20. Un punto se mueve de tal manera que su distancia al punto A (3, 1) 
es siempre igual a la mitad de su distancia al eje Y. Hallar la ecuacidn de su 
lugar geometrico. 

21. Un punto se mueve de tal manera que su distancia al punto A (— 1. 2) 
es siempre el doble de su distancia al eje X. Hallar la ecuacion de su lugar 
geometrico. 

^(22^ Un segmento rectilineo de longitud 4 se mueve de tal manera que uno 
de T5s puntos extremos permanece siempre sobre el eje X y el otro permanece 
siempre sobre el eje Y. Hallar la ecuacion del lugar geometrico del punto medio 
del segmento. Sugestion . Vease el ejercicio 5 del grupo 4, Art. 11. 

23. Dos de los vertices de un triangulo son los puntos fijos A(— 1, 3) 
y £ (5, 1). Hallar la ecuacion del lugar geometrico del tercer vertice C si se 
mueve de tal manera que la pendiente del lado AC es siempre el doble de la del 
lado £C. 

24. Dos de los vertices de un triangulo son los puntos fijos A(l, 0) 
y B (5, 0) . Hallar la ecuacion del lugar geometrico del tercer vertice C si sc 
mueve de tal manera que la diferencia entre las longitudes de los lados AC y BC 
es siempre igual a la mitad de la longitud del lado AB. 

25. Los extremos de la base de un triangulo son los puntos A (0. 0) 
y £(3, 0). Hallar la ecuacidn del lugar geometrico del vertice opuesto C si se 
mueve de tal manera que el angulo en la base CAB es siempre igual al doble del 
angulo en la base C£A. 
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LA LINEA RECTA 


24. Introduction. Hemos llegado a un punto en que debemos dar 
un giro a nuestro estudio de la Geometrfa analitica. Hasta aqui hemos 
deducido algunas relaciones fundamentales y considerado mOtodos 
generales para la construction de curvas y la obtenciOn de la ecuaciOn 
de un lugar geomOtrico. Pero todavia no hemos hecho ningiin intento 
sistemdtico de identificar las ecuaciones y sus lugares geomOtricos de 
una manera especifica. M&s aun, hasta este momento, no hemos 
establecido ninguna de las propiedades particulares que puede poseer 
una curva. En Oste y en los siguientes capitulos , haremos un estudio 
detallado de la linea recta y de algunas de las curvas que son de maxi¬ 
ma importancia en la Geometrfa analitica y sus aplicaciones. Natu- 
ralmente comenzaremos con el estudio de la linea recta debido a que su 
ecuaciOn es la mds sencilla. 

25. Definlcl6n de linea recta. Nuestro primer objetivo en este 
capitulo es la obtenciOn de la ecuaciOn de la recta. Ya dijimos en el 
Articulo 23 , que la ecuaciOn de un lugar geomdtrico se obtiene a partir 
de un niimero suficiente de las propiedades unicas que lo definen. El 
estudiante recordard varias definiciones de la linea recta dadas en sus 
estudios anteriores, siendo la mds comun la que se expresa diciendo 
que una recta es la distancia mds corta entre dos puntos. Pero esta 
definition se apoya en el significado del tdrmino distancia. Si trata- 
mos ahora de definir la distancia, veremos que cualquier explication 
nos devuelve al punto de partida. Por esta razOn , los tratados supe- 
riores de Geometrfa , construidos sobre bases axiomdticas , admiten la 
existencia de la linea recta como un postulado. Nosotros admitiremos 
la siguiente definition de linea recta basada en el concepto de pendiente 
dado en el Articulo 8. 

Definiddn de linea recta . Llamamos linea recta al lugar geomdtrico 
de los puntos tales que tornados dos puntos diferentes cualesquiera 
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Pi (xi > yi) V Pa (xa, y 2 ) del lugar , el valor de la pendiente m calculado 
por medio de la formula del teorema 4, Artlculo 8 , 




yi-y* 

Xi—Xt' 


Xi J* X2 , 


resulta siempre constante. 

26. Ecuacl6n de la recta que pasa por un punto y tiene una 
pendiente dada. Geom6tricamente, una recta queda perfectamente 
determinada por uno de sus puntos y su direccion. Analiticamente, la 


Y 



ecuacidn de una recta puede estar perfectamente determinada si se 
conocen las coordenadas de uno de sus puntos y su dngulo de inclina- 
cidn (y , por tanto , su pendiente) . 

Teorema 1. La recta que pasa por el punto dado Pi (xi, yi) y 
tiene la pendiente dada m , tiene por ecuacidn 

y - yi = m (x - xi). (1) 

Demostraci6n . De acuerdo con el m^todo dado en el Artlculo 23, 
sea P(x } y) (fig. 34) un punto cualquiera de la recta, diferente del 
punto dado Pi(xi, yi). Por la definicion de recta (Art. 25), las 
coordenadas del punto P(x, y) satisfacen la ecuacidn 


de la cual obtenemos, inmediatamente, quitando denominadores, la 
ecuacidn (1). 
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Reciprocamente, si las coordenadas da cualquier otro punto 
P 2 (x2, 2/2) satisfacen ( 1 ), tenemos 


m = 


Vi - y 1 

X2 — Xi 1 


que es la expresidn analitica de la definicidn de recta, aplicada a los 
dos puntos Pi(xi, yi) y P2OC2, 2/2). Por tan to, P 2 esta sobre la 
recta. Esto completa la demostracion. 

NoiAS. I. Como la ecuacion (1) esta dada en funcion de un punto y la 
pendiente, se llama, a veces, dc la forma de panto y pendiente. 

2, Una recta que coincide o es paralela al eje Y no tiene pendiente (Art. 8) . 
Por tanto, la ecuacion (1) no puede representar a una recta de tal naturaleza, 
ni nuestra definicion de recta puede aplicarse a ella. Para este caso. se ha demos- 
trado en el Articulo 18 que la ecuacion de la recta es de la forma x = k, en 
donde k es cualquier numero real. 

Ejemplo. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (4, — 1) y 
tienc un angulo de indinacion de 135°. 


Y 



Soluci6n. La recta cuya ecuacion se busca es la trazada en la figura 35. 
Por el Articulo 8, la pendiente de esta recta es 

m = tg 135° = - 1. 

Por tanto, por el teorema L la ecuacion dc la recta es 


y _(-l) - - 1(* -4). 

o sea. 

x 4 - y — 3 0 . 
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f 27. Otras formas de la ecuacidn de la recta. Una recta es o no 
paralela al eje Y. Si es paralela al eje Y su ecuacidn es de la forma 
x = k; si no es paralela a dicho eje, su pendiente esta definida y su 
ecuacidn esta dada por el teorema 1 del Articulo 26 Como todas las 
rectas caen bajo una de estas dos clasificaciones, cualquiera otra 
forma de la ecuacidn de una recta debe reducirse, necesariamente, a 
una de estas dos formas. Para algunos tipos de problemas, sin em¬ 
bargo, son m£s convenientes otras formas; a continuacion considera- 
mos algunas de ellas. 

Y 



a) Ecuacidn de la recta dada su pendiente y su ordenada en el origen . 
Consideremos una recta l (fig. 36) cuya pendiente es m y cuya orde¬ 
nada en el origen , es decir, su intercepcidn con el eje Y , es b. Como sc 
conoce 6, el punto cuyas coordenadas son (0,6) esta sobre la recta 
(Art. 15). Por tan to, el problema se reduce a hallar la ecuacidn de 
la recta que pasa por un punto (0, 6) y tiene una pendiente dada. 
Segun el teorema 1 del Articulo 26 la ecuacidn buscada es 


o sea, 


y — 6 = m(x — 0), 
y mx +b. 


Podemos enunciar este resultado como el 

Teorema 2 . La recta cuya pendiente es m y cuya ordenada en el 
origen es b tiene por ecuacidn 

y = mx 4- b. 
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NOTA. Una recta paralela al eje Y no tiene ordenada en el origen. En este 
caso no puede usarse la forma de ecuacion que acabamos de obtener. Como ya 
dijimos la ecuacion de una recta tal es de la forma x = k. 

6) Ecuacidn de la recta que pasa por dos puntos. Geomdtrica- 
mente, una recta queda perfectamente determinada por dos cuales- 
quiera de sus puntos. Analiticamente, la ecuacidn de una recta tam- 
bidn queda perfectamente determinada conociendo las coordenadas de 
dos cualesquiera de sus puntos. 


Y 



Teorema 3 . La recta que pasa por dos puntos dados Pi (xi , yi) y 
P 2 (x 2 , y 2 ) tiene por ecuacion 

y — yi « “ ( x — x i) » xi^x 2 . (1) 

Demostraci6n . Sea la recta Pi Pt de la figura37. Como se 
conocen dos de sus puntos, su pendiente estd dada por (Teorema 4, 
Articulo 8) 


Por tanto , con esta pendiente y el punto Pi (an , yi) t el problema se 
reduce a hallar la ecuacidn de una recta que pasa por un punto y tiene 
una pendiente dada. En consecuencia, sustituyendo este valor de la 
pendiente en la ecuacidn (1) del Teorema 1, Art. 26, obtenemos 
la forma (1) tal como se queria demostrar. 

NOTAS. 1. Si xi xi, la ecuacion (1) no puede usarse. En este caso, la 
recta es paralela al eje Y t y su ecuacion es x * * 1 . 
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2. Si sc multiplica la ecuacion (l) por xi — X 2 y se pasan todos sus termi- 
nos al primer miembro, se obtiene 

xy y%— X 2 yi — c /2 x + X 2 y + yi x — xi y = 0, (2) 

que puede escribirse en forma de determinante: 

x y 1 

xi y x 1 -0. (3) 

X 2 y 2 1 

En efecto, si desarrollamos este determinante por menores con respecto a los 
elementos de la tercera columna, obtendremos el primer miembro de (2). Mas 
adelante deduciremos la ecuacion (3) por otro metodo (Art. 35) y sera discutida 
en esa ocasion. 



Fig. 38 


c) Ecuacion simetrica de la recta. Sean a 9^ 0 y 6 ^ 0 los seg¬ 
mented que una recta determina sobre los ejes X y Y (fig. 38), es 
decir, sus intercepciones. Entonces (a, 0) y (0,6) son dos puntos 
de la recta (Art. 15). Por tan to , el problema de obtener la ecuacibn 
de una recta cuando se conocen los segmentos que determina sobre los 
ejes se reduce a hallar la ecuacibn de la recta que pasa por dos puntos, 
y tenemos , por el teorema 3 , 



(x — a), 


de donde 


ay — — bx + ab. 
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Esta ecuacion es la llamada ecuacion sim£trica de la recta. De aquf el 
siguiente 

Teorema 4. La recta cuyas intercepciones con los ejes X y Y son 
a 5* 0 y b 0, respectivamente } tiene por ecuacidn 

NOTAS. 1. Si a — 0, entonces tambien b = 0, y la forma simetrica no 
puede usarse. En este caso, solamente sc conoce un punto, cl origen, y no es 
suficiente para detcrminar una recta. 

2. Como una recta queda perfcctamente determinada por dos cualesquiera de 
sus puntos, la manera mas conveniente de trazar una recta a partir de su ecuacion 


Y 



es determinar las dos intersecciones con los ejes. Si la recta pasa por el origen, 
basta determinar otro punto cuyas coordenadas satisfagan la ecuacion. 

Ejemplo 1. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (— 3, 1) 
y es paralela a la recta determinada por los dos puntos (0, — 2) y (5, 2) . 

Solucidn. Como se conoce un punto de la recta requerida / (fig. 39) , 
solamente es necesario obtener su pendiente que, segun sabemos, es la misma que 
la de la recta paralela V que pasa por los dos puntos (0, — 2) , (5, 2) (coro- 
lario 1 del teorema 5, Art. 10) . La pendiente de V es, por el teorema 4 del Ar- 
ticulo 8, 


Por tanto, segun el teorema 1, Articulo 26, la ecuacion de l es 

V - 1 - XU+3). 

4x-5y + \7wQ. 


o sea. 
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Ejemplo 2. Hallar la ecuacion de la mediatriz (perpendicular en su punto 
medio) del segmento (— 2, 1) , (3, — 5) . 

Solucl6n. Supongamos que la mediatriz es la recta l y que el segmento 
es V (fig, 40) . Las coordenadas del punto medio M de V son (%, —2) por 
el corolario al teorema 3, Articulo 7. La pendiente de l f , por el teorema 4 del 
Articulo 8, es 


Y 



Como / es perpendicular a su pendiente, por el corolario 2 del teorema 5, 
Articulo 10, es m = %. Por tanto, por el teorema 1, Articulo 26, la ecuacion 
de l es 

y + 2 = tf(x- H). 

la cual se reduce a 

10 x - 12 t/ - 29 = 0. 


EJERCICIOS. Grupo 9 


Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto A (1, *5) y tiene de 
pendiente 2. 

2. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto A (— 6, —■ 3) y tiene 
un angulo de inclinacion de 45°. 

3. Hallar la ecuacion de la recta cuya pendiente es — 3 y cuya intercepcion 
con el eje Y es — 2. 

4. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por los dos puntos A {4, 2) y 
B(-5.7). 

6. Los vertices de un cuadrilatero son A (0, 0), B(2,4), C (6, 7), D(8, 0). 
Hallar las ecuaciones de sus lados. 
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6. Los segmentos que una recta determina sobre los ejes X y Y son.2 y - 3. 
respectivamente. Hallar su ecuacion. 

7. Una recta pasa por los dos puntos A (— 3, — 1) y £ (2, — 6) . Hallar 
su ecuacion en la forma sim£trica. 

8. Una recta de pendiente —2 pasa por el punto A( — 1, 4). Hallar su 
ecuacion en la forma simetrica. 

9. Hallar la ecuacidn de la mediatriz del segmento A (— 3, 2) , B (1. 6) . 

10. Una recta pasa por el punto A (7, 8) y es paralela a la recta C (— 2, 2) 
yD(3, — 4) . Hallar su ecuacion, 

11. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto A (— 2, 4), y 
determina sobre el eje X el segmento — 9. 

12. Demostrar que los puntos A (— 5, 2), BO, 4) y C (4, 5) son coli- 
neales hallando la ecuacion de la recta que pasa por dos de estos puntos. 

13. Hallar la ecuacion de la mediatriz del segmento que los ejes coordenados 
determinan en la recta 5 x + 3 y — 15 = 0. 

Los ejercicios 14-21 se refieren al triangulo cuyos vertices son A (—2, 1). 
B( 4, 7) y C (6, -3). 

14. Hallar las ecuaciones de los lados. 

15. Hallar la ecuacidn de la recta que pasa por el vertice A y es paralela al 
lado opuesto £C. 

16. Hallar las ecuaciones de la rectas que pasan por el vertice £ y trisecan 
al lado opuesto AC. 

17. Hallar los vertices del triangulo formado por las rectas que pasan por los 
vertices A, £ y C y son paralelas a los lados opuestos. 

18. Hallar las ecuaciones de las medianas y las coordenadas de su punto de 
interseccion, 

19. Hallar las ecuaciones de las mediatrices de los lados y las coordenadas de 
su punto de interseccion. Este punto se llama circuncentro . 

20. Hallar las ecuaciones de las alturas y su punto de interseccion. Este 
punto se llama ortocentro. 

21. Hallar las coordenadas del pie de la altura correspondiente al lado AC. 
A partir de estas coordenadas hallese la longitud de la altura y luego el area del 
triangulo. 

22. Hallar la ecuacion de la recta cuya pendiente es — 4, y que pasa por el 

punto de interseccion de las rectas 2 x + y — 8 = 0 y 3 x — 2 y + 9 = 0. 

23. Las ecuaciones de los lados de un cuadrilatero son 3 x — 8 y + 36 = 0, 

■* + y — 10 = 0, 3x — 8y — 19 = 0 y x + y + 1 = 0. Demostrar que la figura 
es un paralelogramo, y hallar las coordenadas de sus vertices. 

24. Hallar el area del triangulo rectangulo formado por los ejes coordenados 
y la recta cuya ecuacion es 5 x t* 4 y + 20 = 0. 

25. Las coordenadas de un punto P son (2, 6) , y la ecuacion de una recta / 
es 4 x + 3 y = 12. Hallar la distancia del punto P a la recta / siguiendo en 
ordeq los siguientes pasos: a) Hallar la pendiente de l. b) Hallar la ecua¬ 
cion de la recta /' que pasa por P y es perpendicular a /. c) Hallar las coor¬ 
denadas de P f , punto de interseccion de / y /'. d) Hallar la longitud del 
segmento PP'. 

26. El punto P de ordenada 10 esta sobre la recta cuya pendiente es 3 y que 

pasa por el punto A (7, — 2) . Calcular la abscisa de P. 

27. Determinar el valor de los coeficientes A y £ de la ecuacion Ax — By 
+ 4 = 0 de una recta, si debe pasar por los puntos C ( — 3, 1 ) y D (1, 6) . 
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28. Las ecuaciones de los lados de un triangulo son 5x — 7y + 27 = 0, 
9x — 2y — 15 = U y 4x + 5y + 11 5=5 0. Hallar sus angulos y comprobar los 
resultados. 

29. Dcducir la ecuacion de la recta cuya pendiente es m y determina sobre 
el eje X el segmento a. Compirese este resultado con la ecuacion de una recta 
conocida su pendiente y su ordenada en el origen, dada en el Articulo 27. 

30. Una recta pasa por los dos puntos A (— L 3) yB(5, 4). Escrlbase su 
ecuaci6n en forma de determinante. Verifiquese el resultado desarrollando el 
determinante. 

28. Forma general de la ecuacion de una recta. En los articulos 
precedentes hemos visto que la ecuacidn de una recta cualquiera, en el 
piano coordenado, es de la forma lineal 

Ax + By + C = 0, (1) 

en donde ya sea A o B debe ser diferente de cero y C puede o no ser 
igual a cero. La ecuacidn (1) se llama la forma general de la ecuacidn 
de una recta. 

Ahora consideraremos el problema in verso, a saber, la ecuacidn 
lineal (1), I representa siempre una linea recta? Para contestar a esta 
pregunta examinaremos las dos formas posibles de la ecuacidn (1) 
con respecto al coeficiente de y , es decir, las formas para B = 0 
y B t* 0. 

Caso I. 5 = 0. Si # = 0, entonces A 0, y la ecuacidn (1) 
se reduce a la forma 



Pero (2) es de la forma x — k , de la que anteriormente se demostrd 
que es la ecuacion de una recta paralela al eje Y (Art. 18). 

Caso II. 5^0. Si 5^0, podemos dividir la ecuacidn (1) 
por B , y entonces por trasposicidn se reduce a la forma 



Pero (3) estd en la forma y = mx + b (Art. 27) y, por tan to, es la 

A 

ecuacidn de una recta cuya pendiente es — -g y cuya ordenada en el 
C 

origen es — -g . 

En consecuencia, vemos que en todos los casos la ecuacidn (1) 
represen ta una recta. Vamos a hacer un resumen de estos resulta- 
dos en el 


L«hmaan< — 5 - 
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Teorema 5. Una ecuacidn lineal en las variables x y y represenia 
una recta y reciprocamente. 

NOT AS. 1. Eate teorema muestra lo apropiado del termino lineal para 
desisnar las expresiones algebraical de primer grado. 

2. La pendiente de una recta cualquiera, no paralela al eje Y, puede obte- 
nerse directamente a partir de su ecuaci6n. Para ello bastari reducir la forma 
dada (1) a la forma (3) ; el coeficiente de x es la pendiente. Mas sencillamen- 
te, todo lo que tenemos que hacer es dividir en (1) el coeficiente de x por el 
coeficiente de y y despues cambiar el signo. 

29. Discusion de la forma general. Ahora haremos algunas obser- 
vaciones de gran importancia, no sdlo con respecto a la recta, sino 
tambidn a toda la Geometria analltica. Acabamos de ver que la ecua¬ 
cidn de una recta es, necesariamente, de la forma 

Az + By + C = 0. (1) 

Por tanto, al buscar la ecuacidn de una recta particular, sabemos 
a priori que es de la forma lineal (1); el problema que queda por 
resolver es el de determinar los coeficientes A , B y C. El estudio de 
los coeficientes es, pues, de gran importancia. Este liltimo enun- 
ciado, sin embargo, no estd restringido a la llnea recta solamente; a 
medida que avancemos en e) estudio de la Geometria analltica veremos 
que, una vez que se haya establecido la ecuacidn general de un tipo 
particular de curva, las propiedades y caracteristicas distintivas de 
esa curva pueden determinarse por una investigacidn de los coeficientes 
de su ecuacidn. 

Consideremos los tres coeficientes A , B y C en la forma gene¬ 
ral (1). Notamos, en primer lugar, que todos son constantes reales 
y arbitrarias, es decir, que pueden tomar cualquier valor real, siem- 
pre que A y B no sean simult&neamente nulos. Puede parecer a 
primera vista que estas tres constantes son independientes. Pero 
puede demostrarse facilmente que, en realidad, solamente hay dos 
constantes independientes. En efecto, uno, cuando menos, de los 
coeficientes A y B debe ser diferente de cero. Por tanto, si A ^ 0, 
podemos dividir la ecuacidn (1) por A de manera que tome la forma 

* + fy + -j = °, (2) 

en la que hay solamente dos constantes independientes que son las 
razones arbitrarias B/A y C/A . Sabemos, por Algebra, que para 
calcular estas constantes se necesitan dos ecuaciones independientes 
que las contengan, y que eada una de estas ecuaciones se obtiene a 
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partir de una eondicion independiente. Por tanto , anaUticamente , la 
ecuacion de una recta queda perfectamente determinada por doe condi - 
clones independiente8 . Geom^tricamente, una recta tambiSn queda 
determinada por dos condiciones independientes ; luego una recta estd 
completamente determinada si se conocen dos de sus puntos, o uno de 
8us puntos y su direccidn. 

EJemplo. Hallar los valores que deben tcner los coeficientes de la ecuacion 
general Ax + By + C =* 0 de una recta, para que pase por los dos puntos 
(— 1, 4) y (3, —2). De ahf hallar la ecuacidn de la recta. 

SoluciOn. Como los dos puntos estan sobre la recta, sus coordenadas deben 
satisfacer la ecuacidn de dicha recta (Art. 14). Por tanto, para el punto 
(— 1,4), tenemos: 

-A+4B + C-0; (3) 

y para el punto (3, — 2) tenemos 

3A - 2B + C - 0. (4) 

Resolviendo las ecuaciones (3) y (4) para A y B en terminos de C, obtenemos 
A - - %C, B - - J<C. 

Si sustituimos estos valores de A y B en la forma general, obtenemos 
- HCx - %Cy + C - 0. 

Dividiendo toda la ecuacion por C y simplificando, obtenemos como ecuacion 
de la recta 

3* + 2y — 5 “0, 

cuyos coeficientes son A = 3, B — 2, C “ — 5. 

NOTA. Si C ® 0, el problema no puede resolverse tal como se ha hecho. 
En estc caso podemos resolver (3) y (4) para A y C en terminos de B si 
B ^ 0, o para B y C en terminos de A si A ^ 0. 

30. Posiciones relativas de dos rectas. Ahora consideraremos las 
posiciones relativas de dos rectas, cuyas ecuaciones pueden ponerse en 
las formas generales : 

Ax + By + C= 0, (1) 

A'x + B'y + C' = 0. (2) 

En particular, determinaremos las condiciones anallticas bajo las cua- 
les estas dos rectas son : a) paralelas ; b) perpendiculares ; c) coin- 
ciden ; d) se cortan en uno y solamente en un punto. 

A 

a) La pendiente de (1) es — -g si B ^ 0 , y la pendiente de (2) 
A 1 

es — -gi si S'5^0. Por el corolario 1 al teorema 5, Articulo 10, 
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una condicidn necesaria y suficiente para que las rectas (1) y (2) sean 
paralelas es que 

AJ_ 

B B f) 

o sea, 

A B_ 

A ' B " 


es decir, los coeficientes de x y y deben ser proporcionales. 

Si £= 0, la recta (1) es paralela al eje Y. Si la recta (2) es 
paralela a la (1), tambi6n es paralela al eje Y, luego tambi&i B f = 0. 
En este caso, la tfltima proporcidn establecida no tiene sentido; lo 
misrao sucede si A y A f son cero, es decir, si ambas rectas son para¬ 
lelas al eje X . Pero, si escribimos esta relacidn en la forma 

AB f - A'B = 0 ; 

tenemos una relacidn verdadera para todos los casos. 

b) Por el corolario 2 al teorema5, Articulo lO, una condicidn 
necesaria y suficiente para que las rectas (1) y (2) sean perpendicu- 
lares es que 

(-f)(-|) = - 1 ’ 

o sea, 

AA' + BB ( = 0. 

El estudiante debe demostrar que esta liltima relacidn es tambi^n 
verdadera si una de las rectas es paralela al eje Y y , por lo tanto , no 
tiene pendiente. 

c) Dos rectas coinciden si tienen un pun to comun y la misma 
direction o pendiente. La interseccidn de la recta (1) con el eje X es 

C 

el punto de abscisa — y la de la recta (2) esel punto de abscisa 
C' 

— — . Por tanto , debemos tener 
A' 

_ _c 

A A" 


A' C' “ 


o sea, 


( 3 ) 
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Tambten, por ser las pendientes igaales, 

A A' 



B " B 1 ’ 


o sea, 

A B 

A' B>’ 

( 4 ) 

De (3) y (4) tenemos 

A B C 

A' B'~ C' ; 

( 5 ) 


es decir, dos rectas coinciden si y solamente si sus coeficientes corres- 
pondientes son proporcionales. 

La proporcidn (5) se ha escrito suponiendo que todos los^oefi- 
cientes de las ecaaciones (1) y (2) son diferentes de cero. Si, en vez 
de esto, uno o mis coeficientes son cero, esta proporcidn no tiene 
sentido en su totalidad o en parte. Pero si escribimos 

A = kA', B « kB ’, C = kC ', 

en donde k es una constante diferente de cero , obtendremos relaciones 
verdaderas para todos los casos. 

d) Geom6tricamente, dos rectas se cortan en uno y solamente en 
un punto en el caso de que no sean paralelas. AnalUicamente, si las 
rectas (l)y (2) no son paralelas, del apartado (a) anterior se dedu¬ 
ce que 

~ ^ jp , o sea , que AB ' - A'B ^ 0. 

Podemos hacer el resumen de los resultados anteriores en el 

Teorema 6. Si las ecuaciones de dos rectas son Ax + By + C = 0 
y A f x + B'y + C' = 0, las relaciones siguientes son condtciones nece- 
sarias y suficientes para 

A B 

a) Paralelismo ; ^7 ~ > 0 S€a > AB' — A'B = 0 ; 

b) Perpendicularidad , AA' + BB' = 0 ; 

c ) Coincidencia , A = kA', B — kB', C = kC' (k ^ 0) ; 

d) Interseccion en uno y solamente un punto , 

A 7 ^ f'' 0 sea > AB/ “ A'B ^ 0. 

Ejemplo. La ecuacion de ana recta 7 es 5x — 7y + 11 — 0. Escribir la ecua- 
ci6n que representa a todas las rectas paralelas a /. A partir de esta ultima ecuacion 
hallar la de la recta paralela a l y que pasa por el punto (4, 2) . 
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Solucidn. Representemos por Ax + By + C — 0 la ecuacidn dc todas las 
rectas paralelas a /. Por el apartado (a) del teorema 6 se veiifica 

° «». B = -jA. 

Por tanto, la ecuacion de todas las rectas paralelas a / es 

Ax-ZAy + C ‘0, 


de donde f 


o sea. 


5x - 7y + 1£ - 0. 
A 


5x -7y + k *0, 


( 6 ) 


5C 


en donde k = —— es una constante arbitraria. 

A 

Si la recta (6) debe pasar por el punto (4, 2), las coordenadas deben satisfa- 
cer (6). Por tanto: 

5.4-7.2 + fc-0 f 
de donde k ' — - 6, y la recta buscada es 

5x — 7y — 6 *■ 0, 


EJEECICIOS. Grupo 10 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Transformar la forma general de la ecuacion de una recta a la forma 
simetrica. Establecer las restricciones a que deben estar sometidos los coeficien- 
tes para permitir esta transformacidn. 

2. Hallar la ecuacion de la recta, determinando los coeficientes de la forma 
general, que pasa por el punto (—2, 4) y tiene una pendiente igual a — 3. 

3. Hallar la ecuaci6n de una recta, determinando los coeficientes de la forma 
general, si los segmentos que determina sobrc los ejes X y Y, es decir, sus 
intercepciones, son 3 y — 5. respectivamente. 

4. Hallar la ecuacion de la recta, determinando los coeficientes de la forma 
general, que es perpendicular a la recta 3x — 4y + 11 =0 y pasa por el punto 
(-1. -3). 

5. Hallar el valor de k para que la recta kx 4- (k — 1) y — 18 « 0 sea pa- 

ralela a la recta 4 jc + 3c/ + 7 0. 

6. Determinar el valor de k para que la recta k 2 x + (k + 1) y + 3 * 0 sea 
perpendicular a la recta 3x — 2y — 11 — 0, 

7. Hallar la pendiente e intercepciones de la recta 7 jc — 9y + 2 — 0. 

8. Hallar la pendiente, angulo de inclinacion y las intercepciones de la recta 
que pasa por el punto (2, 3) y es perpendicular a la recta lx — 7y 4* 2.— 0. 

9. Determinar el valor de k para que la recta 4x + 5y + h ■» 0 forme con 
los ejes coordenados un triingulo rectingulo de irea igual a 2 Yi unidades cua- 
dradas 
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10. En las ecuaciones ax + (2 — 6) y — 23 « 0 y (a — 1) x 4- by 4 15 - 0 
hallar los valores de a y b para que representen rectas que pasan por el pan¬ 
to (2, -3). 

11. Demostrar que la recta que pasa por los puntos (4, — 1) y (7, 2) 
bisecta al segmento cuyos extremos son los puntos (8, —3) y (-“4, —3). 

12. Demostrar que las rectas 2x — y — 1 =0, x — 8y-h37-0, 2jr — i/ — 16 — 0 
y x — 8y 4 7 *0 forman an paralelogramo, y hallar las ecuaciones de sas 
diagonals. 

13. Demostrar que las rectas 5* — y — 6 ® 0, x 4* 5y — 22* 0, 5x — y - 32**0 
y*4*y44~0 forman on cuadrado. 

14. Demostrar que los angulos suplementarios formados por las dos rectas 
Ax 4 By 4 C - 0 y A'x -fB'y + C'-O estan dados por las fdrmulas 


tg 0 


^ A'B - AB ' 
AA’ + BB r 


—15. Hallar el angnlo agudo formado por las rectas 4x — 9y + 11 — 0 y 

3x + ?s/“7-0. 

^-16. Hallar las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto (2,^ — 1) y 
que forman cada una un angulo de 4?° con la recta 2x — 3y 4 7 *0. 

17. A partir del resultado del ejercicio 14, deducir las condiciones necesarias 
y suficientes para el paralelismo y perpendicularidad de dos rectas, dadas en los 
apartados (a) y (6) del teorema 6, Articulo 30. 

18. Si k es una constante cualquiera diferente de cero, demuestrese que todo 
punto que este sobre la recta Ax 4 By 4 C = 0 tambttn estara sobre la recta 
kAx 4 kBy + kC — 0. Por tanto, deduzcase la condicidn necesaria y sufi- 
ciente para la coincidencia de dos rectas. dada en el apartado (c) del teorema 6, 
Articulo 30. 

19. Por medio de determinantes obtlngase la condicidn necesaria y suficiente 
para que las dos rectas Ax 4 By 4 C «- 0 y A'x 4 B'y 4 C' - 0 se corten en 
uno y solamente un punto, dada en el apartado ( d ) del teorema 6, Articulo 30. 
Sugestion: Vease apendice IB, 6. 

20. Si tres rectas se cortan en un punto comun, se dice que son concurren¬ 
ts. Si las tres rectas Aix 4 B |y 4 Ci « 0, Aax 4 Biy 4 Ca - 0 y 
A 3 x + Bs y 4 Cj — 0 son concurrentes. demuestrese que sus coeficientes satis* 

facen la condicion c I . 

z ( y-ecxpvocx; £/> 

* 0. ^ c/p JWi rvsa 


A i B i Ci 
A a B 2 C a 


/€ rdoud 

p or 


A 3 B s Ca 


21. Demostrar que las tres rectas 3x — 5y 4 7 — 0, 2x 4 3y — 8 — 0 y 
6 jc — 7y 4 8 * 0 son concurrentes. 

22. Demostrar analiticamente que las medianas de cualquier triangulo son 
concurrentes. 

23. Demostrar analiticamente que las mediatrices perpendiculares a los lados 
en su punto medio en cualquier triangulo son concurrentes. 

24. Demostrar analiticamente que las alturas de cualquier triangulo son 
concurrentes. 

25. Los vertices de un triangulo son (1, 1). (4, 7) y (6, 3). Demostrar 
que el baricentro (punto de interseccion de las medianas) , el circuncentro (pun- 
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to de interseccion de las mediatrices) y el ortocentro (punto de interseccion de 
las alturas) son colineales. 

26. Demostrar analiticamente que el baricentro, circuncentro y ortocentro 
de cualquier triangulo son colineales. La recta que los une se llama recta de 
Euler . 

27. Desde el punto (6, 0) se trazan p e r p e n d i c u 1 a r e s a los lados 

5* — y — 4=0. t/**l yx — y - 4 * 0 de un triangulo. Demostrar que 

los pies de estas perpendiculares son colineales. 

28. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (a. b ) y por la 

interseccion de las rectas ~ + -^- = I y £. + M- = 1. 

a b b a 

29. Una recta se mueve de tal manera que la suma de los reciprocos de los 
segmentos que determina sobre los ejes coordenados es siempre igual a una cons- 

tante k 0. Demostrar que la recta pasa siempre por el punto fijo ^ 

30. Hallar la longitud de la perpendicular bajada del punto Pi (xi. y i) a la 
recta / : Ax + By + C — 0. Demostrar, a partir de esto, que la distancia d del 
punto Pi a la recta / esta dada por 

I Axi 4- By\ + C | 

d = - ■ -. 

V A a + B 3 

31. Forma normal de la ecuacidn de la recta. Consideremos un 
segmento OPi de longitud p y con uno de sus extremos 0 siempre en 
el origen , tal como puede verse en la figura 41. La posicion exacta 
de este segmento de recta en el piano coordenado esta determitiada 
por el angulo to, que, como en Trigonometrla, es el angulo positivo 
engendrado por el radio vector OPi al girar alrededor del origen 
(Ap6ndice IC, 1). De acuerdo con esto, la longitud p se considera 
siempre posiiiva , y la variaci6n de los valores del angulo to viene 
dada por 

0° < to < 360°. (1) 

Es evidente que, para un par cualquiera de valores dados de p y to, 
la recta l trazada por Pi ( xi , yi ) perpendicular a OPi queda perfec- 
tamente determinada. Ahora obtendremos la ecuacidn de l por medio 
de la formula de la recta que pasa por un punto y tiene una pen- 
diente dada. 

Por Trigonometrla , para cualquier posicion de la recta l , 

Xi = p cos to , y\ - p sen (o. (2) 

Por tan to , las coordenadas del punto Pi son (p cos <o , p sen to). 

Para las posiciones (a) y (b) (fig. 41) el angulo de inclinacidn 
del segmento OPi es to, y, por tan to, su pendiente es tgto. 
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Para las posiciones (c) y ( d ) (fig. 41) en donde a es el angulo de 
inclinacion de OPi , tenemos (Ap6ndice IC, 3) 

tg 0) = tg (180° + a) = tg a. 


De aqul que para todas las posiciones del segmento OPi, su pendiente 
esta dada por tg a). Como la recta l es perpendicular a OP i, su 






pendiente para todas las posiciones es, por el corolario 2 del teore- 
ma 5, Articulo 10 , 


m = — ctg co 


COS CO 

sen co * 


(3) 


Segun esto, de (2) y (3), la ecuacidn de l (teorema 1, Articu¬ 
lo 26) es 

cos oo , \ 

y — p sen oo = —- {x — v cos oo ) , 

* sen oo 

de donde 

y sen oo — p sen 2 oo » — x cos oo + p cos 2 oo, 
o sea , x cos co + y sen oo — p(sen 2 co + cos 2 co) = 0. 
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Como sen 2 o> + cos 2 o> = 1 (ApSndice IC, 2), esta ultima ecuacidn se 
reduce a 

x cos a> + y sen oa — p = 0. (4) 

Este resultado conduce al siguiente 

Teorema 7. La forma normal de la ecuacidn de una recta es 
x cos a) + y sen a) — p = 0, 

en donde p es un numero positivo, num&ricamente igual a la longitud de 
la normal trazada desde el origen a la recta , y a) es el dngulo positivo 
< 360° medido a partir de la parte posiliva del eje X ala normal . 

Nota, Si una recta pasa por el origen. se tiene p = 0 en la forma normal 
de su ecuacion. En este caso se prefiere suponer que la recta normal esta diri- 
gida hacia arriba del origen de tal manera que la variaci6n de los valores de u) 
este dada por 

0 < to < 180°. 

Ejemplo. En un circulo de centro en el origen y radio igual a 5. hallar la 
forma normal de la ecuacion de su tangente en el punto (— 3, 4) . 



Soluci6n. La tangente buscada / aparece trazada en la figura 42. Por Geo- 
metria elemental sabemos que el radio que va al punto de tangencia es perpen¬ 
dicular a la tangente. Por tanto, p = 5, y sen w = % y cos to — — Luego 
la ecuacion de / en la forma normal es 

-%x + %y-5 =0. (5) 

Ordinariamente. despues de obtener la forma (5) en un problema. la escribiria- 
mos en la forma general, que es mas simple. 

lx - Ay + 25 * 0. 


( 6 ) 
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Aunque (5) y (6) representan la misma recta l, debe tenerse presente que (5) 
es la forma normal, y (6) no lo es. La importancia de esta distincion se apre- 
ciara cuando consideremos las aplicaciones de la forma normal (Art. 33) , 


32. Reduccidn de la forma general de la ecuacidn de una recta a la 
forma normal. Usualmente, la ecuacitSn de una recta se da en la for¬ 
ma general 

Ax+By + C = 0 . (1) 

Sin embargo , la forma normal 

x cos a) + y sen to — p = 0, (2) 

es util para ciertos tipos de problemas. Por esto consideraremos en 
este articulo el m6todo de obtener la forma normal a partir de la forma 
general de la ecuacion . 

Si las ecuaciones (1) y (2) representan la misma recta, sus 
coeficientes correspondientes deben ser proportionates (apartado (c) 
del teorema 6 , Art. 30). Por tanto , 


cos to = kA , 

(3) 

sen to = kB , 

(4) 

II 

ft. 

1 

(5) 


Si elevamos al cuadrado ambos miembros de (3) y (4), y suma- 
mos, obtenemos 

cos* o) + sen 2 to = k l (A l + B l ). 

Pcro como cos 2 to + sen 2 a> = 1 , esta ultima relation nos da 

*“ TvV+W + <6) 


Si se sustituye este valor de k en cada una de las ecuaciones (3), (4) 
y (5), obtenemos las relaciones buscadas entre los coeficientes corres¬ 
pondientes de las dos formas (1) y (2). Estas son : 


cos to = 


A B 

- — , sen co = - - — 

± V A* + B 1 ± V A 2 + B* 

C 

P ±V A* + B* ’ 


y la recta definida por la forma general (1) tiene por ecuacion en la 
forma normal 


=b V A 7 + B 2 


x + 


B 


: V *+ 


± V A 2 + B* ± V A 2 + B 2 


= 0 . 
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Esevidente, sin embargo, que, en cualquier caso particular, no 
podemos usar en (6) ambos signos del radical, ya que esto no nos 
daria un unico valor para el dngulo co. Para determinar el signo de 
este radical, notamos en primer lugar que, cuandop es diferente 
de cero, debe ser positivo (Art. 31). En este caso, la relacidn (5) 
muestra que k y C deben ser de signos diferentes ypor tanto, que 
al radical de (6) se le debe dar el signo opuesto al de C . 

Si la recta pasa por el origen, en la forma (1) es C = 0, y p - 0 
en la (2), y el signo del radical no puede ser determinado por la rela- 
ci6n (5). En este caso, sin embargo, hemos elegido , como se* esta- 
blecid en la nota del teorema 7, Artlculo 31 , restringir los valores 
de co al intervalo 

0 £ co < 180° , 

en donde sen co no es negativo. La relacidn (4) nos dice entonces 
que k y B deben concordar en signo si B ^ 0, y, por tanto, al ra¬ 
dical de (6) se le debe dar el mismo signo que tenga B . 

Finalmente, si ambos B y C son iguales a cero en la forma 
general (1), la relation (4) muestra que senco = 0. Por tanto, 
co = 0°, ya que co < 180° para (7 = 0 como ya hemos dicho. En¬ 
tonces cos co = 1 , y la relacidn (3) muestra que k y A deben con¬ 
cordar en signo. 

Los resultados anteriores quedan resumidos en el siguiente 

Teorema 8. La forma general de la ecuacion de una recta , 

Ax + By+ C = 0, (1) 

puede reducirse a la forma normal, 

x cos co + y sen co — p = 0, 

dividiendo cada tirmino de (1) por r = ± VA 2 + B 2 , en donde el 
signo que precede al radical r se escoge como sigue: 

a) Si C 9^ 0 , r es de signo contrario a C . 

b) &' C = 0t/B^0,rpB tienen el mismo signo. 

c) Si C = B = 0, r y A tienen el mismo signo . 

Ejemplo. La ecuacion de una recta es 5 jc — 7y — 11 = 0. Reducir su 
ecuacion a la forma normal, y hallar los valores de p y o>. 

Solucidn. Para la ecuacion dada, A — 5, B*-7 y C*-ll. Por 
anto, ± V A 2 + B 2 = ± y/ 5 2 + ( — 7) 2 = ± y/ 74. Como C es negativo, 
damos al radical el signo positivo. Dividiendo la ecuacion dada por y/ 74, 
obtenemos su forma normal, 

5 - 7 


11 
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en donde, 

5 7 11 

cos co = ——. sen co = — '— — y p = — — . 

\7 74 y/ 74 y/ 74 

Como cos co es positivo y sen to es negative, to esta en el cuarto cuadrante 
(Ap^ndice IC, 1) . En la tabla B del Ap£ndice II, se encuentra que el valor 
de co es 305° 32'. En la figura 43 se ha trazado la recta. 


Y 



EJERCICIOS. Grupo 11 
Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Hallar la ecuacion de una recta en la forma normal, siendo co = 60° 

y p - 6 * 

2. Una recta es tangente a un circulo de centro en el origen y radio 3. Si el 
punto de tangencia es (2, — \7 5), hallese la ecuacion de la tangente en la 
forma normal. 

3. La ecuacion de una recta en la forma normal es * cos co y sen co — 5 = 0. 
Hallar el valor de co para que la recta pase por el punto ( — 4, 3). 

4. Reducir la ecuacion 12* — 5y — 52 = 0 a la forma normal, y hallar los 
valores de p y co. 

5. Hallar la distancia * del origen a la recta lx — 3y 4* 9 = 0. 

6. Determinar el valor de k para que la distancia del origen a la recta 
* 4* ky — 7 = 0 sea 2. 

7. Reducir la ecuacion y = mx + 6 a la forma normal, y hallar los valores 
de p y co. 

8. Hallar la ecuaci6n de la recta cuya distancia del origen es 5 y que pasa 
por el punto (I, 7). (Dos soluciones.) 


* A1 hablar de distancia de un punto a una recta se sobrentiende el seg¬ 
ment© de perpendicular trazado del punto a la recta. Lo mismo al hablar de 
distancia entre paralelas. 
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9. El angulo de inclinacion de una recta es de 45°. Hallar su ecuacion si 
su distancia del origen es 4. (Dos soluciones.) 

10. Reducir la ecuacion x ™ k a la forma normal, y hallar los valores de 
p y a) para los tres casos: k < 0, k — Q y k > Q. 

11. Reducir la ecuacion y = k a la forma normal, y hallar los valores de 

p y a) para los tres casos: k < 0. k ** 0 y k > Q. 

12. La pendiente de una recta es — 3. Hallar su ecuacion si su distancia del 

origen es 2. (Dos soluciones. ) 

IS. Hallar la forma normal de la ecuaci6n de la recta que pasa por los dos 
puntos A (— 1, 7) y B (4, 2). 

14. Hallar la forma normal de la ecuacion de la recta que es paralela a la 

recta x — 5y + 11 =0 y pasa por el punto A (— 7, 2) . 

15. Hallar la ecuacion de la recta que es paralela a la que tiene por ecuacion 
3x + 2y — 9 = 0 y cuya distancia del origen es 8. (Dos soluciones.) 

16. Hallar la forma normal de la ecuacidn de la recta que es perpendicular a 
la recta 2x — 3y + 7 =* 0 y determina sobre el eje X el segmento — 9. 

17. Los vertices de un triangulo son A (—4, 2), B( —1, 5) y C (2. — 1) . 
Hallense las ecuaciones de las alturas en la forma normal. 

18. Hallar la distancia del origen a cada una de las rectas paralelas 
3 jc + 5y — 11 « 0 y 6 jc -h 10y — 5 * 0. Deducir de este resultado la distan¬ 
cia entre las dos rectas. 

19. Hallar la distancia del origen a cada una de las rectas paralelas 
2x + 3y — 4 — 0 y 6* + 9y + 11 * 0. A partir de esto calcular la distancia 
entre las dos rectas. 

20. La ecuacion de una recta l es x + 3y — 6 = 0. y las coordenadas de un 
punto P son (4, 7) . Hallar la ecuacion de la recra que pasa por P y es paralela 
a /. A partir de este resultado hallar la distancia de P a /. 

33. Aplicaciones de la forma normal. A continuation vamos a 
considerar dos aplicaciones de la forma normal. 

a) Cdlculo de la distancia de una recta a un punio dado . Sea l la 
recta dada y Pi(xi, y i) el punto, y designemos por d la distancia 
de U Pi. Como Pi y l pueden ser cualesquiera en el piano coorde- 
nado, hay seis posiciones relativas posibles de Pi, l y el origen O , 
tal como se indica en la figura 44. (Vdase Art. 2, fig. 2.) 

Supongamos que la forma normal de la ecuacion de l es 

x cos (o + y sen co — p = 0. (1) 

Sea V la recta trazada por Pi y paralela a l , y sea p' la longitud de 
la perpendicular trazada desde el origen a I'. 

Como tendremos ocasidn de tratar con segmentos de recta diri— 
gidos, asignaremos la direccidn positiva a la recta normal trazada 
desde el origen hacia la recta l. Esta direccidn positiva est& indicada 
en la figura 44 por la normal ON que corta a l en el punto A y 
a l 9 en el B . Entonces, en cada uno de los casos , 


d=\AB\. 


( 2 ) 
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La longitud de la normal OA hasta l es siempre positiva, ya que 
tiene la misma direccidn que ON; la longitud de la normal OB hasta 
V es positiva o negativa segun que su direccidn sea la misma o sea 

Y Y 



Fig. 44 


opuesta a la de ON. Como p y p f son siempre numeros no-negati- 
vos (Art. 31), tenemos 

OA = p , | OB | = p'. (3) 

Por la relation fundamental (2) del Articulo 2 para segmentos dirigi- 

dos, tenemos __ _ _ 

AB = AO + OR, 
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de donde 

AB = - OA +OB. (4) 

Portanto, por (3) y (4), tenemos, para las seis posiciones indica- 
das en la figura 44, 

(a) AB = — p + p' > 0, ya que p' > p. 

( b ) AB = — p + p f < 0 , ya que p' < p. 

(c) AB = - p — p' < 0. ^ ^ 

(d) AB = — p + p' < 0, ya que p' < p. 

( e) AB = — p — p'<0. 

(/) AB = — p + p f > 0, ya que p' > p. 

Por el teorema 7, Articulo 31, la ecuacidn de l ' para los casos 
(a), (6), (d) y (/) es 

x cos co + 2/ sen co — p f = 0. '6) 

Para el caso (c), la ecuacidn de V es 

x cos (co - jt) + ?/ sen (co — ji) — p' = 0, 

de donde (ver el Apdndice IC , 3), tenemos 

— x cos co — y sen co — p' = 0. (7) 

Para el caso (e), la ecuacidn de l' es 

x cos (ji + co) + y sen (ji + co) — p' = 0 , 

de donde obtenemos nuevamente la ecuacion (7). 

Como el pun to Pi est& sobre Z', sus coordenadas (an, yi) satis- 
facen (6)y(7),y tenemos, respectivamente, 

xi cos (o + ?/i sen co — p / = 0, 

y — xi cos co — y i sen co — p ' = 0, 

de donde para los casos (a), (6), (d) y (/), 

p f = xi cos co + ?/i sen co , (8) 

y para los casos (c) y (e), 

p'= — an cos co— 2/1 sen to. (9) 

Entonces de (8) y 5(a), 5(b), 5(d) y 5(/), tenemos 
AB = X\ cos co + 2/1 sen co — p ; 


(10) 
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y de (9) y 5 (c), 5 (e ), tenemos el mismo resultado- (10). Por 
tantOj de (2) y (10), tenemos 

d — | xi cos ro + y\ sen to — p |. (11) 

Comparando (1) y (11) , vemos que la distancia buscada d puede 
obtenerse simplemente sustituyendo las coordenadas de Pi en el pri¬ 
mer miembro de la forma normal de la ecuacidn de l . Ahora bien, 
como la ecuacidn de una recta se da ordinariamente en la forma 
general 

Ax + By + C = 0, (12) 

es necesario reducir (12) a la forma normal (teorema 8 , Art. 32), 

Ax + By + C _ 

± V A 2 + B 2 

de manera que , de (11), el valor buscado es 

^ _ I Axi + By\ + C | 

V A 2 + B 2 

Este resultado lo enunciamos como sigue : 

Teorema 9. La distancia d de una recta Ax + By + G = 0 a un 
punto dado Pi(xi, yi) puede obtenerse sustituyendo las coordenadas del 
punto en el primer miembro de la forma normal de la ecuacidn de la recta. 
El valor estd dado entonces por 

A _ |Axi+Byi + C| 

VAHB 2 

Para los fines del segundo problema de este artlculo , sera necesario 
considerar la distancia d del teorema 9 como la longitud del segmento 
de recta perpendicular dirigido de la recta l hacia el punto Pi. En 
este sentido , nos referimos a d como la distancia dirigida. Su signo y 
magnitud estan dados entonces por el signo y longitud del segmento 
dirigido AB \ es decir, 

d = AB. 

Si com paramos ahora cada relacion de (5) con la posicion correspon- 
diente que aparece en la figura 44, observamos que para los casos 
( a ) y (/)> c °n Pi y el origen 0 en lados opuestos de la recta i, 
AB es positiva , mientras que para los cuatro casos restantes, con 
Pi y 0 del mismo lado de i, AB es negativa. Si, en vez de esto, 
La recta l pasa por el origen, se deduce, de la nota del teorema 7, 


“ 6 . 



82 


GEOMETRIA ANALITICA PLANA 


Artfculo 31, que AB es positiva si Pi estd arriba de l y negativa si 
estd aba jo. 

Estos resultados se expresan en conjunto en el 
Teorema 10. La distancia dirigida d de la recta dada 

Ax + By + C = 0 

al punto dado Pi (xi, yi) se obtiene por la fdrmula 
^ _ Axi + Byi -4- C 
±V A 2 + B 2 * 

en donde el signo del radical se elige de acuerdo con el teorema 8, Ar~ 
ticulo 82 . 

Si la recta dada no pasa por el origen , d es positiva o negativa segun 
que el punto Pi y el origen est&n en lados opuestos o del mismo lado 
de la recta . 

Si la recta dada pasa por el origen , d es positiva o negativa segiin 
que el punto Pi est6 arriba o abajo de la recta . 

Ejemplo 1. Hallar la distancia de la recta 3x — 4y -+■ 12 = 0 al punto 
(4, — 1) . Interpretar el signo de la distancia como segmento dirigido. 

Y 



Solucion. La recta y el punto aparecen en la figura 45. Por el teorema 10, 
la distancia dirigida de la recta dada al punto es 


3(4)- 4(- 1) + 12 -_28 

- V-3* + 4* ” 5 


Por tanto, la distancia buscada es *%. El signo negativo indica que el punto y 
el oiigen estan del mismo lado de la recta. 


b) Determinacidn de las ecuaciones de las bisectrices de los dngulos 
suplementarios formados por dos rectais dadas que se cortan. Suponga- 
mos que las ecuaciones de las dos rectas dadas son 

l : Ax + By + C = 0 , 

V : A'x + B'y + C - 0, 


(13) 

(14) 
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y designemos por 1 1 y 1 2 a las bisectrices de los Angulos suplementa- 
rios formados por ellas, como se representan en la figura 46. 

Por Geometria elemental, la bisectriz de un Angulo es el lugar 
geomAtrico de los puntos equidistantes de los lados del Angulo. Por 
tanto, para cualquier punto P(x f y) de la bisectriz, las distancias 
d 1 y d 2 de los lados l y l ' a P son iguales, es decir, 

\di\ = |d 2 |. (15) 


Y 



Ahora bien, la condicidn geomAtrica expresada por (15) nos dice 
simplemente que las distancias di y d 2 son numiricamente iguales, y 
la interpretacidn analltica conducirfa entonces precisamente a la misma 
ecuacidn para ambas bisectrices. Segun esto , se hace necesario consi- 
derar di y d 2 como distancias dirigidas con el fin de hacer una distin- 
cidn entre las bisectrices h y h. 

Para el punto P(x f y) sobre h , P y el origen estan en lados 
opuestos de l, de donde, por el teorema 10, d 1 es positiva. AnAlo- 
gamente, d 2 es positiva, de manera que , para la recta 1 1 , 

di = d 2 . (16) 

Para el punto P(x, y) sobre Z 2 , P y 0 estan en lados opuestos 
de lj pero estAn a un mismo lado de V Por tanto, en este caso 
tenemos 

di = — ds. (17) 

Aplicando el teorema 10 a las ecuaciones (13) y (14), expresa- 
mos la condicidn (16) anallticamente por 

Ax + By + C ___ A'x + B'y + C 
± VA 2 + B 2 ~~ =fc V A' 2 + B'* ’ 


( 18 ) 
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en donde los signos del radical se escogen de acuerdo con el teorema 8, 
Articulo 32 . Por tan to f (18) es la ecuacidn de la bisectriz U . 

An&logamente, de (17) tenemos como ecuacidn de la bisectriz h, 

Ax +By+ C _ A'x + B'y+ Cj 
±'VA 2 +B 2 ± VA' 2 + B* 

Este resultado conduce al siguiente 

Teorema 11. Las ecuaciones de las bisectrices de los dngulos suple - 
mentarios formados por dos rectas que se cortan , Ax + By + C = 0 y 
A'x + B 'y + C' = 0 , son 

Ax + By + C _ A'x + B 'y + C' 

± V A 2 + B 2 ~ ± v'F + B' 2 ’ 

V 

Ax + By + C _ A'x + B'y + C' 

± V A 2 + B 2 ± VA' 2 + B '*' 

en donde los signos de los radicates se escogen de acuerdo con el teorema 8 9 
Articulo 82 . 

EJemplo 2. Los vertices de un triangulo son A( — 2, 3), B(5, 5) y 
C(4, —1). Hallar la ecuacion de la bisectriz del angulo interior ACB. 


Y 



Soluci6n. Sea / (fig. 47) la bisectriz buscada. Por el teorema 3, Articu¬ 
lo 27, las ecuaciones de los lados BC y AC son 

6 jc — y - 25 = 0 y 2x + 3t/ - 5 = 0. 

respectivamente. 

Sea P (x, y) un punto cualquiera sobre l, y representemos por d\ y d% las 
distancias dirigidas de los lados BC y AC, respectivamente, al punto P, 
Entonces, como P y el origen estan del mismo lado de BC y de lados opues- 
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tos de AC, del teorema 10 se dedace que d\ » — d%* Por tanto, por el teo 
rema 11. la ecuacion de la bisectriz l es 

6* — y — 25 2jr 3y — 5 

V6 ! + l V 2» + 3* 

la cual, simplificada, toma la fotma 

(6Vl3 +2\/l7) x - (Vl3 - 3 Vl7) y - 25 i/U - 5 1 /J 7 = 0. 

EJERCICIOS. Gtrupo 12 


Dibujese una figura para cada ejercicio. 

1. Hallar la distancia de la recta 4x — 5y + 10 — 0 al panto P (2, — 3) . 

2. Hallar la distancia dirigida de la recta x + 2y + 7 = 0 al punto 
P(L 4). 

3. Los vertices de un triangulo son A (—4. 1), 3, 3) y C(3, —3). 

Hallar la longitud de la altura del v$rtice A sobre el lado BC y el area del 
triangulo. 

4. Hallar la distancia comprendida entre las rectas paralelas 3x — 4 y + 8«*0 
y 6* - 8y + 9 — 0. 

5. Hallar la distancia entre las rectas paralelas x + 2y — 10 * 0 y 

* + 2y+6 = 0. 

6. Hallar la ecuacion de la paralela a la recta 5* + \2y — 12 =* 0 y distante 
4 unidades de ella. (Dos solaciones.) 

7. La distancia dirigida de la recta 2x + — 10 = 0 al punto P es —3. 

Si la abscisa de P es 2, hallese so ordenada. 

8. La distancia de la recta 4* — 3y + 1 =■ 0 al punto P es 4. Si la orde¬ 
nada de P es 3. hallese su abscisa. (Dos soluciones.) 

9. Hallar la ecuacion de la recta cuyos puntos equidistan todos de las dos 

rectas paralelas I2x — 5y + 3 0 y 12* — — 6 * 0. 

10. En la ecuacion kx + 3y + 5 ■» 0, hallar el valor del coeficiente k de 
manera que la distancia dirigida de la recta que representa al punto (2. — 2) sea 
igual a — 1. 

11. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (3, I) y tal que la 

distancia de esta recta al punto (— 1, 1) sea igual a 2 \/ 2 . (Dos soluciones.) 

12. Hallar las ecuaciones de las bisectrices de los angulos formados por las 
rectas r + y- l= 0y2r-i/ + l»0 ) y demostrar que son perpendiculares 
entre si. 

13. Hallar la ecuacion de la bisectriz del angulo agudo formado por las 
rectas * — 2y — 4=0 y 4* — y — 4*0. 

14. En el triangulo del ejercicio 3. hallar las ecuaciones de las bisectrices de 
los angulos interiores, y demostrar que concurren en un punto. 

15. Demostrar, analiticamente, que en un triangulo cualquiera las bisectri¬ 
ces de los angulos interiores se cortan en un punto que equidista de los tres lados. 
Este punto se llama incentro . 

16. Demostrar, analiticamente, que en un triangulo cualquiera la bisectriz 
de un angulo interior y las bisectrices de los angulos exteriores en los otros dos 
vertices son concurrences. 
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17* Hallar la ecuacion del lugar geometrico de un punto que sc mueve de tal 
mancra que su distancia de la recta 4jc — 3y 4* 12 =* 0 es siempre igual al doble 
de su distancia del eje X. 

18. Hallar la ecuacion del lugar geometrico de un punto que se mueve de tal 
manera que su distancia de la recta 4jc — 3y + 12 — 0 es siempre igual a la mi* 
tad de su distancia del eje Y. 

19. Un punto se mueve de tal manera que la suma de sus distancias de las 
dos rectas Ax + By + C " 0 y A 1 x + B'y + C' * 0 es una constante. De- 
mostrar que su lugar geometrico es una recta. 

20. Hallar la ecuacion del lugar geometrico de un punto que se mueve de tal 
manera que su distancia de la recta jc + 2 ■ 0 es siempre igual a su distancia del 
punto (2, 0). Tracese el lugar geometrico . 

21. Hallar la ecuacion del lugar geometrico de un punto que se mueve de tal 
manera que su distancia de la recta y + 2 =» 0 es siempre igual a su distancia 
del punto (0, 2). Tracese el lugar geometrico. 

22. Hallar la ecuaci6n del lugar geometrico de un punto que se mueve de tal 
manera que su distancia de la recta x — 2 — 0 es siempre 3 unidades mayor que 
su distancia del punto (—1, —3). Trazar el lugar geometrico. 

23. Un punto se mueve de tal manera que su distancia de la recta 

x + y 4* 1 0 es siempre igual a su distancia del punto (— 2, — 1) . Hallar 

la ecuacion de su lugar geometrico. 

21. Hallar la ecuacion del lugar geometrico de un punto que se mueve de tal 
manera que su distancia de la recta jc + 3 ■■ 0 es siempre igual al triple de su 
distancia del punto (2, —4). Trazar el lugar geometrico. 

25. Hallar la ecuacion del lugar geometrico de un punto que se mueve de tal 
manera que su distancia del punto (— 2 , 1) es siempre igual al triple de su dis* 
tancia de la recta y + 4 ^ 0. Trazar su lugar geometrico. 

26. Un punto se mueve de tal manera que su distancia del punto (1, — 1) 
es siempre igual al doble de su distancia de la recta 3jc — 2y + 6 * 0. Hallar la 
ecuacion de su lugar geometrico. 

27. El angulo de inclinacion de cada una de dos rectas paralelas es a. Si 

una de ellas pasa por el punto (a. b ) y la otra por el (h, k ) , demostrar que la 

distancia que hay entre ellas es | (h — a) sen a — (k — b) cos a|. 

28. Hallar el area del trapecio formado por las rectas 3jc — y — 5 = 0, 

jc — 2y 5 = 0, jc + 3y — 20 = 0 y jc — 2y = 0. 

29. Desde un punto cualquiera de la base de un triangulo isosceles se trazan 

perpendiculares a los lados iguales. Demostrar. analiticamente. que la suma de 
las longitudes de estas perpendiculares es constante e igual a la longitud de la 
altura de uno de los vertices de la base sobre el lado opuesto. 

30. Demostrar. analiticamente, que la bisectriz de cualquier angulo de un 
triangulo divide al lado opuesto en segmentos proporcionales a los otros dos 
lados contiguos a los respectivos segmentos. 

34. Area de un tridngulo. Se han anotado previamente varios 
m^todos para determinar el area de un tridngulo dado. Obtendremos 
ahora una fdrmula que permite calcular el area de un triangulo en 
funcidn de las coordenadas de sus vertices. 

Sean A(xi, yi), B(z 2 , yi) y C(x a, yz) los vertices de un tridn¬ 
gulo cualquiera dado (fig. 48). Designemos por h la longitud de la 
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altura de B sobre el lado AC , y por b la longitud del lado AC. El 
Area del triAngulo esta dada por la fdrmula 

K=%bh. (1) 

Por la formula de la distancia entre dos puntos (teorema 2, Ar- 
ticulo 6), 

b - V(xi — x»)* + (yi — y»)*. (2) 


y 



Segun el teorema 3 , Articulo 27, la ecuacidn de AC es 




que puede escribirse en la forma 

(yi — »*) x - (xi - xi) y + xi y z — xz yi = 0. 


Usando esta ultima ecuacion junto con el punto B(x 2 , yi), hallamos, 
por el teorema 9 del Articulo 33 , que 


_ 1 (yi - y*) x% — {x\ - xz) 2/2 + xi 2/3 — X 3 yi 
V(yi — yz ) 2 + (xi x 3 ) 2 


(3) 


Por tan to , de las ecuacion es (1), (2)y (3), tenemos, para Area 
del triAngulo, 

K = | (yi — 2/3) zj — (Xi — Xs)yi+Xiy*- x z yi\. ( 4 ) 
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La expresion que esta dentro de barras en el segundo miembro de (4) 
es el valor absolute del desarrollo del determinante 


xi y i 1 
X 2 y 2 1 

Xs yz 1 

(V6ase nota 2 del teorema 3 , Art. 27.) Eu consecuencia , tenemos : 

Teorema 12 . El drea del tridngulo que tiene por vertices los puntos 
(xi, yi), (x 2 , y 2 ) y (xs, yz) es 


K = K 


xi yi 1 

x 2 y 2 1 , 

x 3 ys 1 


debiendo tomarse el valor absoluto del determinante . 

Si tres puntos diferentes son colineales, pueden ser considerados 
como los vertices de un triangulo cuya area es cero. Por tanto , por 
el teorema 12, si los tres puntos diferentes (xi, t/i), (x 2 , t/ 2 ), (xs, yz) 
son colineales, entonces K = 0 y 


X\ y i 1 
x 2 y* 1 
X 3 yz 1 


= 0 . 


(5) 


Reciprocamente, si (5) es verdadera, K — 0 en el teorema 12. 
y los tres puntos son colineales. 

En consecuencia, tenemos: 

Corolario . Una condicidn necesaria y suficiente para que tres 
puntos diferentes de coordenadas (xi , yi), (x 2 , y 2 ), (x 3 , ya) sean 
colineales es que 


xi yi 1 
x 2 y 2 1 
x 3 y3 1 



35. Ecuaci6n de la recta que pasa por dos puntos, en forma de 
determinante. En la nota 2 del teorema 3 , Articulo 27, obtuvimos la 
ecuacidn de una recta que pasa por dos puntos dados, en forma de 
determinante. Ahora deduciremos esta forma por otro m^todo que 
es importante porque puede usarse para obtener en forma de determi¬ 
nante las ecuaciones de otras figuras geom^tricas. 

To memos para ecuacidn de la recta que pasa por los dos puntos 
dados Pi (xi j 2 / 1 ) y Pa (x 2 , y*) la 

Ax+ By + C= 0. 


( 1 ) 
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Como los puntos Pi y P 2 estan sobre la recta, sus coordenadas deben 
satisfacer la ecuaci6n (1), y tenemos las dos ecuaciones 


Axi +■ Byi + C = 0, 

(2) 

Axz + By2 + C = 0. 

(3) 


Como la ecuacidn buscada es de la forma (1), debemos considerar 
los coeficientes A , B y C como incdgnitas. Sus valores, adem&s, 
deben ser los mismos en las ecuaciones (2) y (3) si la recta pasa 
por Pi y P 2 . Podemos entonces considerar las ecuaciones (1), (2) 
y (3) como un sistema de tres ecuaciones iineales homog£neas con 
tres incognitas, A , B , C . En la ecuaciOn (1), C puede ser cero, 
pero A y B no pueden ser ambas cero. Ahora bien, por Algebra, 
sabemos que para que el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2) 
y (3) tenga una soluciOn dist i nta de cero , es necesario y suficiente 
que el determinante del sistema se anule (Ap &idicelB, 6 ; t eorema), 
es decir, 


x y 1 

xi yi 1 

X 2 yz 1 



(4) 


Vamos a demostrar que (4) es la ecuaciOn buscada. En efecto, 
como xi , yi, z 2 y yz son constantes conocidas, el desarrollo del de¬ 
terminante , por elementos de la primera fila, da una ecuaciOn de la, 
forma (1). Por tanto, (4) es la ecuacidn de una recta. Ademds, 
la ecuacidn (4) se satisface por las coordenadas de Pi y P 2 . Porque , 
si sustitulmos x y y por xi y yi , respectivamente, las filas primera 
y segunda son idOnticas, y el determinante se anula (ApOndice IB , 5 ; 
propiedad4). Andlogamente, si se sustituyen en (4) las coordenadas 
variables x y y por las coordenadas de P 2 , las filas primera y tercera 
quedan idOnticas, y el determinante se anula. 

Este resultado nos dice 

Teorema 13 , La ecuacidn de la recta que pasa por los puntos 
Pi (xi , yi) y P 2 (x 2 , ya) , puesta en forma de determinante , es 


x y 1 

xi yi 1 
xz yi 1 


0 . 


Ejemplo, Escribir, en forma de determinante, ]a ecuacion de la recta que 
pasa por los puntos (— 1, 4) y (3, 1). A partir de ella obtengase la ecuacidn 
en su forma general. 
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Soluci6n. Por cl teorema 13 anterior, la ecuacion es 


x y 1 
-14 1 
3 1 1 


-0. 


Si desarrollamos por los clementos de la primera fila, obtenemos 


4 1 
1 1 


-y 


- 1 1 
3 1 


- 1 4 
3 1 


= 0, 


de donde la ecuacion de la recta, en su forma general, es 

3* + 4y - 13 *0. 


36. Familias de llneas rectas. En el Articulo 29 vimos que una 
recta y su eeuaci6n quedan determinadas perfectamente por dos condi- 
ciones independientes. Por tanto, una recta que satisface solamente 
una condicidn no es una recta tinica; hay infinidad de rectas que la 
cumplen, cada una de las cuales tiene la propiedad comun asociada 
con esa dnica condicidn. De acuerdo con esto podemos formular la 
siguiente 

Definici6n. La totalidad de las rectas que satisfacen una dnica 
condicidn geom£trica se llama familia o haz de rectas . 


Para mejor comprender este nuevo concepto, consideremos primero todas las 
rectas que tienen de pendiente 5. La totalidad de estas rectas forma una familia 
de rectas paralelas, teniendo todas la propiedad co¬ 
mun de que su pendiente es igual a 5. Analitica- 
mente, esta familia de rectas puede representarse por 
la ecuacion 

y = 5x + h, (1) 

en donde k es una constante arbitraria que puede 
tomar todos los valores reales. Asi, podemos obte- 
ner la ecuacion de cualquier recta de la familia asig- 
nando simplemente un valor particular a h en la 
ecuacidn (1) . Recordando la ecuacion de la recta en 
funcion de la pendiente y la ordenada en el origen 
(teorema 2, Art. 27), este valor de k representa 
el segmento que la recta determina sobre el eje Y. 
Las rectas de la familia (1) para k * 2, h 0 y 
k ** — 1 estan representadas en la figura 49. 

Como otro ejemplo, consideremos todas las rec¬ 
tas que pasan por el punto (2, 3). Segun la ecua¬ 
cion de la recta que pasa por un' punto y tiene una 
pendiente dada (teorema 1, Art. 26) esta familia de 
rectas puede representarse, analiticamente, por la ecuacion 

y-3 = A(*-2), 



Fig. 49 


( 2 ) 
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en donde k, la pendiente, cs una constante arbitraria a la que puede asignarse 
cualquier valor real. En la figura 50 se han construido tres rectas de la fami¬ 
lia (2) correspondientes a A = 0, k — 1 y k = — 1. Como k no esta definida 
para una recta paralela al eje Y, la ecuacion (2) no incluye a la recta x — 2 que 
tambien pasa por el punto (2, 3) . La familia de rectas (2) se llama haz de 
rectas de vertice (2, 3) . 


Vemos, considerando ambas familias (1) y (2), que una recta 
de una familia puede obtenerse asignando un valor particular a la 
constante arbitraria k. Teniendo en cuenta su importancia, se le da 
a k un nombre especial; se le llama pardmetro de la familia. 

Y 



Fig. 50 

El concepto de familia de rectas es util en la determinacidn de la 
ecuacidn de una recta particular. El procedimiento consiste , esencial- 
mente, en dos pasos: a) se escribe la ecuackm de la familia de 
rectas de tal manera que satisfaga una condicion dada, y b) se 
determina el valor del parametro de la familia aplicando la otra condi- 
cidn dada. 

Ejemplo 1. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (1, 6) y 
tal que la suma algebraica de los segmentos que determina sobre los ejes coorde- 
nados (intercepciones) cs igual a 2* 

Solucl6n. De la forma simetrica de la ecuacion de la recta (teorema 4, Ar- 
ticulo 27) , la familia de rectas, para cada una de las cuales la suma de los seg¬ 
mentos que determina sobre los ejes coordenados es igual a 2, tiene por ecuacion 

— “f- r—-— = 1. a ^2. (3) 

a 2 — a 

De todas las rectas de la familia (J) , queremos la recta que pasa por el punto 
(1, 6) . Para ello, determinaremos el valor del parametro a de tal manera que 
las coordenadas del punto (l, 6) satisfagan (3). Por tanto, baciendo x = 1 y 
y =* 6 en (3), obtenemos 
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de donde, 
o sea, 


2 — a + 6a = 7 a — a 2 , 
a 7 + 3a + 2 = 0. 


Las rakes de esta ultima ecuacion son a = — 1. — 2, de manera que, en reali- 
dad, hay dos rectas que cumplen con las condiciones especificadas del problema. 

Las ecuaciones de estas dos rectas se obtienen 
Y ahora facilmente de (3) sustituyendo 

a = — 1 y a * — 2 

sucesivamente. AsL para a — 1. tenemos 

. JL _ I 
- 1 + 3 

o sea, 



3jc — t/ -|- 3=0; 
y para a - ~ 2, tenemos 


-2 4 


2x - y +4 = 0. 

En la figura 51 se han representado las dos 
rectas. 


Tiene especial interns la familia de 
rectas que pasan por la intersection de dos 
rectas dadas. Supongamos que las ecuaciones de dos rectas que se 
cortan son 

Aix + Biy+ Ci = 0, (4) 

A*x + B 2 y + C2^0 t (5) 


y sea P i(xi , y i) su punto de interseccidn . Consideremos la ecuacidn 

ki(Aix + Biy + Ci) +kt(A*x+B*y+Ci) = 0, (6) 

en donde fa y fa son constantes arbitrarias que pueden tomar todos 
los valores reales, exceptuando el caso en que ambas sean cero simul- 
taneamente. Vamos a demoslrar que (6) es la ecuacidn de la familia 
de rectas que pasan por Pi. 

Como fa y fa son constantes, la ecuacidn (6) es lineal en las 
variables x y y y y, por tanto , representa una linea recta. Ademds, 
como P](an, ^i) estd sobre ambas rectas (4) y (5), sus coordenadas 
satisfacen sus ecuaciones, de manera que 

A\x\ + Biyi H- Ci = 0, 

Ai Xi + Pa yi + Ca = 0. 


(7) 

( 8 ) 
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Si ahora hacemos en (6) x = x\ y y = y \, hallamos, en vista 
de (7) y (8), que 

ki • 0 + * 0 = 0 , 

que es verdadera para todos los valores de fci y k 2 . Por tanto, la 
ecuacidn (6) representa toda3 las rectas que pasan por Pi(xi, y i), 
punto de intersection de las rectas (4) y (5). En particular, para 
k\ 0 7 hi = 0, obtenemos la recta (4) de (6), y de hi = 0, k 2 ^ 0, 
obtenemos la recta (5). 

En general, sin embargo , no nos interesa obtener las rectas (4) y 
(5) a partir de (6). Podemos, por ejemplo, eliminar la recta (5) 
de la familia (6) especifieando que ki puede tomar todos los valores 
reales excepto cero. Bajo esta hipdtesis podemos dividir la ecuacidn (6) 

k 2 

por ki , y si reemplazamos la constante ^ por k , (6) toma la forma 
mas simple 

Aix + B x y + Ci+ k(A 2 x + B*y + Ct) = 0, (9) 

en donde el parametro k puede tomar todos los valores reales. La 
ecuacidn (9) representa entonces la familia de todas las rectas que 
pasan por la interseccidn de las rectas (4) y (5), con la tinica excep¬ 
tion de la recta (5). 

La importancia de la forma (9) esta en que nos permite obtener 
la ecuacidn de una recta que pasa por la interseccidn de dos rectas 
dadas sin tener que buscar las coordenadas del punto de interseccidn . 


Y 



EJemplo 2. Hallar la ecuacion de la recta de pendiente — 3 y que pasa por 
la intersection de las rectas 4x 4* — 13 * 0 y 3x — 7y f 3 = 0. 
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Soluci6n. La familia de rectas que pasan por el punto de interseccion de las 
rectas dadas esta representada por la ecuacion 

4x -f 2y — 13 + k (3jc — 7y + 3) = 0- 

que puede escribirse en la forma general 

(4 + 3k) x +(2 - 7k)y - 13 + 3k « 0, (10) 

cuya pendiente es — ^ ♦ Como la pendiente de la recta buscada es igual 

a — 3, tendremos: — = — 3, de donde 4 + 3/j = 6 — 2\k y k = yi 

2 — 7k 

Sustituyendo este valor de k en (10) , tenemos, para ecuacion de la recta 
buscada, 

JZ_* + -£y-lL = 0 , o sea, 3x + y - 9 = 0. 

4 1Z 4 

Esta recta es la que aparece de trazos en la figura 52. 

NOTA. Este metodo de parametros lo usaremos tambien mas adelante en 
conexion con otras curvas, en donde sus ventajas y su simplicidad relativa seran 
aun mas marcadas. 


E JERCICIOS. Grupo 13 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Escribir la ecuacion de la familia de rectas que son paralelas a la recta 
2x — 7y + 2 = 0. Dibujense tres elementos de la familia, especificando en cada 
caso el valor del parametro. 

2. Escribir la ecuacion de la familia de rectas que son perpendiculares a la 
recta 3x + 2y — 7 = 0. Dibujense tres elementos de la familia, especificando 
en cada caso el valor del parametro. 

3. Escribir la ecuacion de la familia de rectas tangentes a un circulo cuyo 
centro esta en el origen y cuyo radio es igual a 4. Dibujense tres elementos de la 
familia, especificando en cada caso el valor del parametro. 

4. Establecer una propiedad comun para todas las rectas de cada una de las 
siguientes familias: 

a) 5x + 4y — k = 0. b) y — 3 = k (x + 4) . 

c) y^kx + 7. rf) f + 'fc" 1 * fc ^°- 

5. Determinar el valor del parametro k de manera que la recta de la familia 
kx — y + 8 = 0 que le corresponda pase por el punto (— 2, 4) . Hallar la 
ecuacion de la recta. 

6. Determinar el valor del parametro k de manera que la recta de la familia 
3jc — /ey — 7 = 0 que le corresponda sea perpendicular a la recta 7x -\~4y — 11 — 0. 
Hallado el parametro, escribase la ecuacidn de la recta. 

7. Determinar el valor del parametro c para que la recta de la familia 
cx + 3y — 9 = 0 que le corresponda, determine sobre el eje X un segmento 
igual a - 4. Hallar la ecuacion de la recta. 
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8. Determinar el valor del parametro k correspondiente a la recta de la 
familia 5x — 12 1 / + k = 0 cuya distancia del origen es igual a 5. Teniendo el 
parametro. hallese la ecuacion de la recta. (Dos soluciones.) 

9. La ecuacion de una familia de rectas es 2x + 3y + k = 0. El producto 
de Ios segmentos que una recta de la familia determina sobre los ejes coordenados 
es 24. Hallese la ecuacion de la recta. (Dos soluciones.) 

10. Usando el metodo del parametro, hallar la ecuacion de la recta que pasa 
por el punto (2, — 3) y es paralela a la recta 5x — y + 11 =0. 

11. Por el metodo del parametro hallar la ecuacion de la recta que pasa por 
el punto (2, — 1) y es perpendicular a la recta 7x — 9y + 8 = 0. 

12. La suma de los segmentos que una recta determina sobre los ejes coorde- 
nados es igual a 3. Por el metodo del parametro hallar la ecuacion de la recta 
sabiendo que contiene al punto (2, 10). (Dos soluciones. ) 

13. La diferencia de los segmentos que una recta determina sobre Ios ejes 
coordenados es igual a 1. Por el metodo del parametro hallar la ecuacidn de la 
recta si debe pasar por el punto (6, — 4) . (Dos soluciones. ) 

14. El producto de los segmentos que una recta determina sobre los ejes 
coordenados es igual a — 6. Por el metodo del parametro hallar la ecuacion de 
la recta si su pendiente es igual a 3. 

15. Una recta pasa por el punto A ( — 6, 7) y forma con los ejes coordena¬ 
dos un triangulo de area igual a 10 Hallar su ecuacion. 

16. Una recta pasa por el punto A (2, ^4) y forma con los ejes coordenados 
un triangulo de perimetro igual a 12. Hallar su ecuacion. Compruebese el 
resultado por otro metodo. 

17. La distancia de una recta al origen es 3. La recta pasa por el punto 
(3 V 5, —3). Hallar su ecuacion. 

18. La suma de los segmentos que una recta determina sobre los ejes coorde¬ 
nados es igual a 10. Hallar la ecuacion de la recta si forma con los ejes coor¬ 
denados un triangulo de area 12. 

19. Una recta pasa por el origen y por la interseccion de las rectas 

3x + 2y — 14 = 0 y x — 3t/ — 1 = 0. Hallar su ecuacion, sin determinar el 

punto de interseccion. 

20. Una recta pasa por el punto A (—2, 3) y por la interseccion de las 

rectas * + 5y + 2 = 0 y 3x + 4y — 5*0. Hallar su ecuacion sin determinar 

su punto de interseccion. 

21. Una recta pasa por la interseccion de las rectas de ecuaciones 
3x + 2y + 8 = 0 y 2x — 9y — 5 = 0. Hallar su ecuacion sabiendo que es para¬ 
lela a la recta 6* — 2 y -f 11 =0. 

22. Una recta pasa por la interseccion de las rectas de ecuaciones 
7x — 2y = 0 y 4jc — t/ — l=0yes perpendicular a la recta 3x + 8y — 19 = 0. 
Hallar su ecuacion. 

23. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por la interseccion de las dos 

rectas 3x + y — 9 = 0, 4x — 3y + 1 = 0 y cuya distancia del origen es 2. 

24. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por la interseccion de las dos 

rectas 3x — 4y = 0. lx — 5y + 7 = 0 y forma con los ejes coordenados un 

triangulo de area 8. 

25. Una recta pasa por el punto de interseccion de las rectas 2x — 3y — 5 = 0 
y x + 2y — 13 = 0 y el segmento que determina sobre el eje X es igual al doble 
de su pendiente, Hallar la ecuacion de dicha recta. 
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37. Resumen de resultados. En el Artlculo 12 se dio un resu- 
men , en forma tabular, de los principales resultados obtenidos en el 
primer capitulo. Se recomienda al estudiante quo haga una tabla 
semejante en que aparezcan las caracteristicas y propiedades de la 
recta tal como se han presentado en este capitulo. 

El lector habrd notado que muchos problemas pueden resolverse 
por dos o mas mdtodos diferentes. Es una buena practica comprobar 
una solution usando un mdtodo diferente. Los ejercicios del grupp 14 
son problemas generates sobre la recta y se recomienda resolverlos por 
mas de un mdtodo en los casos en que esto sea posible. 

EJERCICIOS. Grupo 14 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Hallar, por tres metodos diferentes, el area del triangulo cuyos vertices 
son A (— L 1) P B (3, 4) y C (5, - 1) . 

2. Hallar el punto de interseccion de las bisectrices de los angulos interiores 
del triangulo del ejercicio 1. 

3. Hallar la ecuacion de la recta de Euler para el triangulo del ejercicio 1. 
(Veasc el ejercicio 26 del grupo 10, Art. 30.) 

4. Demostrar que las medianas del triangulo del ejercicio 1 lo dividen en 
seis triangulos de igual area. 

5. Una recta pasa por el punto de interseccion de las dos rectas 
2je + 3t/ + 1 = 0 y 3 jc — 4* 11 = 0 y tambien por la interseccion de las rec- 
tas x — 3y + 7 = 0, 4x 4* y — 11 = 0. Hallese la ecuacion de la recta sin deter- 
minar los puntos de interseccion. Compruebese el resultado hallando los puntos 
de interseccion. 

Demostrar, analiticamentc, que las bisectrices de los dos angulos suple- 
mentarios formados por dos rectas cualesquiera que se cortan, son perpendicu- 
lares entre si. 

7. La ecuacion (2) del Articulo 36 para la familia de rectas que pasan por 
el punto (2, 3) no incluye a la recta * = 2. Obtengase otra forma de la ecua- 
ci6n de la misma familia, que si induya a la recta x — 2. 

8. La base de un triangulo tiene una posicion fija, y su longitud es cons- 
tante e igual a a . La diferencia de los cuadrados de las longitudes de los otros 
dos lados es constante e igual a b 2 . Demuestrese que el lugar geometrico del ver- 
tice es una linea recta, 

9. Las ecuaciones de tres rectas son 

Aix+Biy4*Ci = 0 , A 2 ^ 4 ^ 2 t/ 4 'C 2 = 0 y Aa* 4 ‘£ 3 y 4 'C 3 = 0 . 

Si existen tres constantes, diferentes de cero, k it k 2 y k 3 , tales que la 
ecuacion 

ki(Aix 4* B\y 4* Ci) 4 k 2 (A 2 x + B 2 y + C 2 ) 4- k 3 (A z x 4* 4* C 3 ) = 0, 

se verifica para todos los valores de x y y, demuestrese que las tres rectas son 
concurrentes. 
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10. Sin hollar su punto de interseccion, demostrar que las tres rectas 
3x -f 4y 4- 14 * 0, 2x — y — 9 = 0 y 7x -b 3y + 1 ■■ 0 son concurrentes. 
(Vease ejercicio 20 del grupo 10, Art. 30.) 

11. Demostrar, por dos metodos diferent:s, que los puntos A (1, 2) y 
B (4, — 3) estan de lados opuestos de la recta 2x + 5y — 10 = 0. 

12. Determinar el valor de la constante b para que las tres rectas 

8x + ly — I = 0, 3jc + by — 3 = 0 y x — 5y + 16 — 0 

sean concurrentes. 

13. Demostrar, anali ticamente, que las bisectrices de dos angulos exteriores 
de cualquier triangulo forman un angulo igual a la mitad del tercer angulo 
exterior. 

14. Las ecuaciones de los lados de un triangulo son 

be , ac „ ab 

y - ax - —, y = bx — — y y = cx - —. 

Demostrar que el area del triangulo esta dada por l g j (a — b) ( b — c) (c — a) ]. 

15. Demostrar que la recta 4x + 3y — 40 = 0 es tangente al circulo cuyo 
radio es 5 y cuyo centro es el punto C (3, 1) . Hallar las coordenad^.s del punto 
de tangencia. 

16. Un circulo tiene su centro en el punto C (— 2, — 4) . Sabiendo que es 
tangente a la recta x + y + 12 = 0, calcular el area del circulo. 

17. Deducir una formula para la distancia entre dos rectas paralelas 

Ax + By 4- C = 0 y Ax + By + C ; = 0, C ^ C 

18. Determinar los valores de fti y A 2 para que las dos ecuaciones 

k 1 x — 7y + 18 = 0 y 8x — A 2 1 / + = 0 

representen la misma recta. 

19. Consideremos el angulo comprendido entre dos rectas, derinido como 
en la definicion 1 del Articulo 8, de manera que a sea el angulo formado por la 
recta dirigida / y la parte positiva del eje X y |3 el angulo que forma / con 
la partr positiva del eje Y . Entonces a y (3 se llaman angulos directores de /, 
y cos a y cos |3 se llaman cosenos directores . Demostrar que cos 2 a + cos 2 (3 = 1. 

20. Sean a j, |3i y a 2 , P 2 , respectivamente, los angulos directores de las 
rectas dirigidas l\ y / 2 . Entonces, si 6 es el angulo formado por h y / 2 , de- 
muestrese que cos 6 — cos ai cos a 2 + cos (3 t cos (3 2 . 

21. Sea / una recta no paralela a ninguno de los ejes coordenados, y sean 
a y p sus angulos directores. Si / contiene al punto (xi, yi) , demuestrese 
que su ecuacion puede escribirse en la forma 

x — xi ^ y — y\ 
cos a cos p 

22. Si (xi, yi) son las coordenadas de un punto que esta arriba de la recta 
Ax + Bu + C = 0, B 0, demuestrese que 

Ax 1 + Byi + C > 0, A B > 0, 
y Axi + Byi + C < 0. si B < 0. 

23. Si (xi, y 1 ) son las coordenadas de un punto que esta abajo de la recta 
Ax + By + C = 0, B 0, demuestrese que las desigualdades del ejercicio 22 
se invierten. 

Lehmann. — 7. 
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24. Demostrar que el area del triangulo formado por el eje Y y las rectas 
if ** mix + bi y y » + 62 esta dada por 


1 it* ~ *»> a 

2 | m a - mi | ' 


mi F* m2. 


25. Si mi, m 2 y m 3 son diferentes, demostrar que una condicion necesaria 
y suficience para que las tres rectas y - mix + 61, y « m 2 X + 5a y y = max-h 6a 
sean concurrentes es 


mi 62 ~ m2 61 — m3 62 + m3 61 — mi 63 + m2 63 *» 0. 



CAPITULO IV 


ECUACION DE LA CIRCUNFERENCIA 


38. Introduccion. Despues de la recta, la linea mas familiar al 
estudiante es la circunferencia, pues la conoce desde sus priineros 
estudios de Geometrla elemental. En el Artfculo 22 hemos conside- 
rado la circunferencia coino un ejemplo especlfico de lugar geomdtrico. 
En este capltulo haremos un estudio detallado de la ecuacion de la 
circunferencia y deduciremos algunas de sus propiedades especiales. 

39. Ecuaci6n de la circunferencia; forma ordinaria. La ecuacion 
de la circunferencia se obtendra a partir de la siguiente 

Definici6n. Circunferencia es el lugar geomdtrico de un punto 
que se mueve en un piano de tal manera que se conserva siempre a una 
distancia constante de un punto fijo de ese piano. 

El punto fijo se llama centro de la circunferencia, y la distancia 
constante se llama radio . 

Teorema 1 . La circunferencia cuyo centro es el punto (h , k) y 
cuyo radio es la constante r, tiene por ecuacidn 

(x — h) 2 + (y - k) 2 = r 2 . 

Demostraci6n. Sea P(x, y) (fig. 53) un punto cualquiera de 
la circunferencia de centro C(A, k) y radio r. Entonces, por defini- 
cidn de circunferencia, el punto P debe satisfacer la condicidn geo- 
m^trica 

\CP\ = r, (1) 

la cual, por el teorema 2 del Artlculo 6, esta expresada, analltica- 
mente , por la ecuacidn 


de donde, 


V(x - hy + {y — ky = r, 
(*-*)*+ (y-ky-r*. 


(2) 
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Recfprocamente , sea Pi(x 1, yi) un pun to cualquiera cuyas coor- 
denadas satisfacen la ecuacidn (2), de manera quc se verifica la 
igualdad 

(x\ — h) 2 + ( yi — k) 2 = r 2 . 

De aqui se deduce , extrayendo la raiz cuadrada, 

V (Xi - hy + (yi — /c) 2 = r, 

que es hi expresidn analitica de la condicidn gcometrica (1) aplicada 
al punto Pi. Por tanto, demostrados los teoremas directo y red- 
proco , resulta que (2) es la ecuacidn buscada. 


y 



Para el caso particular en que el centro C esta en el ovigen, 
h = k = 0, y tenemos : 

Corolarto . La circunferencia de centro en el origen y radio r tiene 
por ecuacion 

x 2 + y 2 = r. (3) 

NoTAS. 1. La ecuacion (2) se conoce como la ecuacion ordinaria o forma 
ordinaria de la ecuacion de una circunferencia. En general, designaremos como 
forma ordinaria aquella ecuacion de una curva que nos permita obtener mas 
rapida y facilmente sus caracteristicas importantes. Asi, por ejemplo, en el 
caso de la ecuacion (2) podemos obtener, inmediatamente, las coordenadas del 
centro y el radio. 

2. El tipo mas simple de la ecuacion ordinaria de una curva se denomina 
frecuentemente forma canonica . Por tanto, la ecuacion (3) es la forma cano- 
nica de la ecuacion de una circunferencia. 
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Pdf el teorema 1 observamos que, si ee conocen las coordenadas 
del centro y la loDgitud del radio, la ecuacion puede escribirse inme- 
diatamente. Esto sugiere un metodo para obtener la ecuacion de una 
circunferencia en cualquier problema dado ; todo lo que se necesita es 
obtener la^ coordenadas del centro y la longitud del radio a partir de 
las condiciones dadas. La construccion de una circunferencia, en 
Geometria elemental, implica la determination del centro y el radio ; 
el metodo all! empleado, aunque no siempre es el mas corto , puede 
usarse para obtener en Geometria analitica la ecuacion de una circun¬ 
ferencia . 

Ejemplo. Hallar la ecuacion de la circunferencia cir^unscrita ?1 triangulo 
cuyos vertices son Pi (— 1, 1) , P 2 (3, 5) y P 3 (5, — 3) . 


Y 



Fig. 54 


Solucl6n. La construccion de la circunferencia que pasa por los tres puntos 
dados es un problema conocido de la Geometria elemental. El metodo consiste 
en construir las mediatrices y l 2 , respectivamente, de dos cualesquiera de 
los lados, digamos P 1 P 2 y P 2 P 3 (fig- 54). La interseccion C de U y l 2 es 
el centro y la distancia de C a uno cualquiera de los puntos P 1 , P 2 . P 3 es el 
radio. Ahora determinaremos la ecuacion de la circunferencia siguiendo este 
mismo metodo analiticamente. 

Por los metodos del Capitulo III, se puede demostrar rapidamente que las 
ecuaciones de las mediatrices /1 y son x + y “ 4 y x — 4y =* 0, respectiva- 

10 4 

mente. La solucion comun de estas dos ecuaciones es x — y = y, de ma* 

nera que las coordenadas del centro C son ^-y-, 
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Por el teorema 2 del Articulo 6, el radio esta dado por 

Por tanto, por el teorema 1 anterior, la ecuacion buscada es 

/ 16 V./ 4\2 442 

Se recomienda al estudiante que verifique el hecho de que las coordenadas de 
los puntos Pi, P 2 Y P 3 satisfacen la ecuaci6n hallada de la circunferencia. 


EJERCICIOS. Grupo 15 


Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Escribir la ecuacion de la circunferencia de centro C(— 3, — 5) y 
radio 7. 

2. Los extremos de un diametro de una circunferencia son los puntos 
A (2. 3) y B(— 4, 5). Hallar la ecuacion de la curva. 

3. Hallar la ecuacion de la circunferencia cuyo centro es el punto C (7, - 6) 
y que pasa por el punto A (2, 2) . 

4. Hallar la ecuacion de la circunferencia de centro C (2, — 4) y que es 
tangente al eje Y. 

5. Una circunferencia tiene su centro en el punto C(0, — 2) y es tangente 
a la recta 5x — I2y + 2=0. Hallar su ecuacion. 

6. Hallar la ecuacion de la circunferencia cuyo centro csel punto (—4, — I) 
y que es tangente a la recta 3j*r -f- 2^ — 12 = 0. 

7. La ecuacion de una circunferencia es (x — 3) 2 + (y + 4) 3 * 36, 
Demostrar que el punto A (2, “5) es interior a la circunferencia y que el 
punto B(—4, 1) es exterior. 

8. Hallar la ecuacion de la circunferencia de radio 5 y cuyo centro es cl 
punto de interseccion de las rectas 3x — 2t/ — 24 = 0, 2x + 7y + 9 = 0. 

9. Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por el punto A (7, — 5) 

y cuyo centro es el punto de interseccion de las rcctas 7 x — ( )y — 10 = 0 y 
2 ,v — -f- 2 = 0. 

10. Una cuerda de la circunferencia x 2 + y 2 = 25 esta sobre la recta cuya 
ecuacion es x — 7y -f- 25 = 0. Hallesc la longitud de la cuerda. 

11. Hallar la ecuacion de la mediatriz de la cuerda del ejcrcicio 10, y demos- 
trar que pasa por el centro de la circunferencia. 

Los ejercicios 12*16 se refieren al triangulo cuyos vertices son A(— I, 0), 
B( 2, %) y C(5. 0). 

12. Hallar la ecuacion de la circunferencia cuyo centro es el vertice A y que 
es tangente al lado BC. 

13. Hallar la ecuacion de la circunferencia circunscrita al triangulo. 

14. Hallar la ecuacion de la circunferencia inscrita al triingulo. 

15. Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos medios 
de los lados del triangulo. 
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16. Demostrar que la circunferencia del ejercicio 1 5 pasa por los pies de las 
alturas del triangulo. 

17. Hallar la ecuacion de la circunferencia cuyo centro esta sobre el eje X y 
quejiasa por los dos puntos A (1,3) y B (4. 6) . 

(18 J Hallar la ecuacidn de la circunferencia cuyo centro esta sobre el eje Y y 
qu^pasa por los puntos A (2. 2) y B (6, — 4) . 

Una circunferencia pasa por los puntos A (—3. 3) y B(l, 4) y su 
centto esta sobre la recta 3 jc — 2t/ — 23 — 0. Hallese su ecuacion. 

(20 y Las ecuaciones de los lados de un triangulo son 9x + 2y + 13 = 0, 
3x 1r8y — 47 * 0 y x — y — 1*0. Hallar la ecuacidn de la circunferencia 
circjinscrita. 

[21 j La ecuacion de una circunferencia es x *+(/*“ 50 El punto medio de 
una cuetda de e*ta circunferencia es el punto (— 2. 4). Hallar la ecuacion de la 
cuenjU. 

(22^) La ecuacion de una circunferencia es (x — 4) 2 + (y —3) 2 *»20. 

Hater la ecuacion de la tangente a este circulo en el punto (6. 7). 

(23} La ecuacion de una circunferencia es (x + 2 ) 2 + (y — 3) 2 — 5. 

Hallar la ecuacion de la tangente a la circunferencia que pasa por el punto 
(3,3). (Dos soluciones.) 

(jS4) Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por el punto A (7, —5) 

y es tangente a la recta x - y — 4 — 0 en el punto B (3. — 1) . 

25. Hallar la ecuacion de la circunferencia cuyo centro esta sobre la recta 
6x + 7y — 16 = 0 y es tangente a cada una de las rectas 8x + 15y + 7 ® 0 y 
3x — 4y — 18 — 0. (Dos soluciones.) 


40. Forma general de la ecuacidn de la circunferencia. Si des- 
arrollamos la ecuacidn ordinaria 


(x-A) 2 + (y - fc) 1 - r 2 , (1) 

oblcnemos 

x 2 + y 2 — 2 hx — 2 ky + h 2 + k 2 — r 2 « 0 , 


lo cual puede cscribirsc en la forma 


en donde 

D = 


x* + y 2 + Dx + Ey + F = Q, 

2 h , E = -2k y F = h l + k'-r\ 


( 2 ) 


Se deduce, por lo tan to, que la ecuacidn de una circunferencia 
cualquiera puede cscribirsc en la forma (2), llamada forma general de 
la ecuacion de la circunferencia. El problema que se presenta ahora 
es averiguar si, reciprocamentc, toda ecuacion de la forma gene¬ 
ral (2) representa una circunferencia. Para contestar esta pregunta , 
pasarenios de la forma (2) a la forma (1) empleando el m^todo de 
completar cuadrados. Ordenando los t^rminos de (2), resulta 


(z 1 + Dx) + (y 2 + Ey) = - F ; 
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D 2 E* 

y sumaDdo — + — a ambos miembros, obtenemos 


(‘ 

de donde, 


2 + Dx + ^ + (y 2 + Ey + E * 


)- 


D 2 + E 2 - W 


(-*)'* (>*!)' 


4 / 4 

D 2 + E 2 - 4 F 


(3) 


Comparando las ecuaciones (1) y (3) , vemos que dependc del valor 
del segundo miembro de (3) el que (3) represente o no una circunfe- 
rencia. Hay tres casos posibles por considerar : 

a) Si D 2 + E 2 — 4F > 0, la ecuacidn (3) representa una cir- 

cunferencia de centro en el punto H- -i) y radio igual a 
V Z)* + E 2 - 4 F. 


b) Si D 2 + E 2 — 4F = 0, la ecuacion (3) se dice, con frecuen- 
cia , que representa una circunferencia dc radio cero ; se dice tambi&i 
que es un circulo punto o drculo nulo. Desde nuestro punto de vista , 
sin embargo, la ecuacion (3) representa un solo punto do coorde- 


nadas 


( 


D 

2 9 2 ) 


c) Si D 2 + E 2 — 4F < 0, la ecuacidn (3) se dice que representa 
un circulo imaginario. En nuestra Geometria real, sin embargo, la 
ccuacidn (3) no representa , en este caso , un lugar geometrico . 

Aunque el caso (6) puede considerarse como un caso limitc del 
caso (a), en adelante consideraremos que una ecuacion representa 
una circunferencia solamente en el caso (a), Por tan to , tenemos el 
siguiente 

Teorkma 2. La ecuacion x 2 + y 2 + Dx + Ey + F = 0 representa 
una circunferencia de radio diferente de cero, solamente si 


D 2 + E 2 - 4 F > 0. 


Las coordenadas del centro son , evAonces , 
e.s \i\ ; D 2 + E 2 — 4 F. 




y el radio 


NOTA. Si se da la ecuacion de una circunferencia en la forma general, se 
aconseja al estudiante que no proceda mecanicamente, usando las formulas 
dadas en el teorema 2. para obtener el centro y el radio. En vez de esto, es con- 
venienti que reduzca la ecuacidn a la forma ordinaria por el metodo de comple- 
tar cuadrados, tal como se hizo en la deduccion del teorema mismo. 
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Ejemplo. Reducir las tres ecuaciones siguientes a la forma ordinaria de la 
ecuacion de la circunferencia. Si la ecuacion representa una circu nferencia, 
hallense su centro y su radio. 

a) 2x 2 + 2y 2 - 10 jc + 6y - 15 = 0. 

b) 36* 2 + 36y 2 + 43* - 108y + 97 = 0. 

c) x 2 + y 2 - Sx + 6y + 29 = 0. 

Solucion. a) Primero dividimos la ecuacion por 2, coeficiente de a--', y 
pasamos el termino independiente al segundo miembro. Esto nos da, despues 
de volver a ordenar los terminos, 

(x* - 5x) + (y 2 + 3i/> - Jl. 

Para completar los cuadrados, sumamos el cuadrado de la mitad del coeficiente 
de x y el cuadrado de la mitad del coeficiente de y a ambos miembros. Esto 
nos da 

que puede escribirse en la forma 

( x “f)’‘' + ( y + T) 2= 10 - 


Por 



tanto, 

-!) 


la ecuacion dada representa una 
y cuyo radio es 4. 


circunferencia 


cuyo centro es 


b) Dividiendo la ecuacion por 36, trasponiendo el termino independiente, 
y volviendo a ordenar los terminos, obtenemos 




Completando los cuadrados, resulta 


de donde, 


(-+WM-’-’- + 7)--S+*+f 


(. + ;)- + (»-y )'-0 

Por tanto, el lugar geomctrico dc la ecuacion ( b) cs el pun to 



t ) Ordenando los terminos y completando los cuadrados, obtenemos 


unico 


de donde, 


U 2 - 8x + 16) + (y 2 + 6y + 9) - - 29 + 16 + 
U - 4) 2 + (y + 3) * = - 4. 


Por tanto, la ecuacion (c) no representa ningiin lugargeometrico real. 



106 


GEOMETRIA ANALITICA PLANA 


41. Determinacion de una circunferencia sujeta a tres condicioncs 
dadas. En la ecuacion ordinaria de la circunferencia (Art. 39), 

(x-h)>+ (?/ — fc) 2 = r 2 , (1) 

hay tres constantes arbitrarias independientes , h , k y r. De man'era 
scmojante, en la ecuacion general (Art. 40), 

x'- + y* + Dx+Ey + F = 0, (2) 

hay tres const-antes arbitrarias independientes, D, E y F. Como la 
ecuacion de toda circunferencia puede escribirse en cualquiera de las 
dos formas (1) o (2), la ecuacidn de cualquier circunferencia par¬ 
ticular puede obtenerse determinando los valores de tres constantes. 
Esto requiere tres ecuaciones independientes, que pueden obtenerse a 
partir de tres condiciones independientes. Por tanto, analiticamente, 
la ecuacion de una circunferencia se determina complctamentc por tres 
condiciones independientes . Geom^tricamcnte, una circunferencia 
qucda, t.ambien, perfectarnente determinada por tres condiciones 
independientes; asi, por ejemplo, queda determinada por tres cua- 
lesquiera de sus puntos. El estudiante debe comparar estas observa- 
ciones con la discusion analoga que sobre la recta dimos en el Artfcu- 
lo 29. Vemos, por lo tanto, que ademas del m6todo estudiado en el 
Articulo 39 tenemos ahora otro m^todo para determinar la ecuacidn 
de una circunferencia. 

Ejemplo 1 . Determinar la ecuacion, centro y radio de la circunferencia 
que pasa por los tres puntos A(— l, 1). £(b 5) y C(5, —3). 

Soluci6n. Este probtema es identico al ejemplo dado en el Articulo 39, 
Supongamos que la ecuacion buscadi es, en la forma general, 

x 2 + y a + Dx + Ext + F - 0. (2) 

en donde las constantes D. E y F deben ser determinadas. 

Como los tres puntos dados estan sobre la circunferencia, sus coordenadas 
deben saiisfacer la ecuacion (2) . De acuerdo con esto, tenemos las tres ecuacio- 
ncs siguientes correspondiendo a los puntos dados: 

{ (- 1. 1), l+l-Z) + £+ f«0. 

(3, 5), 9 + 23 + 3D + 5E + F - 0, 

(5, - 3), 25 + 9 + 5D - 3£ + F = 0. 

que pueden escribirse mas abreviaJamentc asi: 


D — £ — 2, 

3D + 5£ + F - - 34, 
5D - 3£ + F = - 34. 
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La solucion de este sistema de tres ecuaciones nos da 


D = - 


32 

5 


E 



34 

5 


de manera que sustituyendo estos valores en (2) , obtenemos 


o sea, 


2 , 2 32 8 34 n 

Ar*+y’___ x __ y __ = 0 . 


5 jc 2 + 5y» — 32 jc — 8 y — 34 = 0 


como ecuacion de la circunferencia buscada. 

El centro y el radio de obtienen reduciendo la ultima ecuacion a la forma 
ordinaria 


de donde el centro es y el radio es y y/ 442 . 


Ejemplo 2. Hallar la ecuacion, centro y radio de la circunferencia 
que pasa por los puntos (6, 2), (8, 0) y cuyo centro esta sobie la recta 

3* + 7y + 2 = 0. 


Y 



Solucidn. Supongamos que la ecuacion buscada, en la forma ordinaria, es 

(* - />) 2 + (y - *) 2 = r*. (l) 

Como el centro ( h , k) esta sobre la recta 3jc + 7y + 2 — 0, sus coordenadas 
satisfaccn la ecuacion de la recta, y tencmos 


3 h + 7k -F 2 = 0, 


(3) 
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Tambien, como los puntos (6, 2) y (8, 0) estan sobre la circunferencia, sus 
coordenadas debcn satisfacer la ecuacion (1). Por tanto, tenemos las dos 
ecuaciones 

(6 — /?) 2 + (2 — /. ) 2 = r°, (4) 

(8 - h) 2 + k 2 = t\ ( 5 ) 

La solucion del sistema formado por las tres ecuaciones (3) , (4) y (5) con las 
tres incognitas h, k y r da 

h = 4, /.• = - 2, r = 2 \/l. 

Por tanto, la ecuacion buscada es 

(x - 4)2 +(y + 2)2 - 20. 

El centro es el punto (4, — 2) y el radio es 2 v/ 5 . La grafica aparcce en la 
figura 55. 

En el Articulo 35 obtuvimos la ecuacion de la recta que pasa por 
dos puntos dados diferentes en forma de determinante , Por un argu- 
mento semejante , podcmos obtener la ecuacion de !a ci rcunferencia 
que pasa por tres puntos dados, no colineales, Pi(xi, yi) , P 2 (xr, 2/2) 
y P 3 (x 3 , 2/3), en forma de determinante. El resultado esta dado por el 

Teorema 3. La ecuacion de la circunferencia que pisa por tres 
puntos dados no colineales Pi(xi, yi), P 2 (X 2, y 2 ) y P3(x.3, y3) 
viene daia por el determinante 



x 2 + y 2 

X 

y 

1 

xi 5 + yr 

Xi 

yi 

1 

X:'- + y : 2 

x 2 

ya 

1 

xr + 

X 3 

ys 

1 


N 01 A. Esta forma cs util para determinar si cuatro puntos dados estan o 
no sobre una circunferencia. Se dice que talcs puntos son conciclicos . 


E JERCICIOS. Grupo 16 
Dibujar una figura para cada ejercieio. 

En cada uno de los ejercicios 1 -3,-reduciendo la ecuacion dada a la forma 
ordinaria, determinar si representa o no una circunferencia. Si la respuesta es 
afirmativa, hallar su centro y su radio. 

1. 2x~ + 2y2 - 6* + lOy + 7 = 0. 

2. 4* 2 + 4y 9 + 28* - + 53 = 0. 

3. 16* 2 + 16 y°‘ - 64* + Sy + 177 - 0. 

4. Hallar el area del circulo cuya ecuacion es 

9* 2 -h 9 1 /= + 72* - 12y + 103 = 0. 
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5. Hallar la longitud dc la circunferencia cnya ecuacion es 

25x 2 + 25y 2 + 30* - 20y - 62 = 0. 

6. Demostrar que las circunferencias 4x ? + 4y 2 — 16* 4* 12 y + 13—0 y 
12* 2 + 12y 2 — 4S* + 36y + 55 = 0 son concentricas. 

7. Demostrar que las circunferencias x 2 + y 2 + 4* + 6y — 23 = 0 y 
x 2 + y 2 — Sx — 10y + 25 = 0 son tangeutes. 

8. Demostrar, por dos metodos, que las circunferencias 

* 2 + y 2 + 2x - 8y + 13 = 0 y 4* 2 + 4y 2 - 40* + 8y + 79 - 0 
no se cortan. 

En cada uno de los ejercicios 9-11, detcrminar la ecuacion, centro y radio de 
la circunferencia que pasa por los tres puntos dados, usando el metodo del ejem- 
plo 1, Articulo 41. 

9. (0, 0) , (3, 6) , (7, 0) . 

10. (2, -2). (- 1, 4) , (4, 6) . 

11. (4, - 1), (0, - 7). (-2,-3). 

12. Resolver el ejercicio 9 por el metodo del cjemplo del Articulo 39. 

13. Resolver el ejercicio 10 por el metodo del ejemplo 2, Articulo 41. 

14. Resolver el ejercicio )1 usando el determinate del teorema 3, Ar¬ 
ticulo 41. 

15. Por medio del teorema 3, Articulo 41, demostrar que los cuatro pun¬ 
tos (— 1, — 1), (2, 8) , (5, 7), (7, 3) son condclicos. 

16. Resolver el ejercicio 1> ballando la ecuacion de la circunferencia que 
pasa por tres cualesquiera de los punttfs y demostrando despues que las coorde- 
nadas del cuarto punto satisfacen esta ecuacion. 

17. Las ecuaciones de dos circunferencias diferentes son 

* 2 + y 2 + £>** + E\y + F l =0 y * 2 + y 2 + D 2 x 4- £ a y + F 2 = 0. 

Hallar las condiciones que deben satisfacer los coeficientes para que sean concen- 
t ricas. 

18. La ecuacion de una circunferencia es 4x 2 + 4y 2 — 16x + 20y + 25 — 0. 
Hallar la ecuacion de la circunferencia concentrica que es tangente a la recta 

5* — 12y = 1. 

19. Hallar la ecuacion de la tangente a la circunferencia 

x 2 + y 2 + 2x 2y — 39 — 0 

en el punto (4, 5) . 

20. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (11, 4) y es 
tangente a la circunferencia * 2 + y 2 — 8x — 6y = 0. (Dos soluciones.) 

21. Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos 
(— 1, — 4) , (2, — 1) y cuyo centro esta sobre la recta 4x + 7y + 5 = 0. 

22. Una circunferencia de radio 5 es tangente a la recta 3x — 4y — 1 = 0 en 
el punto (3, 2). Hallar su ecuacion. (Dos soluciones.) 

23. Una circunferencia de radio >/ 13 es tangente a la circunferencia 

x 2 + y 2 —* 4x + 2y — 47 *= 0 

en el punto (6, 5). Hallar su ecuaeion. (Dos soluciones.) 
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24. Hallar la ecuacion de ia circunferencia que pasa por el punto (1, 4) y 

es tangente a la circunferencia x 2 + y 2 4- + 2y + 5 = 0 en el punio 

(- 2 . 1 ). 

25. Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por el punto (5, 9) y 
es tangente a la recta x + 2y — 3 = 0 en el punto (1. 1) , 

26. Una circunferencia de radio 5 pasa por los puntos (0, 2), (7, 3). 
Hallese su ecuacion. (Dos soluciones.) 

27. Demostrar, analiticamente, que cualquier recta que pasa por el punto 
(— 1. 5) no puede ser tangente a la circunferencia x 2 -f y 2 + 4* — 6y + 6 = 0. 
Interpretar el resultado geometricamente. 

28. Hallar la ecuacion de la circunferencia cuyo centro esti sobre la recta 
7x — 2y — 1 = 0 y que es tangente a cada una de las rectas 5x — I2y + 5 = 0 y 
4x 4" 3y “ 3 — 0. (Dos soluciones.) 

29. Hallar la ecuacion de la circunferencia inscrita en el triangulo cuyos 
lados son 4x — 3y = 0, 4* + 3y — 8 = 0, y = 0. 

Una circunferencia que es tangente a un lado de un triangulo y a las 
^WTongaciones de los otros dos lados se llama exinscrita al triangulo. Hallar 
las ecuaciones de las tres circunferencias exinscritas al triangulo del ejercicio 29. 
(Vease el ejercicio 16 del grupo 12.) 

31. Determinar el valor de la constante k para que la recta 2x -f- 3y + k — 0 
sea tangente a la circunferencia x 2 + y 2 + 6x + 4y *» 0. 

32. Hallar las ecuaciones de las rectas que tienen de pendiente 5 y son tan- 
gentes a la circunferencia x 2 + y„ 2 — 8x + 2y — 9 = 0. 

33. Desde el punto A (— 2, — 1) se traza una tangente a la circunferencia 
jc 2 + y 2 — 6x — 4y — 3 =» 0, Si B es el punto de contacto, hallar la longitud 
del segmento AB. 

34. Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por el punto (6, 1) y 
es tangente a cada una de las rectas 4x — 3y + 6 = 0, 12* + 5y — 2 = 0. (Dos 
soluciones. ) 

35. Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos 
(— 3. — 1) y (5, 3) y es tangente a la recta x + 2y — 13 = 0. (Dos solu¬ 
ciones. ) 


42. Familias de circunferencias. Ahora consideraremos farnilias 
o haces de circunferencias de la misma manera que en el Articulo 36 
consideramos familias de rectas. En el Articulo 41 demostramos que 
una circunferencia y su ecuacidn se determinan cada una por tres 
condiciones independientes. Una circunfererencia que satisface menos 
de tres condiciones independientes no es, por lo tan to, unica. La 
ecuacion de una circunferencia que satisface solamente a dos condicio¬ 
nes, contiene una constante arbitraria llamada pardmetro. Se dice 
entonces que tal ecuacidn representa una familia de circunferencias de 
un pardmetro . Por ejemplo , la familia de todas las circunferencias 
concentricas cuyo centro comiin es el punto (1,2) tiene por ecuacion 

(*-!)’+ (y- 2) 2 = /; 2 , 

en donde el parametro k es cualquier numero positivo 
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Consideremos ahora el caso important^ de la familia de curvas 
que pasan por las intersecciones de dos circunferencias dadas. Sean 
Ci y C /2 dos circunferencias diferentes dadas cualesquiera, cuyas 
ecuaciones son 


C i: x 2 + y* + Dix+ Eiy + Fi = 0, (1) 

C 2 : x 1 + y 1 + Di x + Ei y + Ft = 0 . (2) 

De (1) y (2) se deduce la ecuacidn 

x 2 + y 2 + Dix + Eiy + Fi + k(x 2 + y*+D 2 x + E 2 y+F 2 ) - 0, (3) 

en donde el parametro /.* puede tomar todos los valores reales. Su- 

pongamos que los cfrculos Ci y Ci se cortan en dos puntos distintos 
Pi (a, yi) y Pi{x 2 , y 2 ). Como las coordenadas (xi, j/i) de Pi sa- 
tisfacen ambas ecuaciones (1) y (2) ; tambidn satisfacen a la ecua¬ 
cidn (3), y 4sta se reduce entonces a la forma 0 + k • 0 = 0, que es 
verdadera para todos los valores de k . An&logamente , las coordena¬ 
das (x 2 , 1 / 2 ) de Pi que satisfacen ambas ecuaciones (1) y (2) satis¬ 
facen tambidn a la ecuacidn (3) para todos los valores de k . Por 
tanto, la ecuacidn (3) representa |a) iamilia de curvas que pasan 
por las dos intersecciones de las circunferencias Ci y C 2 . Para deter- 
minar la naturaleza de las curvas de esta familia, escribimos la ecua- 
cion (3) en la forma 

(A + 1)x 2 +(;+1V+(Di + /D 2 )x+(Pi + /P 2 )2 /+Pi + kF* = 0. (4), 

Si /r = — 1, la ecuacidn (4) se reduce a una de primer grado y , por 
lo tanto, representa una Hnea recta. Pero , para cualquier otro valor 
de k , la ecuacidn (4) representa una circunferencia de acuerdo con 
el teorema 2 del Articulo 40. En particular, para Ic = 0, la ecua¬ 
cidn (4) se reduce a la ecuacidn C 1 . 

La ecuacidn (3 ) es particularmente util para obtener la ecuacidn 
de una curva que pasa por las intersecciones de las circunferencias 
dadas, ya que entonces no es necesario determinar las coordenadas de 
los puntos de interseccidn. 

Ejemplo. Las ecuaciones de dos circunferencias son 
Ci: x 2 + y 2 + 7x - lOi/ + 31 = 0, 
y C 2 : x 2 -f* i/ 2 — x — by -j- 3 = 0. 

Hallar la ecuacidn de la circunferencia C 3 que pasa por las intersecciones de 
Ci y C 2 y tiene su centre sobre la recta /: x — y — 2 = 0. 
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SoluciGn. La circunferencia buscada C 3 es un elemento de la famiha 

* 2 + y 2 + 7x - lOy + 31 + k (x 2 4- y 2 - x - 6y + 3) = 0, (5) 

en donde el parametro k debe determinarse por la condicion de que el centre de 
C 3 esta sobre la recta l . El centro de cualquier circunferencia de la familia (5) 

( 1—7 3/. _i_ 5 \ 

—4-, , , I. Como os- 

2 (/• -hi) k -f* 1 / 

tas coordenadas deben satisfacer la ecuacion de l, tenemos 


h - 7 
2 (k H- 1) 


3/c -L 5 
* + 1 


-2 = 0 , 


de donde /• = — y. Sustituyendo este valor de A* en (5) y simplificando, ob- 
tenemos para ecuacion de C 3 : 


x 2 + y 2 — 7x — 3y — 18 = 0. 


En la figura 56 se han trazado las tres circunferencias Ci, C 2, C 3. y la rec¬ 
ta /. Se deja al estudiante, como ejercicio, la demostracion de que los centros 
de Ci. C 2 y C3 son colineales. 



Consideremos ahora el caso de dos circunferencias C± y C 2 tangentes entic 
si, en el punto P 3 (* 3 * y 3 ) - Por un razonamiento analogo al anterior, en el 
caso de interseccion en dos puntos diferentes, podemos demostrar que, para 
cada valor de k diferente de — 1, la ecuacion (3) representa una circunferencia 
tangente a Ci y C 2 en P 3 . 

Finalmente, consideremos el caso de que Ci y C 2 no tengan ningun punto 
comun. Entonces, las coordenadas de un punto que satisfacen la ecuacion (2) 
no pueden satisfacer la ecuacion (1) y, por lo tanto, no pueden satisfacer la 
ecuacion (3) para ningun valor de k. Analogamente, las coordenadas de un 
punto que satisfacen (1) no pueden satisfacer (2), y, por lo tanto, tampoco 
(3) , para ningun valor de k excepto k - 0, en cuyo caso,. (3) se reduce a (1) . 
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En rcsumen, ninguna circunferencia de la familia (3) r excepto Ci, tiene un 
punto en comun con Ci o C 2 . Aun mas, sea P 4 un punto cualquiera que este 
sobre cualquier elemento de la familia (3), excepto sobre Ci. Acabamos de 
demostrar que P 4 no puede estar sobre Cz> Por tanto, si se sustituyen las 
coordenadas de P 4 en las ecuaciones (1) y (2) , los ptimeros miembros no se 
reduciran a ceto sino que tendran valores diferentes a cero, digamos y k 2 , 
respectivamente. Por lo tanto, si se sustituyen en (3) Us coordenadas de P 4 , 
la ecuacion toma la forma 

*1 + H -2 = 0 , 

de donde k tiene el unico valor — — , Esto significa que hay solamente una 

k 2 

circunferencia de la familia (3) que pasa por el punto £ 4 . Como P 4 se eligio 
como cualquier punto sobre cualquier elemento de (3) , excepto Ci, se de- 
duce que ningun par de circunferencias de la familia (3) tienen un punto en 
comun. 

En los dos primeros casos considerados anteriormente, es decir, cuando 
Ci y C 2 tienen uno o dos puntos comunes, la ecuacion (3) representa una cir¬ 
cunferencia real pata todo valor de k, ya que por lo menos existe un punto del 
lugar geometrico. Pero esto no ocurre cuando C 1 y C 2 no tienen ningun punto 
comun. Entonces no se puede asegurar que la ecuacion (3) represente una cir¬ 
cunferencia real para todo valor de /.*. Si Ci y C 2 no tienen ningun punto 
comun es facil encontrar ejemplos, en los que, para valores especificos de k , la 
ecuacion (3) no representa ninguna circunferencia real. (Ver el ejercicio 18 del 
grupo 17.) 

La recta que pasa por los centros de dos circunferencias no concentricas se 
llama recta de los centros. Es muy sencilio demostrar que todas las circunferen¬ 
cias de la familia (3) tienen su centro en la recta de los centros de Ci y C 2 * En 

efecto, los centros de C 1 y C 2 son ^— Pd, — Y ^ rCS ~ 

pcctivamente, y la ecuacion de la recta que contiene a estos dos puntos es 

2 (Ei - £ 2 ) a' - 2(Dt - Dz) y + D 2 £r — D 1 E 2 — 0. 

la cual se satisface por las coordenadas ( - P PQs , — £ t _ + ^2 \ del cen- 

V 2 (1: -F 1) 2 (J: + 1) / 

tro de cualquier circunferencia definida por (3) . 

Todos los resultados precedcntes se resumen en el siguiente 
Teorema 4. Si las ecuaciones de dos circunferencias dadas cuales - 
quiera Ci y C 2 son 

Ci: x 2 + y 2 + Di x + Ei y -F Fi = 0 , 

C 2 : x 2 + y 2 + D 2 x+Eoy + F, = 0, 

la ecuacion 

x 2 -f y 2 +D lX + E iy + Fi+k(x 2 + y 2 +D 2 x + E 2 y+F 2 ) = 0 

representa una familia de circunferencias todas las cuales tienen sus 
centros en la recta de los centros de Ci y C 2 . 


L«h'nann. — 8. 
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Si Ci y C 2 se cortan en dos puntos diferentes , la ecuacion representa, 
para todos los valores de k diferentes de — 1 } todas las circunferencias 
que pasan por los dos puntos de intersection Ci y C 2 , con W&Lnica 
excepcion de C 2 misma. % 

Si Ci y C 2 son tangentes entre si, la ecuacion representa, para todos 
los valores de k diferentes de - 1, todas las circunferencias que son 
tangentes a Ci y C 2 en su punto comun, con la unica exception de C 2 
misma. 

Si Ci y C 2 no tienen ningun punto comun la ecuacion representa 
una circunferencia para cada valor de k dUerente de — 1, siempre que 
la ecuacion resultante tenga coeficientes que satisfagan las condiciones 
especificadas en el teorema 2 del Arliculo 40 . Ningun par de circunfe¬ 
rencias de la familia tiene un punto comun con ninguna de las dos 
circunferencias Ci y C 2 . 

43. Eje radical. En el artlculo precedente hemos considerado 
dos circunferencias diferentes, Ci y C 2 , de ecuaciones 

Ci : x 2 + y 2 + A x + E lV + Fi - 0, (1) 

C 2 : x 2 + y 1 + D 2 X + E*y + F 2 = 0. (2) 

A partir de eetas ecuaciones formaraos la ecuacidn 

x* + y 2 + Dix + Eiy + Fi + k(x 2 + y'+Dix+E^y+Fi) = 0, (3) 

y la discutimos como ecuacion de una familia de circunferencias para 
todos los valores de k, excepto — 1. Si k = — 1, la ecuacion (3) 
toma la forma 

(Di — A) x + (E\ — ) y + F\ — Fi = 0. (4) 

Si Ci y C 2 , no son concentricas, se verificara D\ Di o Ei ^ E *, 

o ambas, de manera que por lo menos uno de los coeficientes de x y y 
en (4) sera diferente de cero, y la ecuacidn (4) representa entonces 
una linea recta llamada eje radical de Ci y C 2 . 

Si Ci y C 2 se cortan en dos puntos diferentes, se sigue , de la 
discusidn del Articulo 42 , que el eje radical pasa por cstos dos puidos 
y, por tanto, coincide con su cuerda comiin. Si Ci y C 2 son tan¬ 
gentes entre si, su eje radical es la tangente comiin a ambas circunfe¬ 
rencias. Si Ci y C 2 no tienen ningun punto comun y no son conc6n- 
tricas, su eje radical no tiene ningtin punto comiin con ninguna de las 
dos circunferencias. 

Ahora demostraremos que el eje radical de dos circunferencias 
cualesquiera es perpendicular a su recta de los centros. En efecto, 
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en el Articulo 42 vimos que la ecuacion de la recta de los centros 
de Ci y C‘i es 


2 (E i — i? 2 ) x — 2 (Di — 7) 2 ) 2/ 4* T)'i Ei — Di Ei — 0 , 


y Ja pendiente de esta recta es 


Ei — Ei 

D { - Di 


del eje radical , deducida de la ecuacidn 


, si D\ ^ Di. La pendiente 


(4), es 


D\ — Di 
E, - Ei ’ S 


Ei 9 ^ Ei. Como estas pendientes son negativamente reciprocas, se 
sigue que el eje radical es perpendicular a la recta de los centros. 
Si D\ * 7>2, entonces , por la ecuacidn (4), resulta que el eje radical 
es paralelo al eje X , y por la ecuacion anterior, la recta de los cen¬ 
tros es paralela al eje Y ; por tan to , en este caso , el eje radical y la 
linea de los centros tambi£n son perpendiculares entre si. Analoga- 
mente, si Ei =» Ei, el eje radical es paralelo al eje Y y la recta de 
los centros es paralela al eje X ; por lo tanto, son perpendiculares 
entre si. 


Ejemplo 1. Hallar la ecuacion del eje radical de las circunferencias 

Cis 2x 2 +2y 2 + 10* - 6y +9 « 0, (5) 

C 2 : * 2 + i) 2 - 8* - 12 y + 43 = 0, (6) 

y demostrar que es perpendicular a su recta de los centros. 



Soluci6n. Si multiplicamos la ecuacion (6) por 2 y la restamos de la-ecua¬ 
cion (5), obtenemos 


/: 26* + 181/ - 77 = 0 


como ecuacion del eje radical. Su pendiente es — 
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Las coordenadas de los centros Ci y 
y (4, 6), respectivamente, 


K- i) 


C 2 se encuentran facilmente y son 
de manera que la pendiente de la 


recta de los centros es —- ^ s — 


-jy que es negati vamente reciproca de 


la 


4 + (W 

pendiente del eje radical. Por tanto, el eje radical es perpendicular a la recta de 
los centros. Las circunferencias C 1 y C 2 . su recta de los centros y su eje radi¬ 
cal /, se han trazado en la figura 57. 


Para deducir una propiedad importante del eje radical, establece- 
remos el siguiente teorema : 


y 



Teorema 5. Si t es la lovgitud de la tavgente irazada del punto 
exterior Pi(xi, yi) a la circuvferencia (x — h) 2 + (y — k ) 2 = r 2 , 
entonces 

t = V( Xl -T) 2 + (yi — k )* — r 2 . 

Demostraci6n. Sea T (fig. 58) el punto de tangencia, de ma¬ 
nera que t = Pi T. Como Pi T es tangente a la circunferencia, el 
radio CT es perpendicular a Pi T, Por tanto , en el triangulo rectan- 
gulo Pi TC , tendremos : 

e = CPi - r 2 . (7) 

Por el teorema 2, Arlfculo 6 , 

CP, 2 = (z, -h)* +(yi- *)*, 
valor que, sustitufdo en la ecuacidn (7), da 

0 = (xi -h)*+ (yt-ky-r*. 
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de donde, 

t = V (xi — ft) 2 + (y\ — k) 2 — r 2 . 

Nota. Evidentemente, se pueden trazar dos tangentes del punto Pi al 
circulo, pero sus longitudes son iguales, 

Ejemplo 2* Haltar la longitud de la tangente trazada del punto (—3, 2) 
a la circunferencia 9jt 3 + 9y 3 — 30* - I8y — 2=0. 

Soluci6n. Fara aplicar el teorema 5, es necesario hacer que los coeficientes 
de jt 3 y y 3 se an iguales a la unidad. Para ello dividiendo por 9, resulta: 

x'+y’-^j-x- 2y-l«0. 

Sustituyendo * por — 3 y y por 2 en el primer miembro de esta ecuacion, 
obtenemos 

f J = 9 + 4 + 10 - 4 - i - !|2. 


de donde se deduce que la longitud de la tangente es r = -. 


Debe observarsc 


que, si se utilizara la ecuacion de la circunferencia en la forma original, es 
decir, sin dividir por 9, el resultado seria el triple del valor correcto. Se reco- 
mienda al estudiante que dibuje la figura correspondiente a este ejercicio. 


\ Por medio del teorema 5 , podemos demostrar f&cilmente que el eje 
radical de dos circunferencias no concentricas es el Ivgar geometrico de un 
j punto que se mueve de tal manera que las longitudes de las tangentes tra - 
/ zadas desde & a las dos circunferencias son iguales . En efecto, seap. 
^— 6ry €2 laS"aos^ircunferencias no concentricas dadas por las ecuacio- 
nes (1) y (2), respectivamente. Sea P(x, y) el punto mdvil y 
sean t L y tz , respectivamente , las longitudes de las tangentes traza- 
das de P a Ci y C 2 . Entonces, por el teorema 5, 


y 


ti 2 = x z + y 1 + D\ x + #1 y + A , 
U 2 = x 2 + y 2 + Z >2 x -f Ez y + Fz , 


Como , por hip6tesis, U = U , de estas dos ultimas ecuaciones se 
deduce que 

(.Di - D*)x+ (Ei - E'i)y + Fi - F* = 0, 


que, segun (4) , es la ecuacidn del eje radical de Ci y C 2 . Podemos 
demostrar, reciprocameute, que, si Pi (x \, y 1 ) es un punto que esta 
sobre el eje radical, las longitudes de las tangentes trazadas de 
Pi a Ci y C 2 son iguales. 

Los resultados precedentes se resumen en el siguiente 
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Teorema 6 . Si las ecuaciones de dos circunferencias no concert - 
tricas Ci y C 2 son 

Ci : x 2 + y 2 + Di x + Ei y + Fi = 0 , 

C 2 : x 2 + y 2 + D 2 X + Ezy + F 2 = 0, 

la eliminacion de x 2 y y 2 entre estas dos ecuaciones da la ecuacion lineal 
(Di — D 2 )x + (Ei — E 2 )y + Fi — F 2 = 0, 

que es la ecuacion del eje radical de Ci y C 2 . 

Si Ci y C 2 secortan en dos pantos diferenles , su eje radical coincide 
con su cuerda comun; si Ci y C 2 son tangentes entre si, su eje radical 

es su tangente comun , y si Ci y C 2 no tienen ningun panto comun, su 

eje radical no tiene ningun punto comun con ninguno de ellos . 

El eje radical de Ci y C 2 es perpendicular a la recta de los centros; 
es tambien el lugar geometrico de un punto que se mueve de tal mancra 
que las longitudes de las tangentes trazadas por el a Ci y C 2 son 
iguales. 

Consideremos tres circunferencias, de las cuales no hay dos que 
sean conc6ntricas. Cada par tiene un eje radical, y las tres, tomadas 
a pares, tienen tres ejes radicales Si las tres circunferencias no 
tienen una recta de los centros comun, sus tres ejes radicales se cortan 
en un punto llamado centro radical . La demostracidn de la existencia 
del centro radical de tres circunferencias dadas se deja como ejcrcicio 
al estudiante. 


EJERCICIOS. Grupo 17 


Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Escribir la ecuacion de la familia de circunferencias concentricas cuyo 
centro comun es el punto ( — 3, 5) . Dibujar tres elementos de la familia, espe- 
cificando el valor del parametro en cada caso. 

2. Escribir la ecuacion de la familia de circunferencias cuyos centros estan 
sobre el eje Y . Designense los dos parametros por y k. 2 . Dibujense tres 
elementos de la familia conservando a £i constante y asignando a k 2 tres valores 
diferentes. Dibujense otros tres miembros de la familia haciendo que perma- 
nezca constante y asignando a k\ tres valores diferentes. 

3. Escribir la ecuacion de la familia de todas las circunferencias que pasan 
por el origen. Dibujar seis elementos de la familia asignando valores a los dos 
parametros como en cl ejercicio 2. 

4. Determinar la ecuacidn de la familia de circunferencias, cada una de las 
cuales pasa por el origen y el punto (1, 3) . Dibujar tres elementos de la fami¬ 
lia, especificando el valor del parametro en cada caso. 
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Dibujar las dos circunferencias cuyas ecuaciones son 
Ci = x 2 + y 2 + 4* - 8y + 7 = 0 y C 2 = * 2 + y 2 - 16* - 4y + 3 = 0. 


Tambien dibujar tres elementos de la familia Ci + fcC 2 — 0 para valores de k 
diferentes de 0 y — 1, y demostrar quc sus centros estan sobre la recta de los 
centros de Ci y C 2 . 

(ST) Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por el punto A (—8, 5) 
y por las intersecciones de las circunferencias x 2 + y 2 — 8* — 6y + 17 = 0 y 
* 2 ty 2 - 18 * - 4y + 67 - 0. 

(7.) Hallar la ecuacion de la circunferencia que tiene su centro sobre el eje X 
y pasa por las intersecciones de las dos circunferencias dadas en el ejercicio 6. 

(ST) Hallar la ecuacion de la circunferencia que tiene su centro en el eje Y y 
pasa por las intersecciones de las dos circunferencias dadas en el ejercicio 6. 

(9y Hallar la ecuacion de la circunferencia que tiene su centro sobre la recta 
2x + y — 14 — 0 y que pasa por las intersecciones de las circunferencias 

x 2 + V 2 ~ 8x — 4y -j- 11 = 0 y x 2 + y 2 — 4* + 4y — 8 = 0. 


(10.) Hallar la ecuacion de la circunferencia de radio y/ 2 y que pasa por 


las intersecciones delas circunferencias x 2 + y 2 + 2* — 6y — 16 = 0 y 
x 2 — bx -h 2y = 0. (Dos soluciones.) 

QjJ Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por las intersecciones de 
las circunferencias x 2 + y 2 — 6x + 4 = 0, x 2 + y 2 — 2 — 0. y que es tangente 
a la recta x + 3y — 14 = 0. (Dos soluciones.) 

12. La ecuacion de la familia de circunferencias dada en el teorema 4 del 
Articulo 42 no incluye a la ecuacion de C 2 . Usando dos parametros k\ y fc 2t 
escribase la ecuacion de la familia de tal manera que incluya a C 2 . (Vease la 
ecuacion [6] del Articulo 36.) lh que restricciones deben someterse los para¬ 
metros k\ y k .2 ? ^'Que relacion debe existir entre k i y & 2 para obtener la ecua- 
cion_de una linea recta? 

(l3) Demostrar que las circunferencias Ci: x 2 + y 2 — 3x — 6y + 10 = 0 y 
C 2 : x 2 + y 2 - 5 = 0, son tangentes. Hallar la ecuacion de la circunferencia 
tangente a Ci y C 2 en su punto comun y que pasa por- el punto A (7, 2) . 
Demostrar que el centro de esta circunferencia esta sobre la recta de los centros 
de Ci y C 2 . 

(lL) Hallar la ecuacion de la circunferencia tangente a Ci y C 2 del ejerci¬ 
cio T3 en su punto comun y cuyo centro esta sobre la recta 3x + y + 5 = 0. 

15. Hallar la ecuacion de la circunferencia tangente a Ci y C 2 del ejerci¬ 


cio 13 en su punto comun y cuyo radio es 


igual a i-V 5. 


(Dos soluciones.) 


Hallar la ecuacion de la circunferencia tangente a Ci y C 2 del ejerci¬ 
cio 13 en su punto comun y que es tangente a la recta x — 2y — 1 *■ 0. (Dos 
soljidones.) 

( 17 ) Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por el punto A(- 10, —2) 
y por las intersecciones de la circunferencia x 2 + y 2 + 2x — 2y — 32 = 0 y la 
recta x — y + 4 = 0. 

18. Demostrar que las circunferencias Ci = .v 2 + y 2 — 2x — 2y — 2 = 0 
y C 2 = x 2 + y 2 + lOx — 6y + 33 — 0 no se cortan. Demostrar que para 
k * — 2 el elemento correspondiente de la familia Ci + &C 2 * 0 es una circun- 
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ferencia que no corta a ninguna de las dos circunferencias Cj y C 2 . y cuyo cen- 
tro esta sobre la recta de los centros de C 1 y C 2 . Demuestrese, tambien, que no 
exisle ninguna circunferencia real si 1: toma uno cualquiera de los valores 
1, 2, 3. Hallense otros valores de k para los cuales no exista circunferen- 
.ia real, 

19. Hallar la ecuacion del eje radical de las circunferencias 

x 2 + y 2 - 2x - \0y + 10 = 0, 4x 2 + 4y 2 - 32x - I2y + 37 = 0, 

y demostrar que es perpendicular a su recta de los centros. 

20. Hallar la ecuacion del eje radical de las circunferencias 

9x 2 + 9y 2 - 54x - 4Sy + 64 = 0, * 2 + y 2 + Sx - \0y + 37 = 0, 

y demostrar que es perpendicular a su recta de los centros. 

21. Hallar la ecuacion y la longitud de la cuerda comun de las circunferen¬ 
cias x 2 + y 2 — 8y +6 = 0 y x 2 + y 2 — \4x — by + 38 = 0. 

22. Demostrar analiticamente que si dos circunferencias diferentes son con¬ 
centricas, su eje radical no existe. 

23. Hallar la longitud de la tangente trazada del punro P (3, 4) a la circun- 
ferencia 3x 2 + 3y 2 + \2x + 4l/ — 35 = 0. 

24. Hallar la longitud de la tangente trazada del punto P(— 1, 3) a la 
circunferencia 3x 2 + 3y 2 — \4x — I5y +23 =0. 

25. Obtener las coordenadas de un punto que sc encuentre sobre el eje radi¬ 
cal del ejercicio 19, y demostrar que las longitudes de las tangentes trazadas de 
ese punto a las dos circunferencias son iguales. 

26. Las ecuaciones de dos circunferencias no concentricas son Cj = 0 y C 2 -O. 
Demuestrese que el eje radical de cualquier par de circunferencias de la familia 
Ci + kC 2 = 0 es el mismo que el eje radical de Ci y C 2 - 

27. Las ecuaciones de tres circunferencias son 

x 2 + y 2 + Dix + Eiy + Ft = 0, ( = 1,2,3. 

Suponiendo que entre ellas no hay dos que sean concentricas, hallense las ecua¬ 
ciones de sus ejes radicales. Si las tres circunferencias no tienen una recta de 
centros comun, demuestrese que sus ejes radicales se encuentran en un punto 
comun (el centro radical). 

28. Hallar las coordenadas del centro radical de las tres circunferencias 
x 2 + y 2 +2x — 4y “6 = 0, x 2 + y 2 — 4x — 2y = 0 y x 2 + y 2 + 2x + 12y + 3b = 0. 

29. Hallar las longitudes de las tangentes trazadas del centro radical a las 
tres circunferencias del ejercicio 28, y demostrar que son iguales. 

30. Demostrar que las tres circunferencias x 2 + y 2 + lOx + 2y + 17 = 0, 
x 2 + y 2 +4x — 4y + 4 = 0 y x 2 + y 2 — Sx — I6y +71 = 0 no tienen centro 
radical. Explicar el resultado. 

44. Tangente a una curva. K 11 Gcomctna elemental solamente 
se ostudia, en general, la tangente a una curva: la circunferencia. 
La tangente se define como una recta que tiene un solo punto comun 
con la circunferencia. Esta definicidn , suficiente para la circunfercn- 
cia , es inadecuada para las curvas planas en general, pues hay curvas 
planas en las cuales una tangente en un punto corta a la curva en uno 
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o mas puntos diferentes. Por esto , vamos a dar ahora una definition 
de tangente que so apliquc a todas las curvas planas en general. 

Sea la ecuaeion de una curva plana cualquiera C 

fix, y) = 0. (1) 

Sean Pi(xi, yi) y Pifa , yi) (fig. 59) dos puntos diferentes cuales- 
quiera dc C tales que el arco de curva que los une sea continuo ; es 
decir, P 2 puede moverse hatia Pi permaneciendo siempre sobre la 
curva. La recta que pasa por Pi y P 2 se llama secante. Considera- 
remos que Pi es un punto fijo mientras que P 2 se mueve a lo largo 


Y 



de C hacia Pi. Entonccs, a medida que P 2 se aproxima a Pi , la 
secante gira en el sentido contrario al de las manecillas de un reloj en 
torno a Pi y, en general, tiende a una posicidn Hmite representada 
por la recta Pi T que se define como la tangente a la curva C en el 
punto Pi. El punto Pi sc llama punto de tangencia 0 punto de con - 
tado de la tangente. La pendiente de la curva C en el punto Pi se 
define como la pendiente de la tangente a C en Pi. 

Para deterniinar la ecuaeion de la tangente a una curva dada en mi 
punto particular de la curva, se conoce un punto, el punto de con- 
lacto ; por lo tan to, queda por hallar la pendiente de la tangente. La 
pendiente de la secante Pi Pi es 


x\ ^ x 2 


(2) 
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Si C es una curva cualquiera diferente de una linea recta, el valor 
de m H varla a medida que P 2 se aproxima a Pi. DefiniSndose la 
tangente Pi T como la position limite de la secante Pi P 2 a medida 
que P 2 tiende a Pi , se sigue que la pendiente m de la tangente es el 
valor limite de la pendiente m s de la secante dado por (2) , y escri- 
bimos 


m = 


lim 

X 2 ~ ^1 - £2 


) 


(3) 


siempre que, por supuesto, ese limite exista. La determinacidn, 
significado y propiedades de este limite son problemas fundamentales 
del Cdlculo infinitesimal y no seran considerados en este libro. Usa- 
remos, sin embargo, la idea de la coincidencia de dos puntos sobre 
una curva , como se indica en la siguiente discusidn . 

En nuestro estudio no sera necesario obtener la pendiente de una 
tangente calculando el limite expresado pov (3), ya que restringiremos 
nuestro trabajo a la determination de las ecuaciones de tangentes a 
curvas planas represen tadas , analiticamente , por ecuaciones algebrai- 
cas de segundo grado. Tomamos, por lo tan to, (1) como tipo de 
tales ecuaciones y consideramos el sistema formado por esta ecuaeion 
y la ecuaeion de la recta, 

y — mx + k . (4) 

Las soluciones comunes de (1) y (4) son dos y pueden obtenerse 
susiituyendo primero y por mx + k en (1), y resolviendo la eeua- 
cion cuadratica en una variable que resulta, de la forma 

ax 1 +br + c = 0, a^O. (5) 

Las raices de (5) pueden ser reales y desiguaies, reales e iguales o 
complejas (Ap&idicelB, 3) correspondiendo, rcspectivamente, a la 
interpretacion geom^trica de que la recta (4) y la curva (1) se cor- 
ten en dos puntos diferentes, tengan un punto comun o no se corten. 
Para el cuso de interseccion en dos puntos diferentes, la recta (4) es 
una secante de la curva (1). Si, ahora , imaginamos que varian los 
coeficientes de la ecuaeion (4) de tal manera que una de las raices 
reales de (5) se aproxima a la otra , esto equivale , geometricamente, 
a que la secante va variando hasta ocupar la posicidn limite de la tan¬ 
gente, como en la definicidn anterior. De este razonamiento se 
deduce , por lo tanto , que la igualdad de las raices de la ecuacidn (5) 
es una condition para la tangencia de la recta (4) a la curva (1). 
Haremos uso de esta condicion a) determinar las ecuaciones de las 
tangentes a las curvas planas algebraicas de segundo grado. 
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Sea Pi(xi , y\) (fig. 60) un punto cualquiera de la curva conti- 
nua C . Sea l la tangente a C en Pi . Si m es la pendiente de l , 
por el teorema 1, Articulo 26, la ecuacion de la tangente l es 

y — yi = m (x — x\). 

Sea V la recta trazada por Pi perpendicular a la tangente l ; la rec¬ 
ta V se llama normal a la curva C en el punto Pi . La ecuacion de la 
normal l f es, evidentemente, 

y — 2/i. = — — (x — xi ), m ^ 0. 
m 

Supongamos que la tangente y la normal cortan a X en los puntos 
T v N , respectivamente. La longitud Pi T del segmento de la tan- 

Y 



Fig. 60 


gente l eomprendido entre el punto de contacto y el eje X se llama 
longitud de la tangente. La longitud P\N del segmento de la nor¬ 
mal V eomprendido entre el punto de contacto y el eje X se llama 
longitud de la normal. Por Pi tracemos la ordenada PiQ. La pro- 
yeccion QT de la loDgitud de la tangente sobre el eje X se llama sub - 
tangente , y la proyeccion QN de la longitud de la normal sobre el eje 
X se llama subnormal . Sea a el angulo de inclinacidn de l , de ma- 
nera que m = tg a . Observando que el dngulo QPi N = a , el estu- 
diante puede facilmente demostrar que las longitudes de los ultimos 
cuatro clementos definidos son las que se dan en el siguiente 

Teoiiema 7. Si m es la pendiente de una curva plana continua C 
en el punto Pi (xi, yi), entonces para el punto Pi tenemos las siguien- 
tes ecuaciones y formulas: 

Ecuacidn de la tangente a C : y — yi « m(x — xi), 
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Ecuacibn de la normal a C : w — yi = — — (x — X\ ) . m ^ 0 . 

vn 

Longitud de la tangente = — V 1 + m 2 , m ^ 0 , 

m 

Longitud de la normal = V 1 + m 2 , 

y i 

Longitud de la subtangente = — , w^O, 

Longitud de la subnormal = royi. 

Sean C y C f dos curvas planas que se cortan en el punto P (figu- 
ra Gl). Sean l y V las tangentes a C y C", respectivamente, en P. 


y 



Se llama dngulo de dos curvas en uno de sus punfos de intersection, a 
cualquiera de los dos dngulos suplementarios formados por las dos tan¬ 
gentes a las curvas en dicho punto . Para las curvas C y C' de la 
figura 61 , si las pendientes de l y V son m y m f , respectivamente, 
el angulo que forman las curvas en P es uno de los dos angulos 6 
dados , segun el teorema 5 , Artfculo 10 , por la formula 

„ m — m f . 

tg 0 = ± 7T- 7 , « 5* — 1 • 

1 + min' 

Si se verifica que mm' = — 1 , de tal nianera que am bos angulos sean 
rectos, se dice que las curvas son ortogonates entre si. Tambien , si 
cada clemento de una familia de curvas es ortogonal a cada uno de los 
elementos de una segunda familia , las curvas de cualquiera de las dos 
familias se ilaman las trayectorias ortogonales de las curvas de la otra 
familia. El problema de la ortogonalidad es de considerable importan- 
cia en la Matematica superior y en Ffsica, 
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_ jTangente a una circunferencia. La determination de la ccua- 
cWjtjle una tangente a una circunferencia se simplifica considerabie- 
mente por la propiedad de la circunferencia, que dice : la tangente a 
una circunferencia es perpendicular al radio trazado al punto de con¬ 
tacts. En este articulo determinaremos La ecuacidn de la tangente a 
una circunferencia sin usar esta propiedad particular; lo haremos por 
el m£todo general discutido en el Artlculo 44. 

Es evidente, por el teorema 7 del Articulo 44 , que la ecuacidn de 
la tangente a una circunferencia dada esta perfcctamente deterininada 
cuando se conocen su pendicnte y el punto de contac o (o algun otro 
de sus puntos). Si se tiene uno de estos datos , el otro debe determi- 
narse a partir de las condiciones del problema ; segun esto. tenemos 
los elementos necesarios para la solucidn de cualquier problema par¬ 
ticular . Vamos a considerar tres problemas, a saber : 


^ 1) Hallar la ecuacidn de la tangente a una circunferencia dada en 
un punto dado de contacto ; 

^2) Hallar la ecuacion de la tangente a una circunferencia dada y 
que tiene una pendiente dada; 

^3) Hallar la ecuacion de la tangente a una circunferencia dada y 
que pasa por un punto exterior dado. 


El procedimiento para resolver cada uno de estos problemas es 
esencialmente el mismo. En cada caso se da una condicidn ; de acuer- 
do con esto escribiremos primero la ecuacion de la familia de rectas que 
satisfacen esta condicidn (Art. 36). Esta ecuacidn contiene un para- 
metro que se determina aplicando la condition de tangencia dada en 
el Articulo 44. 


Ejemplo 1. Hallar la ecuacion de la tangente a la circunferencia 
x 2 + y 2 “ 8x — 6y + 20 = 0 

en el punto (3. 5) . 

SoluclCn. La ecuacion de la familia de rectas que pasa por el punto 
(3, 5) es 

y - 5 - m(x - 3), (1) 

en donde cl parametro m es la pendiente de la tangente buscada. De la ecuacion 
(1) , y — mx — 3 m + 5, y sustituyendo este valor en la ecuacion de la circun¬ 
ferencia, resulta: 

x 2 + (mx ~ 3 m + 5) 2 — 8x — 6 (mx — 3m + 5) + 20 = 0, 
que se reduce a 

(m 2 4- l) x 2 — (6m 2 — 4m + 8) x 4* (9m 2 — 12m 4- 15) « 0. 
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Segun lo dicho en el Articulo 44, la recta (1) sera tangente a la circunferencia 
dada siempre que las rakes de esta ultima ecuacion sean iguales, es decir, siem- 
pre que el discriminante se anule. Debera, pues, verificarse la condicion : 

(6m 3 - 4m + 8) 2 - 4(m 2 + 1) (9m 5 - 12m + 15) = 0. 

La solucion de esta ecuacion es m = Vi , de manera que, de (1) , la ecuacion de 
la tangente buscada es 

y - 5 - y z (* - 3) 

o sea, 

jc-2i/+7-0. 

Se recomienda al estudiante que dibuje la figura correspondiente a cste 
ejemplo. 

Ejempio 2. Hallar la ecuacion de la tangente a la circunferencia 
* 5 + y 2 - 10* + 2y + 18 = 0 


y que tiene de pendiente 1 . 


Y 



SoluciGn. La ecuacion dc la familia de rectas de pendiente 1 es 

y = x + k, (2) 

siendo Jc un parametro cuyo valor debe detcrminarse. Si el valor de y dado por 
(2) se sustituyc en la ecuacion de la circunferencia, se obtiene 

* 2 + (* + k) 2 - 10* + 2 (* + k) + 18 = 0 

o sea, 

2* 3 + (2h - 8) * + ( h 2 + Ik + 18) = 0. 

La condicion de tangencia es 


(Ih -8)2 -8U 2 + 2fc + 18) — 0. 
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Las raices de csta ecuacion son k = — 2, — 10. Por tanto, de (2) , las ecua- 
ciones de las tangentes buscadas son 


= x - 2 y 


^ x - 10, 


En la figura 62 se han trazado estas tangentes. 

Ejemplo 3. Hallar la ecuacion de la tangente trazada del punto (8, 6) a la 
circunferencia x 2 y 2 -\- 2 x + 2y — 24 = 0. 

■—»E jemnlo. La ecuacion de la familia de rectas que pasan por el punto 
(8, 6) es 

y —- 6 = m (x — 8) , (3) 

en donde el parametro m es la pendiente de la tangente buscada. De la ecuacion 
(3) , y = mx — 8m + 6, valor que sustituldo en la ecuacion de la circunferen¬ 
cia, da 

x 2 + (mx — 8m + 6) 2 -p 2x + 2 ( mx — 8m + 6) — 24 = 0, 
la cual se reduce a 

(m 2 -P 1) x 2 - (16m 2 - 14m - 2) jc + (64m 2 - 112m + 24) = 0. 

La condicion para tangencia es 

(16m 2 - 14m - 2) 2 - 4 (m 2 + 1) (64m 2 - 112m + 24) = 0. 
Resolviendo esta ecuacion se encuentra que sus soluciones son 


1 

m= y , 


23_ 

11 


Por tanto, de (3) f las ecuaciones de las tangentes que cumplen las condiciones 
dadas, son 


t/ - 6 = T (x - 8) 


</ — 6 ■ ~ (.x - 8) 


o sea, 


x — 5t/-p22 = 0 y 23x - lly - 118 ~ 0. 


EJERCICIOS. Grupo 18 


Dibujar una figura para cada ejercicio. 

Los ejercicios 1-7 deben resol verse usando la condicion de tangencia estudiada 
en el Articulo 44. 

1. Hallar la ecuacion de la tangente a la circunferencia 

x 2 -p V 2 ~ 2x — 6y — 3 » 0 

en el punto (— 1, 6) . 

2. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la circunferencia 

4x a -p 4y 2 -p 8x -p 4y — 47 =0 
que tengan de pendiente — 

3. Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas del punto (— 2, 7) a la 
circunferencia x 2 -p y 2 -p 2x — 8y -p 12 — 0. 

4. Hallar la ecuacion de la tangente a la circunferencia x 2 -p y 2 — 8x + 3 = 0 
en el punto (6, 3) . 
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5. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la circunferencia 

x a + y 2 + 4x - 10t/ + 21-0 

que son paralelas a la recta 5x — 5y + 31 =0. 

6. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la circunferencia 

x 2 + y 2 + 6x - 8 = 0 

que son perpendiculares a la recta 4x — y + 31 — 0. 

7. Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas del punto (6, — 4) a la 
circunferencia x 2 + y 3 + lx — 2y — 35 = 0. 

8. Resolver el ejercicio 4 recordando que la tangente es perpendicular al 
radio que pasa por el punto de contacio. 

9. Resolver los ejemplos 1, 2 y 3 del Articulo 45 por el metodo indicado 
en el ejercicio 8. 

10. Demostrar que la ecuacion de la tangente a la circunferencia x 2 + y 2 *= r a 
en el punto de contacto Pi(xj, yi) es xix + yiy — r 2 . Sugestion: Usese el 
hecho de que x \ 3 + y i 2 * r a . 

11. Por dos metodos diferentes, hallar las ecuaciones de las tangentes a la 
circunferencia 9x a + 9y a + 1 8 jc — 12 y — 32 ■■ 0, cuya pendiente sea Vi . 

12. Por dos metodos diferentes, hallense las ecuaciones de las tangentes 
trazadas del punto (6, — 4) a la circunferencia 2x 2 + 2y 2 — Sx — 4y — 15 — 0. 

13. Por el punto (— 5, 4) se trazan tangentes a la circunferencia 

x 2 + y 2 — lOx + 7 — 0. 

Hallar el angulo agudo que forman estas tangentes. 

14. Dada la circunferencia jc 2 + y 2 = 5, hallar los valores de k para los 
cuales las rectas de la familia x — 2y + k = 0: 

a) cortan a la circunferencia en dos puntos diferentes; 

b ) son tangentes; 

c) no tienen ningun punto comun con la circunferencia. 

15. Dada la circunferencia x 2 + y 2 — 6jc — 2y + 6 = 0, hallar los valores 
de m para los cuales las rectas de la familia y — mx + 3; 

a) corta a la circunferencia en dos puntos diferentes; 

b ) son tangentes; 

c) no tienen ningun punto comun con la circunferencia. 

16. Demostrar que las ecuaciones de las tangentes de pendiente m a la cir¬ 
cunferencia x 2 + y 2 — r 2 son y = mx r \f 1 + m 2 . 

17. Hallar la ecuacion de la normal a la circunferencia 

x 2 + y 2 - 6jc + 10y + 21=0 

en el punto (6, — 3) , y demostrar que pasa por el centre de la circunferencia. 

En cada uno de los ejercicios 18-20 hallar la ecuaciones de las tangente y 

normal y las longitudes de la tangente, normal, subtangente y subnormal, 
para cada circunferencia y punto de contacto dados. 

18. x 2 + y* = 34; (3, 5). 

19. x a + t/ a - 2x + 2y - 15 = 0; (0.3). 

20. x a + y 2 — 10x + 2r/ — 39 = 0; (—2, 3) . 
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21. Hallar el angulo agudo que forman las circunferencias x 2 + y 2 = 17 y 
x 2 + y 2 — llx — 4y + 11 = 0 en su interseccion. 

22. Hallar el angulo agudo que forman la recta 2x + 3y — 6 = 0 y la cir- 
cunferencia x* + y 2 + 2x — 4y — 3 = 0 al cortarse. 

23. Demostrar que las circunferencias 

x 2 + y 2 + 2x — 4y = 0 y x 2 + y 2 + 4x + 2y = 0 
se cortan ortogonalmente. 

24. Demostrar, analiticamente, que las trayectorias ortogonales de una 
familia de circunferencias concentricas estan dadas por la familia de rectas que 
pasan por su centro comun. 

25. Si de un punto exterior P se trazan tangentes a una circunferencia, el 
segmento que une los puntos de contacto se llama cuerda de contacto de P. 
Si Pi(xi. yi) es un punto exterior a la circunferencia x 2 + y 2 = r 2 , demues- 
trese que la ecuacion de la cuerda de contacto de Pi es xix + yiy = r 2 . 

( Ver ejercicio 10.) • 


46. Teoremas y problemas de lugares geomdtricos relatlyos a la 
circunferencia. La demostracidn analitica de cualquier teorema sobre 
la circunferencia se efectiia siguiendo el procedimiento general discu- 
tido en el Articulo 11. De acuerdo con esto, mientras el teorema no 
se particularice, debe colocarse la circunferencia con su centro en el 
origen, ya que en esta posicidn su ecuacidn tiene la forma mas simple , 
la forma candnica, 

x* + y 2 = r 2 . 


Ejemplo 1. Demostrar, analiticamente, que cualquier angulo inscrito en 
una semicircunferencia es un Angulo recto. 

Demostraci6n. Es evidente que la demostracion no perdera generalidad si 
colocamos la semicircunferencia con 

su centro en e] origen, tal como apa- y 

rece en la figura 63. La ecuacion de 
la semicircunferencia es entonces 

x 2 + y 2 = r 2 . (1) 

Sea Pi(xi, yi) un punto cualquiera 
de la semicircunferencia, y sean Ay B 
los extremos de su diametro. Como 
r es el radio, es evidente que las co- 
ordenadas de A y B son (— r, 0) y 
(r, 0) , respectivamente. Tenemos 
que demostrar que el segmento P\A Fig. 63 

es perpendicular al segmento PiB. 

Por tanto, si las pendientes de Pi A y Pi B son m i y m 2 , respectivamente, 



vamos a demostrar que 


mi m 2 = — 1. 


(2) 


de acuerdo con el corolario 2 del teorema 5» Articulo 10. 


Lehmann. — 
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Por el teorema 4 del Art. 8 r tenemos 


y i 


de manera que 


rrn = —^— y m 2 

x i + r xi - r 


n?i n?a 


_ __l/i^ 


ATI* 


(3) 


Pero, como Pi esta sobre la semicircunferencia, suscoordenadas (jo, y i) deben 
satisfacer la ecuacion (1), y tenemos 

x\ 2 + yi 2 = r 3 . 


de donde. 


xy* — r * = — 

De esta ultima relacion y (3) obtenemos, inmediatamente, la relacion busca 
da (2) , como se queria demostrar. 


En relaci6n con la resolucibn de problemas sobre lugares geom4tri- 
cos relativos a circunferencias, seguiremos el procedimiento general 
bosquejado en el Articulo 23. 


EJemplo 2. Un punto se mueve de tal manera que la suma de los cuadrados 
de sus distancias a dos puntos fijos dados es constante. Hallar la ecuacibn de su 
lugar geometrico, y demu^strese que es una circunferencia. 

Soiuclbn. Por simplicidad, y sin ninguna restriccibn, podemos tomar uno 
de los puntos como origen O y el otro punto A (a, 0), a ^ 0. sobre el eje X, 
como se indica en la figura 64. Sea P(x, y) un punto cualquiera del lugar 
geometrico. Entonces P debe satisfacer la condicibn geometrica 


y 



PO ? + PA° = k, (4) 

en donde k es un numero positivo. 

Por el teorema 2 del Articulo 6, 

PO s = x* + y 2 
7 

PA 8 = U - a) 2 + y», 

de manera que la condicibn geometrica 
(4) puede expresarse, analiticamente, 
por la ecuacion 

x 2 + y 2 + (x — a) 2 + y 2 =* k (5) 
que se reduce a 

* 2 + V 2 - ax + £ - A = 0. (6) 


Por el teorema 2 del Articulo 40. la 
cuyo centro es el punto C 0^ 

PC = l A Vlk - a 2 , siempre que, 


ecuacion (6) representa una circunferencia 
y cuyo radio tiene una longitud 


sin embargo, la constante k > 


Si 
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k * cl lugar geometrico $c reduce al punto ( 0 

existe ningun lugar geometrico. 


7 si k < 


a T 

T* 


no 


EJERCICIOS. Grupo 10 


Dibujar una figura para cada ejercicio. 

Todos los teoremas enunciados en los siguientes ejercicios deben demostrarse 
analiticamente . De manera semejante, todos los problemas de lugares geome- 
tricos deben resolverse analiticamente. 

1. Las longitudes de las dos tangentes trazadas a una circunferencia desde 
un punto exterior son iguales. 

2. Si de un punto cualquiera de una circunferencia se traza una perpen¬ 
dicular a un diametro, la longitud de la perpendicular es media proporcional 
entie las longitudes de los dos segmentos en los que divide al diametro. 

3. Todo diimetro perpendicular a una cuerda U divide en dos partes 
iguales. 

4. En dos circunferencias secantes la recta de los centros es perpendicular a 
su cuerda comun en su punto medio. 

5. Si por los extremos de un diametro se trazan dos cuerdas paralelas, estas 
son iguales. 

6. Se tiene una circunferencia circunscrita a cualquier triangulo dado. 
Demostrar que el producto de las longitudes de dos lados cualesquiera del 
triangulo es igual al producto de la longitud del diametro por la longitud de la 
altura trazada al tercer lado. 

7. Un punto se mueve de tal manera que la suma de los cuadrados de sus 
distancias a los puntos (2, 0) y (— 1, 0) es siempre igual a 5. Hallar e iden- 
tificar la ecuacion de su lugar geometrico. 

8. Un punto se mueve de tal manera que su distancia del punto (4, 2) es 
siempre igual al doble de su distancia del punto ( — 1. 3) . Hallar e identificar 
la ecuacion de su lugar geometrico. 

9. Un punto se mueve dc tal manera que su distancia del punto (2, — 2) 
es siempre igual a un tercio de su distancia del punto (4, 1) . Hallar e identifi¬ 
car la ecuacion de su lugar geometrico. 

10. Un punto se mueve de tal manera que el cuadrado de su distancia del 
punto (1, 2) es siempre igual al doble de su distancia de la recta 3x-|-4y —1 «0. 
Hallar e identificar la ecuacidn de su lugar geometrico. 

11. Un punto se mueve de tal manera que la suma de los cuadrados de sus 
distancias de los tres puntos (0, 3), (3, 0) y (—2, — 2) es siempre igual 
a 30. Hallar e identificar la ecuacidn de su lugar geometrico. 

12. Un punto P se mueve de tal manera que su distancia de un punto fijo 
es siempre igual a k veces su distancia de otro punto fijo. Demostrar que 
el lugar geometrico de P es una circunferencia para valores apropiados de k . 

13. Un punto P se mueve de tal manera que el cuadrado de su distancia de 
la base de un triangulo isdsceles es siempre igual al producto de sus distancias 
de los otros dos lados. Demostrar que el lugar geometrico de P es una circun¬ 
ferencia. 
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14. Desde un punto P, se trazan tangentes a las circunferencias 

Ci: jc 3 + y 3 —9 = 0 y C 2 : * 2 + y 2 - Sx + 12 = 0. 

Si la longitud de la tangente trazada a Ci cs sicmprc igual al doblc de la longi- 
tud de la tangente trazada a Ca. ballar y construir el lugar geometrico de P. 

15. Un punto P se mueve de tal manera que la suma de los cuadrados de sus 
distancias a las dos rectas 3x — y + 4 « 0, x + 3y — 7 = 0 es siempre igual a 2. 
Hallar, identificar y trazar el lugar geometrico de P. 

16. Desde un punto fijo de una circunferencia dada se trazan cuerdas. De- 
mostrar que el lugar geometrico de los puntos medios de estas cuerdas es una 
circunferencia. 

17. Se ban trazado dos tangentes a una circunferencia, paralelas entre si. 
que cortan a una tercera tangente en los puntos A y B. Demostrar que las 
rectas que unen A y B con el centro son perpendiculares entre si. 

18. Desde un punto exterior P, se trazan una tangente y una secante a una 
circunferencia dada, siendo A y B los puntos de interseccion de la secante con 
la circunferencia. Demostrar que la longitud de la tangente ies media propor- 
cional entre la longitud PB de la secante y la longitud PA de su segmento 
ezterno. 

19. Por medio del teorema del ejercicio 18, resolver el ejercicio 35 del 
grupo 16. 

20. Demostrar que si desde cualquier punto P de la circunferencia circuns- 
crita a un triangulo, se bajan perpendiculares a los lados del triangulo, los pies 
de estas perpendiculares son colineales. La recta que determinan se llama recta 
de Simpson para el punto P. 

21. Demostrar que el punto P (7, 3) esta sobre la circunferencia circuns- 
crita al triangulo cuyos vertices son (— 1, — 1), (2, 8), (5, 7), y hallar la 
ecuacidn de la recta de Simpson para el punto P. 

22. Demostrar el reciproco del teorema del ejercicio 20; es decir, demostrar 
que, si el punto P se mueve de tal manera que los pies de las perpendiculares 
bajadas desde el a los lados de un triangulo cualquiera son colineales, el lugar 
geometrico de P es la circunferencia circunscrita al triangulo. 

23. Demostrar que en un triangulo cualquiera los pies de las alturas, los 
pies de las medianas. y los pyntos medios de los segmentos que unen el ortocen- 
tro (punto de interseccion de las alturas) a los vertices son conciclicos. Esta 
circunferencia se llama con toda propiedad la circunferencia de los nueue puntos 
del triangulo. 

24. Hallar la ecuacion de la circunferencia de los nueve puntos del triangulo 
cuyos vertices son (3, 7), (1, — 1) y (7, 3) obteniendo la ecuacion de la cir¬ 
cunferencia que pasa por los puntos medios de los lados, demostrando que los 
otros seis puntos estan sobre la circunferencia. 

25. Demostrar que en un triangulo cualquiera el centro de la circunferencia 
de los nueve puntos esta sobre la recta de Euler (ver el ejercicio 26 del grupo 10). 



CAPITULO V 


TRANSFORMACION DE COORDENADAS 

47. Introducci6n. Uno de los objetivos principals de la Geome- 
tria analitica es la determinacidn de las propiedades de las diversas 
figuras geomdtricas. Apoyandonos en algunos de los conceptos funda¬ 
mentals hemos hecho ya un estudio detallado de la recta y la eircun- 
ferencia. En adelante continuaremos estas investigaciones con refe¬ 
renda a otras curvas. Encontraremos, sin embargo, que , a medida 
que progresemos en nuestro estudio, las ecuaciones de las curvas se 
van haciendo mds y mas diffeiles de analizar; por esco , se hace nece- 
sario en algunas ocasiones introducir ciertos artificios con el fin de 
facilitar el estudio de estas curvas. Uno de estos artificios, que nos 
permite simplificar las ecuaciones de muchas curvas, consiste en la 
transformacidn dc coordenadas. 

48. Transformaciones. Una transformacidn es el proceso que 
consiste en cambiar una relacion, expresidn o figura en otra. El 
estudiante ya ha encontrado este tdrmino en su estudio de Algebra y 
Trigonometrfa. Asi, podemos transformar una ecuacidn algebraica en 
otra ecuacidn cada una de cuyas raices sea el triple de la raiz corres- 
pondiente de la ecuacidn dada ; o podemos transformar una expresidn 
trigonometrica en otra usando las relaciones trigonomdtricas funda- 
mentales. 

Definici6n. Una transformacidn es una operacidn por la cual 
una relacion, expresidn o figura se cambia en otra siguiendo una 
ley dada. 

Analiticamente , la ley «e expresa por una o mas ecuaciones llama- 
das ecuaciones de transformacidn. 

49. Transformacidn de coordenadas. Consideremos una circun- 
ferencia de radio r cuya ecuacidn estd dada en la forma ordinaria 


(x-h)*+ (y-k)* = r * 9 


( 1 ) 
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siendo las coordenadas (h, k) del centro O' diferentes de cero (figu- 
ra 65). Si esta circunferencia , sin cambiar ninguna de sus caracterls- 
tieas, se coloca con eu centro en el origen 0 , su ecuacion toma la 
forma m&s simple , o forma canonica , 

x* + y* - r* . 

Pero se puede obtener lo mismo sin mover la figura. En vez de llevar 
la circunferencia a que su centro coincida con el origen, podemos 
mover los ejes coordenados paralelamente a si mismos, respectiva- 
mente, en el piano coordenado, de manera que el origen 0 coincida 
con el centro O'(A, k) de la circunferencia v los ejes coordenados 
tomen las posiciones paralelas designadas por los nuevos ejes X r y Y f 

cn la figura 65. Sea P un punto 
cualquiera d e la circunferencia. 
Las coordenadas de P referido a 
los ejes originates X y Y son (.r, y) } 
pero son diferentes, evidentemen 
te , si se le refiere a los nuevos ejes 
X' y F'. Designemos las nuevas 
coordenadas de P por (x', y'). 
Entonces la ecuacion de la circun¬ 
ferencia referida al nuevo sistema 
de ejes estd dada por la simple for¬ 
ma candnica 

x* + y n = (2) 

Vemos entonces, que moviendo los 
cjcs coordenados paralelamente a si mismos, hemos transformado las 
coordenadas (x, y) de un punto cualquiera de la circunferencia en 
las coordenadas (x', t/') y como resultado hemos transformado la 
ecuacion (1) en la forma mas simple (2). La operacidn de mover los 
ejes coordenados en el piano coordenado a una posicidn diferentc, de 
manera que los nuevos ejes sean , respectivamente , paralelos a los ^jes 
prim it i vos , y dirigidos en ol mismo sentido , se llama iraslacidn de los 
ejes coordenados . 

Veremos mas adelante (Art. 51) que algunas ecuaciones pueden 
transformarse tambidn en ecuaciones de forma mas simple por una 
rotacion de los cjcs coordenados cn torno de su origen como punto fijo . 

NOTA. En las figuras de los capitulos precedences hemos designado cada 
uno de los ejes coordenados por dos letras, el eje X por XX' y el eje Y por YY'. 
Con el fin de evitar confusion mas adelante, usaremos, en general, solamente 
una letra para cada uno de los ejes coordenados, la letra X para el eje X origi- 


Y 
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nal y la lctra Y para cl cje Y original. Reservaremos las lctras X f , Y f , X ", Y", 
para los nucvos ejes coordenados obtenidos por traslacion o rotaci6n. Esta nucva 
convencion ya ha sido adoptada cn la figura 65. 

50. Traslacida de los ejes coordenados. Para simplificar las 
ecuaciones, mediante traslacidn de los ejes coordenados, se requiere 
el siguiente teorema : 

Teorema. 1. Si se trasladan los ejes coordenados a un nuevo origen 
O' (h , k), y si las coordenadas de cualquier punto P antes y despuSs de la 
traslacion son (x, y ) y (x', y'), respectivamente , las ecuanones de 
transformaci&n del sistema primitivo al nuevo sistema de coordenadas son 

x = x' + h, 
y = y' + k. 



Demostraci6n. Sean (fig. 66) X y Y los ejes primitivos y 
X f y F' los nuevos ejes, y sean ( h , fc) las coordenadas del nuevo ori¬ 
gen O' con referencia al sistema original. Desde el punto P , trazamos 
perpendiculares a ambos sistemas de ejes, y prolongamos los nuevos 
ejes hasta que corten a los originales, tal como aparece en la figura. 

Usando la relacion fundamental para scgmentos rectillneos diri- 
gidos, dada en el Artfculo 2, tenemos, inmediatamente, de la figura, 

x=0D = 0A+AD = 0A+0 T C = h + xF 
Analogamente, 

y = OF = OB + ~BF = OB + WE = k+y 
Ejemplo 1. Transformar la ecuacidn 

x 3 - 3 jc 8 - y 2 -f 3* +4y - 5 = 0 (1) 

trasladando los ejes coordenados al nuevo origen (1, 2). Trazar el lugar geo- 
metrico, y los dos sistemas de ejes. 
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Soluci6n. Por el teorema 1, las ecuaciones de transformacion son 
x = .x 7 -+- 1, y — + 

Si sustituimos estos valores de x y y en la ecuacion (1) , obtenemos 

<*'+ l) 3 -3(x'+l) 2 + 2)* + 3(x' + l)+4(y' + 2)- 5 - 0. 

Desarrollando y simplriicando esta ultima ecuacion, obtenemos la ecuacion 
transformada buscada 

*' 8 - y’> = 0. (2) 

Por los mctodos estudiados en el Articulo 19, podemos facilmente (fig. 67) 

trazar el lugar geometrico de la ecua¬ 
cion (2) con respecto a los nuevos ejes 
X f y Y', El lector reconocera este lu¬ 
gar geometrico como la parabola semi- 
cubica (Art. 17) . Debe observarse que 
la figura es tambien la grafica de la 
ecuacion (1) referida a los ejes origina¬ 
tes X y V. Evidentemente que es mu- 
cho mas facil trazar el lugar geometrico 
usando la ecuacion (2) que usando 
la (1). 

En el ejemplo 1, se especifico 
el nuevo origen. Usualmente , sin 
embargo , no se dan las coordena- 
das del nuevo origen, sino que 
deben ser determinadas. El pro- 
cedimiento a seguir en tal caso 
esta i n d i c a d o en el siguiente 
ejemplo. 

Ejemplo 2. Por una traslacion de 
los ejes coordenados, transformar la ecuacion 

x 2 - 4t/ 2 + 6x + 8y + 1 =0 (3) 

en otra ecuacion que carezca de terminos de primer grado. Trazar su lugar geo¬ 
metrico y ambos sistemas de ejes coordenados. 

Soluci6n. En este caso particular podemos usar dos metodos diferentes, 
siendo el primero el mas general. 

Primer metodo. Si sustituimos en la ecuacidn (3) los valores de x y y 
dados por las ecuaciones de transformacion en el teorema L obtenemos la ecua¬ 
cion transformada 

(*' + « 2 -4( V ' + « s +6(x ; + «+8(y'-f k)+ 1 =0, 
la cual, despu£$ de desarrollar y agrupar terminos semejantes, toma la forma 
x' 2 _ 4y /a + ( 2 h + 6) x' - (8k - 8) y’ + h* - 4A* + 6/j + 8k + \ = 0. (4) 
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Como la ecuacion transformada dcbe carecer de terminos dc primer grado, igua- 
laremos a cero los coeficientes de x f y y ' en la ecuacion (4) . Tendremos 


de donde. 


2h + 6 - 0 y — 8 = 0, 
h — — 3 y k = 1. 


Por tanto, el nuevo origen es el punto (— 3, 1) . Si sustituimos estos valores 
de h y k en (4), obtenemos la ecuacion buscada 

x* - 4y' 3 — 4=0. (5) 

El lugar geometrico, una hiperbola, esta trazado en la figura 68. 


Y' Y 



Segundo metodo. En el caso de ecuaciones de segundo grado que carezcan 
del termino en xy, es posible efectuar la transformacion completando los cua- 
drados. Este metodo se enseno previamente en el Articulo 40 para la circunfe- 
rencia. Asi, los terminos de la ecuacion (3) pueden ordenarse en la forma 

(**+6*)-4(i/’- 1, 

Completando cuadrados, obtenemos 

(x 2 + 6x + 9) - 4 (y* - 2y + 1) = -1+9-4. 

de donde. 

(jc + 3)*-4(y- 1) 3 = 4. (6) 


Si en la ecuacion (6) hacemos las sustituciones 

x + 3 = x f , y - 1 * y*, 


(7) 


obtenemos la ecuacion (5) . Evidentemente, de (7) se deducen las ecuaciones 
de transformacion: 

x = x' — 3, y = y f + 1. 


En el enunciado del ejemplo 2 se ha indicado el tipo de simplifica- 
cion deseado ; si en aigun problema no se espeeifica , debemos efectuar 
la m&xhna simplificacidn posible. 

Ejemplo 3. Por una traslacion de ejes simplificar la ecuacion 
y 2 _ 4x - by +17 = 0. 


(8) 
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Soluci 6 n. Procediendo como cn el primer metodo del ejemplo 2, sustitui- 
remos en la ecuacion (8) los valores de * y y dados por las ecuaciones de tras- 
formacion en el teorema 1. Tendremos: 

(y' + *) 2 -4(*' + /i)- 6 (y' + A) + 17 -0. 

que puede escribirse en la forma 

y' 2 - 4*' + (2k - 6 ) y' + k 2 - 4h - bk + 17 = 0. (9) 

Nuestro siguiente paso es determinar los valores de h y k que simplifiquen la 
ecuacion (9). En este caso no podemos hacer que se anule el termino en x‘> ya 
que su coeficiente es — 4, pero podemos eliminar el termino en y ' 7 el termi- 
no independiente. De acuerdo con esto escribimos 


de donde, 


2k -6 = 0 y k 2 - 4h - 6k + 17 - 0, 
k — 3 y h = 2. 


Para estos valores de h y k, la ecuacion (9) se reduce a la forma 

y' 2 - 4x* = 0. 


EJERCICIOS. Grupo 20 

Para cada ejercicio es conveniente trazar el lugar geomctrico y ambos sistemas 
de ejes coordenados. 

En cada uno de los ejercicios 1-5, transfdrmese la ecuacion dada trasladaodo 
los ejes coordenados al nuevo origen indicado. 

1 . x 3 + y 2 + 2x - 6 y + 6 = 0; (- 1 , 3) . 

2 . 3jc 3 + 2w a + \2x - 4y + 8 = 0; (- 2 , 1 ). 

3. 4x 2 - y 2 - 8 * - lOy - 25 - 0; (1. - 5). 

4. y 3 - * 2 + 3y 3 - 4x + 3y - 3 = 0; (- 2, - 1) . 

5. xy — 3* + 4y — 13 =* 0; (— 4, 3) . 

En cada uno de los ejercicios 6 10, por una traslacion de ejes, transfdrmese la 
ecuacion dada en otra que carezca de terminos de primer grado. Usese el primer 
metodo del ejemplo 2 , Articulo 50. 

6 . 2x 2 + y a + 16* - 4y + 32 = 0. 

7. 3 * 3 + 2y a + 18* — 8 y + 29 = 0. 

8 . 3 * 3 - 2y 2 - 42* - 4y + 133 = 0. 

9. xy - x + 2 y - 10 = 0 . 

10 . 8x 3 + 24x 2 - 4y 2 + 24* - 12y - 1 = 0. 

En cada uno de los ejercicios 11-15, por una traslacion de los ejes coordena¬ 
dos, transformese la ecuacion dada en otra que carezca de terminos de primer 
grado. Usese el segundo metodo del ejemplo 2, Articulo 50. 


11. Ax 2 + 4y 2 + 32* — 4y + 45 = 0. 

12 . 2* 2 + 5y 3 - 28* + 20 y + 108 = 0 . 
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13. - 3y 2 +6 * + 6y + 3 - 0. 

14. 12jc 2 + 18y 3 - 12* + 12y - 1 = 0. 

15. 12* a - 18y 2 - \2x - 12y - 5 = 0. 

En cada uno de los ejercicios 16-20. simplifiquese la ecuacion dada por una 
traslacion de los ejes coordenados. 

16. x 2 + 8* - 3y + 10 = 0. 

17. 16* 2 + 16y 2 + Sx - 48y + 5 = 0. 

18. 72* 2 + 36y 2 - 48* + 36y - 55 = 0. 

19. y' - bx 2 - 24* - 2y - 32 - 0. 

20. 30*y + 24* - 25y - 80 = 0. 

51. Rotacidn de los ejes coordenados. Para simplificar lus ecua- 
ciones por rotacion de los ejes coordenados, necesitamos el siguiente 
teorema : 

Teorema 2. Si los ejes coordenados giran un dngulo 4> en torno de 
su origen como centro de rotacion , y las coordenados de un punto cual- 
quiera P antes y despuis de la rotacion son (x, y) y (x', y'), respec- 
tivamente, las ecuaciones de transformacion del sistema original al nuevo 
sistema de coordenados estdn dadas por 

x = x' cos 6 — y' sen 0 , 

y = x' sen 6 + y f cos 0 . 

Demostraci6n . Sean (figu— 
ra 69) X y Y los ejes originales y 
X f y Y f los nuevos ejes. Desde 
el pupto P tracemos la ordenada 
AP correspondiente al sistema 
X , Y f la ordenada A'P corres¬ 
pondiente al sistema X' , Y' , y 
la recta OP . Sea el angulo 
POA' = 4> y OP = r. PorTri- 
gonometrla (Apendice 1C, 1), 
tonemes 

x = OA = r cos (0 + <t >), (1) 

y = AP = r sen (9 + <£), (2) 

x' = OA f = r cos 4 >, y f * A* P — r sen <t >. (3) 

De (1) , por cl Apdndice IC , 6 , tenemos 

x = r cos (0 + <#>) = r cos 0 cos — r sen 6 sen <£. 


F 



Fig. 69 
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Si en esta ultima ecuacibn sustitulmos los valores dados por (3), 
obtenemos la primera ecuacion de transformacion , 

x = x f cos 8 — y f sen 8 . 

Analogamente, de (2), 

y = r sen (8 + <#>) = r sen 8 cos + r cos 8 sen <t>, 
portanto, de (3), tenemos la segunda ecuacion de transformacibn, 
y = x' sen 8 + y' cos 8 , 


1 

1 

U 

i 


4 


f 


NOTA* Para nuestras aplicaciones, sera necesario girar los ejes coordenados 
solamente un angulo suficientementc grande para hacer coincidir uno de los ejes 

coordenados con una recta dada fija 
cualquiera, o para hacer que sea 
paralelo a ella en el piano coordena- 
do. De acuerdo con esto, restringi- 
remos, en general, los valores del 
angulo de rotacion 0 al intervalo 
dado por 

0° < 9 < 90°. 

Ejemplo 1 . Transformar la 
ecuacion 

2x 3 + VI xy + t/» = 4 (4) 

giTando los ejes coordenados un an¬ 
gulo de 30°. Trazarel lugar geome- 
trico y ambos sistemas de ejes coor¬ 
denados. 
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Soluci6n. Por el teorema 2, las ecuaciones de transformacion son 


x = x ! cos 30° — y' sen 30° = 


V3 


y/7 




y — x f sen 30° + y' cos 30° — -y x l + ^ ST* 

Si sustituimos estos valores de * y y en la ecuacion (4) , obtenemos 


X 

\) 

o 

5 


r: + (* 

<D $ 

^ ^ Desarrollando y simplificando esta ultima ecuacion, obtenemos la ecuacion 


transformada 


* 5*'* + p'* - 8. 

El lugar geometrico {fig. 70) es una elipse. 
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En este ejemplo se ha dado el angulo de rotacibn. Sin embargo, 
generalmente, el angulo de rotacibn debe determinarse de modo que 
se cumpla alguna condicibn establecida. La aplicacibn principal de la 
rotacibn de ejes es la eliminacion del tbi-mino en xy de las ecuaciones 
de segundo grado. 

Ejemplo 2. Por una rotacibn de los ejes coordenados, transformar la 
tcuacion 

9x 2 - 24xy + I 6 y 2 — 40x — 30 y — 0 ( 6 ) 

[{ ® i:n otra que carezca del termino en x f y\ Trazar su lugar geometrico y ambos 

^ : istemas de ejes coordenados. 

^ Solucibn. Si en la ecuacion ( 6 ) sustituimos los valores de x y y dados por 
* las ecuaciones de transformacion del teorema 2, obtenemos 


^5^ 9 (x* cos 0 — y* sen 0) 2 — 24 (*' cos 0 — (/ sen 9) ( x ! sen 9 + y f cos B) 

^ +16 (*' sen B + y f cos 9) 2 — 40 {x f cos B — y 1 sen B) 

1 — 30 (V sen B + y' cos B) - 0* 

<£> 
fj 

£ la cual, despues de efectuar el desarrollo y agrupar los terminos, toma la forma 
^ (9 cos 2 B — 24 cos B sen 0+16 sen 2 B) x n + (14 sen B cos 0+24 sen 2 0 

— 24 cos 2 0) x' y f + (9 sen 2 0 + 24 sen 0 cos 0 + 16 cos 2 0) y /2 

— (40 cos 0 + 30 sen 0) x' + (40 sen 0 — 30 cos 0) y f = 0. (7) 

iA 

Como la ecuacion transformada debe carecer del termino en x f y', igualamos el 


B 

Q> 


1 coeficiente de x'y f en (7) a cero y obtenemos 


14 sen 0 cos 0 + 24 sen 2 0 — 24 cos 2 0 — 0. 


V* ^Ahora bien. sen 20 = 2 sen 0 cos 0 y cos 2v = cos 2 0 — sen 2 0 (Apendice IC, 7) . 
^ Por tanto, la ultima relacion puede escribirse 


G> 


donde, 

+ 


i o> 

H 


7 sen 20 — 24 cos 20 = 0, 


tg 2 * = f. 


& la nota del teorema 2 . el angulo 0 estara restringido a estar en el primer 

^ cuadrante, de manera que 20 estara en el primero o en el segundo cuadrante en 
^donde el coseno y la tangente de un angulo tiene el mismo signo. De manera 
{£ Csemejante, sen 0 y cos 0 no seran negativos. Por tanto, por el valor de tg 20 
^ dado arriba, tenemos 

7 




cos 20 = 


25 


s LC 

$ Para efectuar la simplificacibn de la ecuacion (7) f necesitamos los valores 
^ ^ ''de sen 0 y cos 0 , que pueden obtenerse por las formulas del angulo mitad de 
, JJ^Trigonometria (Apendice IC, 8 ). 

O g 
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Luego, 


y 



* /1 H- cos 29 

\ 2 


4 


1 ± Us 
2 


Si sustituimos cstos valorcs de sen 9 y cos 9 en la ecuacion (7) . tenemos 


/144 

288 , 144 \ i2 i , 

t 168 ,216 

384 \ 


\ 25 

w + ir) x 

{ 25 + 25 

25 ) 

V + ( 25 + 25 + 25 ) 


- (32 -f 18) *' -b (24 - 24) u' - 0. 

la cual se reduce a la ecuacion transformed* buscada, 

- 2 *' = 0 . ( 8 ) 

El lugar geometrico, una parabola, esta representada en la figura 71. 

NoTA. Evidentemente, es mucho 
mas facil trazar el lugar geomltrico de 
la ecuacion (8) con respecto a los ejes 
X' y Y' que trazar el de la ecuacion (6) 
con respecto a los ejes X y Y. Mas 
aun, las propiedades de la parabola 
pueden obtenerse mas facilmente a par- 
tir de la ecuacion (8) que es la mas sen- 
cilia. El estudiante puede, sin embar¬ 
go, pensar que estas ventajas no son 
sino una compensacion de los calculos 
necesarios para transfornlar la ecuacion 
(6) en la (8). El problema general 
de la supresion del termino en xy de la 
ecuacion de segundo grado sera considerado mas adelante (Capitulo IX) , y se 
vera entonces como la cantidad de calculos se reduce considerablemente. 


Y 

A 



Fig. 71 


EJERCICIOS. Grupo 21 

Para cada ejercicio el estudiante debe dibujar el lugar geometrico y ambos 
sistemas de ejes coordenados. 

1. Hallar las nuevas coordenadas del punto (3, — 4) cuando los ejes coor¬ 
denados giran un angulo de 30°. 

2 . Hallar las nuevas coordenadas de los puntos (1, 0) y (0, I) cuando los 
ejes coordenados giran un angulo de 90°. 

En cada uno de los ejercicios 3-8, hallar la transformada de la ecuacion dada, 
al girar los ejes coordenados un angulo igual al indicado. 

3. 2x H- 5y — 3 = 0; arc tg 2,5, 

4. x 2 - 2xy + y 2 - x = 0; 45°. 
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5. V 3 y 2 + ixy — I = 0; 60°. 

Vlo 

6 . 5a 2 + 3 a y + y 2 — 4 = 0; arc sen —Jq—. 

7. II * 2 + 24xy + 4y 2 - 20 - 0; arc tg 0,75. 

8 . + y* + 6 * 2 y 2 - 32 - 0; 45°. 

9. Por rotacion de los ejes coordenados, transformar la ecuacion 
2x — y — 2 »* 0 en otra que carezca del termino en x'. 

10 . Por rotacion de los ejes coordenados, transformar la ecuacion 
x + 2 y — 2 = 0 en otra que carezca del termino en y'. 

En cada uno de los ejercicios 11-16, por una rotacion de los ejes coordena¬ 
dos, transformese la ecuacion dada en otra que carezca del termino en x' y f . 

11. 4x 2 + 4ary + y 2 + V 5* = 1. 14. 2 * 2 - 5xy + 2y 3 = 0. 

12. 9x 2 + 3xy + 9y 2 =■ 5. 16. x 2 — 2xy + y 2 — 4 — 0. 

13. 5x 2 + 4:cy + 2y 2 = 2. 16. 16* 2 + 24jcy + 9y 3 + 25x =* 0. 

17. La ecuaci 6 n de una circunferencia es x 2 + y 3 =» r 2 . Demostrar que la 
forma de esta ecuacion no se altera cuando se refiere a los ejes coordenados que 
han girado cualquier angulo 9, Se dice que esta ecuaci 6 n es incariante por 
rotaci 6 n, 

18. Deducir las ecuaciones de transformaci 6 n del teorema 2 (Art, 51) cuan¬ 
do el angulo 0 es obtuso. 

19. Las ecuaciones de transformacion del teorema 2 (Art. 51) pueden con¬ 
siderate como un sistema de dos ecuaciones en las dos incognitas x f y y f , Para 
cualquier valor de 9 , demuestrese que el determinante de este sistema es la uni- 
dad y, por tanto, que por la regia de Cramer (Apendice IB, 6 ) el sistema tiene 
una unica solucion para x' y y' dada por 

x' — x cos $ + y sen 9, 
y' = — x sen 9 + y cos 6. 

Estas ecuaciones se llaman ecuaciones reciprocas de las originales de transfor- 
macion, 

20. Por una rotacion de 45° de los ejes coordenados, una cierta ecuacidn se 
transformo en 4x' 2 — 9y ' 2 = 36. Hallese la ecuacion original usando el resultado 
del ejercicio 19. 

52. Simplificacion de ecuaciones por transformacidn de coordenadas. 

Acabamos de ver que, por una traslacion o una rotacidn de los ejes 
coordenados, es posible transformar muchas ecuaciones en formas 
mas simples. Es entonces logico inferir que se puede efectuar una 
simplificacion mayor aun aplicando ambas operaciones a la vez. Si 
una ecuacidn es transformada en una forma mas simple por una tras¬ 
lacion o una rotacidn de los ejes coordenados, o por ambas, el pro- 
ceso se llama simplificacion por transformacidn de coordenadas. 

Consideremos primero el caso en que una traslacidn de los ejes 
coordenados a un nuevo origen 0'(h t k) es seguida por una rotacion 
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de los ejes trasladados en torno de 0 ' de un angulo 6 , tal como se 
indica en la figura 12. Si P es un punto cualquiera del piano coorde- 
nado , sean (x, y) , (x', y' ) y (x" 7 i/") sus coordenadas referido, 
respectivamente, a los ejes originates X y 7 > a los ejes trasladados 
X f y 7', y a los ejes girados X n y 7", Por el teorema 1 del Ar- 
tlculo 50, 

x = x' + h, \ 

y = y' + k ; / 

y por el teorema 2 del Articulo 51 , 

x' = x n cos 0 — y" sen 6 , \ , . 

/ \ 2 ) 



Si sustituimos en (1) los valores de x f y y' dados por (2) obtenemos 
las ecuaciones buscadas de transformacion : 

x = x" cos 0 — y" sen 6 + h, | ^ 

y = x u sen 6 + y n cos 0 + k . / 

Puede demostrarse que las ecuaciones de transformacidn (3) son 
verdaderas aun cuando el orden de transformacion se invierta t es 
decir, cuando una rotacion vaya seguida de una traslacidn. Tenemos 
pues, el siguiente teorema : 

Teorema 3 . Si efeduamos un cambio de ejes coordenados mediante 
una traslacidn y una rotaci6n> tomadas en cualquier orden y y las coor¬ 
denadas de cualquier punto P referido a los sistemas original y final 
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son (x, y) y (x", y"), respectivamente, las ecuaciones de transforma¬ 
tion del si sterna original al nuevo sistema de coordenadas son 

x = x" cos 6 — y" sen 6 + h, 

y = x" sen 6 + y" cos 6 + k, 

en donde 6 es el dngulo de rotacidn y (h, k) son las coordenadas del 
nuevo origen referido a los ejes coordenados originales. 

Notas. 1. Las ecuaciones de transformacion dadas por el ceorema 1 del Ar- 
ticulo 50, ceorema 2 del Arttculo 51 y ceorema 3 anterior son codas relaciones 
lineales . De aqui que el grado de la ecuacion transformada no pueda ser mayor 
que el de la ecuacion original. Ni tampoco puede ser menor; porque si lo fuera. 
podriamos, por transformacion de coordenadas, regresar la ecuacion transfor¬ 
mada a su forma original y elevar asi el grado de la ecuacion, Pero acabamos de 
ver que esto es imposible. Por Canto, el grado de una ecuacion no se altera por 
transformaddn de coordenadas . 

2, Aunque las ecuaciones de transformaddn del teorema 3 pueden emplearse 
cuando se van a efectuat simultineamente una trasladdn y una rotacion, es, 
generalmente, mas sencillo, efectuar estas operaciones separadamente en dos 
pasos diferentes. El ceorema 3 explica que el orden de estas operaciones no tiene 
importancia. Sin embargo, en el caso de una ecuacion de segundo grado en la 
cual los terminos en x 2 , y 2 y xy forman un cuadrado perfecto, los ejes deben 
girarse primero y trasladarse despues (ver el ejercicio 10 del grupo 22) . Este caso 
particular sera estudiado mas adelante en el Capltulo IX. 

Ejemplo. Por transformaddn de coordenadas, simplificar la ecuacion 

3x 3 - 2xy + 3y 3 - 2x - 10y + 9 - 0. (4) 

Tracese el lugar geometrico y todos los sistemas de ejes coordenados. 

Solucidn. Como los terminos de segundo grado en (4) no forman un cua¬ 
drado perfecto, podemos primero trasladar los ejes a un nuevo origen (h, k). 
Por tanto, usando las ecuaciones de transformacion del teorema 1 (Art. 50), 
obtenemos, de la ecuacion (4) t 

3 (x' + h) 2 - 2(jc' + h) ( y' + k) + 3 (y' + k) 2 

-2(x' + h) - 10 (t/' + *) + 9 = 0, 

la que, despues de desarrollar, simplificar y agrupar terminos, toma la forma 

3x' 2 - 2x'y' + 3y'* + (bh - 2k - 2)*' -b (- 2h -b 6* - 10) y' 

-b (3 h* - 2hk -b 3k 2 - 2h - 10* -b 9) * 0. (5) 

Para eliminar los terminos de primer grado en (5) , igualamos sus coeficientes 
a ceto. Esto nos da el sistema 


6h - 2k — 2 - 0 , 

- 2h + 6 * - 10 - 0 , 

Uhaton. - 10. 
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cuya solucion es h — 1, k = 2 . Sustituyendo estos valores de h y k en (5), 
obtcncmos 

3x'* -2*V + 3j/'*-2-G. (6) 

A continuaci 6 n. por rotacidn de los ejes, usando las ecuaciones dc transfor- 
uuci 6 n del teorema 2 (Art. 51) * obtenemos, de la ecuacidn ( 0 ), 

3 (x n cos 0 — y " sen 0 ) 2 — 2 (*" cos 0 — y" sen 0 ) (*" sen 0 + y " cos 0 ) 

4* 3 (x" sen 0 + y" cos 0 ) 2 — 2 — 0, 



la cual se reduce a 

(3 cos 2 0 — 2 sen 0 cos 0 -|- 3 sen 2 0) x " 2 + (2 sen 2 0 — 2 co * 2 0) x n y ,f 

+ (3 sen 2 0 + 2 sen 0 cos 0 + 3 cos 2 0 ) y " 2 -2 = 0. (7) 

Para eliminar el termino en x n y ff de (7), igualamos sus coeficiente a cero, y 
obtenemos 

2 sen 2 0 — 2 cos 2 0 = 0 , 

de donde 0 = 45° de acuerdo con la nota al teorema 2 (Art. 51) . Sustituyendo 
este valor de 0 en (7), y simplificando, obtenemos la ecuacion buscada, 

= 0 . ( 8 ) 

En la figura 73 se ban trazado el lugar geometrico de la ecuacion ( 8 ) , una 
elipse. y todos los siatemas de ejes coordenados. 
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EJERCICIOS. Grupo 22 

Para cada cjercicio el estudiante debe dibujar el lugar geometrico y todos los 
sistemas de ejes coordenados. 

En cada uno de los ejercicios 1-5, simplif iquese la ecuacion dada por trans¬ 
formacion de coordenadas. 

1 . * 2 - IOjti/ + y 2 - 10* + 2 y + 13 = 0 . 

2 . 52x 2 - 7lxy + 73y 2 - 104* + 72c/ -48-0. 

3. 16* 2 + 24 xy + 9y 2 + 60* - 80y + 100 = 0. 

4. 3* + 2y - 5 - 0. 

5. 2x 2 + 2*y + 2y* - 2* - lOy + 11 = 0. 

6 . Trazar el lugar geometrico del ejercicio 1 aplicando directamente los 
metodos del Articulo 19. 

7. Trazar el lugar geometrico del ejercicio 2 directamente por los metodos 
del Articulo 19. 

8 . Por transformacion de coordenadas, demulstrese que la ecuacion gene¬ 
ral de una recta, Ax T By + C = 0, puede transformarse en y n — 0, que es la 
ecuaci 6 n del eje X". 

9. Por transformacion de coordenadas, demuestrese que la ecuacion general 
de una recta, Ax + By + C = 0, puede transformarse en *" = 0, que es la 
ecuacion del eje Y (( . 

10 . Hallar las coordenadas del nuevo origen si los ejes coordenados se tras- 
ladan de manera que la ecuacion Ax 2 + B*y + Cy 2 + D* + Ey 4 F — 0 se 
transforma en otra ecuacion que carezca de terminos de primer grado. 

11. Hallar las nuevas ordenadas del punto (— 1, 3) cuando los ejes coorde¬ 
nados son trasladados primero al nuevo origen (4, 5) y despues se les gira un 
angulo de 60°. 

12. Hallar las nuevas coordenadas del punto (2, 2) cuando los ejes coorde¬ 
nados son girados primero un angulo de 45°-y despues son trasladados al nuevo 
origen (— 1 , 1 ) . 

13. Por traslacion de los ejes coordenados al nuevo origen (3, 3) y despues 
rotacion cn un angulo de 30°, las coordenadas de un cierto punto P se transfor- 
man en (7, 6) . Hallense las coordenadas de P con respecto a los ejes originales. 

14. Por traslacion de los ejes coordenados al nuevo origen (l, 1) y luego 
rotacion de los ejes en un angulo de 45°, la ecuacion de cierto lugar geometrico 
se transformo en * //a — 2y " 2 — 2. Hallar la ecuacion del lugar geometrico con 
respecto a los ejes originales. 

15. Demostrar, analiticamente, que la distancia entre dos puntos en el pia¬ 
no coordenado no se altera (es invariante) con la transformacion de coorde¬ 
nadas, 

En cada uno de los ejercicios 16-20, hallese la ecuacion del lugar geometrico 
del punto movil y simplifiquese por transformacion de coordenadas. 

16. El punto se mueve de tal manera que su distancia del punto (—2, 2) es 
siempre igual a su distancia a la recta * — y + 1 = 0 . 

17. El punto se mueve de tal manera que la suma de sus distancias a lo^ 
dos puntos (1, 1) y (— 1 f — 1) es siempre igual a 4. 
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18. El punto sc mueve de tal manera que su distancia del punto (2, 1 ) 
siempre igual al doble dc su distancia de la recta x + 2y — 2 =0. 

19. El punto se mueve de tal manera que su distancia de la recta 

x +2y - 2 - 0 

es siempre igual al doble de su distancia del punto (— 1 , 1 ) . 

20 . El punto se mueve de tal manera que la diferencia de sus distancias 
los dos puntos (1, 4) y (—2, 1) es siempre igual a 3. 



CAPITULO VI 


LA PARABOLA 


53. Introduccidn. En su estudio previo de Geometria elemental, 
el estudiante conocid dos lineas : la linea recta y la circunferencia. 
Las dos lineas ya han sido estudiadas desde el punto de vista analftico. 
Ahora comenzamos el estudio 

de ciertas curvas planas no 
incluidas , ordinariamente , en 
un curso de Geometria ele¬ 
mental . Empezaremos con la 
curva conocida con el nombre 
de par&bola. 

54. Deflni clones. La 
ecuaci6n de la parabola la 
deduciremos a partir de su a 
definicidn como el lugar geo- 
mdtrico de un punto que se 
mueve de acuerdo con una ley 
especificada. 

Definici6n. Una para¬ 
bola es el lugar geomdtrico de 
un punto que se mueve en un 
piano de tal manera que su Fig. 74 

distancia de una recta fija, 

situada en el piano, es siempre igual a su distancia de un punto fijo 
del piano y que no pertenece a la recta. 

El punto fijo se llama foco y la recta fija directriz de la parabola. 
La definition excluye el caso en que el foco csta sobre la directriz. 

Designemos por F y l (fig. 74), el foco y la directriz de una 
. parabola , respectivamente. La recta a que pasa por F y es perpen¬ 
dicular a Z se llama eje de la parabola. Sea A el punto de intersec- 


h 


150 


GEOMETRIA ANALITICA PLANA 


cidn del eje y la directriz. El punto V } punto medio del segmen¬ 
ts AF , estd, por definicidn, sobre la parabola ; este punto se llama 
vertice. El segmento de recta, tal como BB' , que une dos puntos 
cualesquiera diferentes de la pardbola se llama cuerda; en particular, 
una cuerda que pasa por el foco como CC f , se v llama cuerda focal. 
La cuerda focal LL' perpendicular al eje se llama lado recto . Si P es 
un punto cualquiera de la parabola, la recta FP que une el foco F 
con el punto P se llama radio focal de P , o radio vector. 

55. Ecuacidn de la pardbola de vertice en el origen y eje un eje 
coordenado. Veremos que la ecuacidn de una parabola toma su forma 
mas simple cuando su vertice esta en el origen y su eje coincide con 

uno de los ejes coordenados. De 
acuerdo con esto , consideremos la 
parabola cuyo vertice esta en el 
origen (fig. 75) y cuyo eje coincide 
con el eje X . Entonces el foco F 
est& sobre el eje X; sean (p, 0) 
sus coordenadas. Por definition de 
par&bola, la ecuaciOn de la direc¬ 
triz l es x = — p. Sea P(x, y) 
un punto cualquiera de la parabola. 
Por P tracemos el segmento PA 
perpendicular a Z. Entonces, por 
la definition de parabola, el pun¬ 
to P debe satisfacer la condition 
geomOtrica 

Fig - 75 \FP\=\¥a\. (1) 

Por el teorema 2 del Articulo 6, tenemos 

I FP | = V(x-p)* + y* ; 
y por el teorema 9 (Art. 33 ) , tenemos 

IpZI = \x + p\. 

Por tanto, la condition geomOtrica (1) esta expresada, analitica- 
mente , por la ecuaciOn 

V (x — p) 2 + y 2 = | x + p |. 

Si elevamos al cuadrado ambos miembros de esta ecuacion y simplifi- 
camos, obtenemos 





yi =» 


(2) 
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Reciprocamente, sea Pi (xi, yi ) un panto cualquiera cuyas coor- 
denadas satisfagan (2). Tendremos : 

yi % = 4pxi. 

Si sumamos (xi — p) s a ambos miembros de esta ecuacibn, y extrae- 
mos la raiz cuadrada, obtenemos, para la rafz positiva , 

V (xi - p) 2 + yi 2 = | %\ + p |, 

que es la expresibn analltica de la condicibn geombtrica (1) aplicada 
al punto Pi. Por tanto, Pi estd sobre la parabola cuya ecuacibn est& 
dada por (2). 

Ahora discutiremos la ecuacibn (2) siguiendo el mbtodo explicado 
en el Articulo 19. Evidentemente, la curva pasa por el origen y no 
tiene ninguna otra interseccibn 
con los ejes coordenados. La 
unica simetrla que posee el lugar 
geombtrico de (2) es con res- 
pecto al eje X , Despejando y 
de la ecuacibn (2), tenemos : 

y = =t 2 V px. (3) 

Por tanto, para valores de y 
reales y diferentes de cero , pyx 
deben ser del mismo signo. Se- 
gun esto, podemos considerar 
dos casos : p > 0 y p < 0. 

Si p>0, deben excluirse 
todos los valores negativos de x , 
y todo el lugar geombtrico se 
encuentra a la derecha del eje Y . 
positivo de x, y como y puede tomar todos los valores reales, el lugar 
geometrico de (2) es una curva abierta que se extiende indefinidamente 
hacia la derecha del eje Y y hacia arriba y abajo del eje X. Esta posi- 
cibn es la indicada en la figura 75, y se dice que la parabola se abre 
hacia la derecha. 

An&logamente, si p < 0, todos los valores positivos de x deben 
excluirse en la ecuacibn (3) y todo el lugar geombtrico aparece a la 
izquierda del eje Y, Esta posicibn esta indicada en la figura 76, y, 
en este caso, se dice que la par&bola se abre hacia la izquierda. 

Es evidenteque la curva correspondiente a la ecuacibn (2) no tiene 
asintotas verticales ni horizontales. 


Y l 



Como no se excluye ningun valor 
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Segiin la ecuacidn (3), hay dos puntos sobre la parabola que tienen 
abscisa igual a p ; uno de ellos tiene la ordenada 2 p y el otro la orde- 
nada — 2p. Como la abscisa del foco es p } se sigue (Art. 54) que 
la longitud del lado recto es igual al valor absoluto de la cantidad 4p. 

Si el vdrtice de la pardbola estd en el origen y su eje coincide con 
el eje 7, se demuestra, andlogamente, que la ecuacidn de la para¬ 
bola es 

x 2 = 4 py, (4) 

en donde el foco es el punto (0, p ). Puede demostrarse fdcilmente 
que, si p > 0, la pardbola se abre hacia arriba (fig. 77 [ a J) ; y, si 
p < 0, la pardbola se abre hacia abajo (fig. 77 [b]). La discusion 
completa de la ecuacidn (4) se deja como ejercicio al estudiante. 




Fig. 77 

Las ecuaciones (2) y (4) se llaman a veces la primera ecuacidn 
ordinaria de la pardbola . Como son las ecuaciones mas simples de la 
pardbola, nos referimos a ellas como a las formas candnicas. 

Los resultados anteriores se resumen en el siguiente 

Teorema 1. La ecuacidn de una pardbola de vdrtice en el origen y 
eje el eje X , es 

y 2 = 4px, 

en donde el foco es el punto (p, 0 ) y la ecuacidn de la direclriz es 
x = — p. Si p > 0, la pardbola se abre hacia la derecha; si p < 0, 
la pardbola se abre hacia la izquierda . 

Si el eje de una pardbola coincide con el eje Y , y el vdrlice estd en el 
origen, su ecuacidn es 

x J = 4py, 

en donde el foco es el punto (0, p), y la ecuacidn de la directriz es 
y = — p. Si p > 0, la pardbola se abre hada arriba; si p < 0, la 
pardbola se abre hacia abajo. 
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Bn cada caso , la longitud del lado recto esta dada por el valor absoluto 
de 4p , que es el coeficiente del tirmino de primer grado . 

Ejemplo. Una parabola cuyo vertice esta en el origen y cuyo eje coincide 
con el eje Y pasa por el punto (4, — 2) . Hallar la ecuacion de la parabola, las 
coordenadas de su foco, la ecuacion de su directriz y la longitud de su lado recto. 
Trazar la grifica coirespondiente. 

Solucidn. Por el teorema 1, la ecuaci 6 n de la parabola es de la forma 

x 2 =» 4py. (4) 

Como la parabola pasa por el punto (4, — 2) , las coordenadas de este punto 
deben satisfacer la ecuacidn (4) , y 
tenemos 

16 = 4p<-2), 

de donde, p = — 2, y la ecuacion 
buscada es 

x 2 = — 8y, 

Tambien, por el teorema 1, el foco 
es el punto ( 0 , p) , o sea, ( 0 , — 2 ) , 
la ecuacidn de la directriz es 

y = ~ P> 

o sea, y = 2, Fig. 78 

y la longitud del lado recto es |4p | = 8 . En la figura 78, se ha trazado el lugar 
geometrico. foco, directriz y lado recto. 



EJERCICIOS. Grupo 23 

Dibujar para cada ejercicio la grafica correspondiente. 

En cada uno de los ejercicios 1-4, hallar las coordenadas del foco, la ecuacion 
de la directriz y la longitud del lado recto para la ecuacion dada, y discutir el 
lugar geometrico correspondiente. 

1 . y 2 — \2x. 3. y 2 -f Sx = 0. 

2. * 3 * 12y. 4, x 2 + 2y = 0. 

5. Deducir y discutir la ecuacion ordinaria x 2 =* 4py. 

6 . Hallar un procedimiento para obtener puntos de la parabola por medio 
de escuadras y compas, cuando se conocen el foco y la directriz. 

7 . Hallar un procedimiento para obtener puntos de la parabola por medio 
de escuadras y compas, si se dan el foco y el vertice. 

8 . Hallar la ecuacion de la parabola de vertice en el origen y foco el pun¬ 
to (3, 0). 

9. Hallar la ecuacion de la parabola de vertice en el origen y foco el pun¬ 
to (0. - 3) . 

10 . Hallar la ecuacion de la parabola de vertice en el origen y directriz la 
recta y — 5 « 0 . 
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It. Hallar la ecuacion de la parabola de vertice cn el origen y directriz la 
recta x + 5 — G. 

12. Una parabola cuyo vertice esta en cl origcn y cuyo ejc coincide con cl 
eje A' pasa por cl punto (— 2, 4) . Hallar la ecuacion dc la parabola, las coor- 
denadas del foco, la ccuacion de la directriz y la longitud dc su lado recto. 

13. Una cuerda dc la parabola y 2 — 4x = 0 cs un segmento de la recta 
x — 2y + 3 * 0. Hallar su longitud. 

14. Hallar la longitud de la cuerda focal de la parabola x 3 + Sy — 0 que ec 
paralcla a la recta 3x + 4y —7 = 0. 

15. Demostrar que la longitud del radio vector de cualquicr punto 
Pi (x -1 . pi) dela parabola y 3 — 4px es igual a | jci -f- p |. 

10. Hallar la longitud del radio vector del punto de la parabola y 2 — 9x « 0 
cuya orderLjda es igual a 6. 

17. De un punto cualquiera de una parabola se traza una perpendicular al 
eje. Demostrar que esta perpendicular es media proporcional entre el lado recto 
y la porcion del eje comprendida entre el vertice y el pie de la perpendicular. 

18. Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por el vertice y los pun- 
tosextremos del lado recto de la parabola x 2 — 4y = 0. 

fl9\ Los extremos del lado recto de una parabola cualquiera se unen con el 
punto de interseccion del eje con la directriz. Demostrar que estas rectas son 
perpendiculares entre si. 

20. Una circunferencia cuyo centro es el punto (4. — I) pasa por el foco 
de la parabola x 2 ■+■ I6y = 0. Demostrar que es tangente a la directriz de la 
parabola. 

21. Hallar la ecuacion de una parabola tomando como ejes Ay Y. el eje 
y la directriz respectivamente. 

En cada uno de los ejercicios 22-25, aplicando la definicion de la parabola, 
hallar la ecuacion de la parabola a partir de los datos dados. Reducir la ecuacion 
a la primera forma ordinaria por transformacion de coordenadas. 

22. Foco (3, 4), directriz x — 1 = 0. 

23. Foco (3, — 5) , directriz y — 1 = 0. 

24. Vertice (2, 0), foco (0, 0). 

25. Foco (— 1, 1) , directriz x 4- y — 5 =* 0. 

56. Ecuaci6n de una parabola de vertice (h, k} y eje paralelo a un 
eje coordenado. Frecuentemente necesitaremos obtener la ecuacion de 
una parabola cuyo vdrtice no estd en el origen y cuyo eje sea paralelo , 
y no necesariamente coincidente, a uno de los ejes coordenados. De 
acuerdo con esto, consideremos la par&bola (fig. 79) cuyo vertice es 
el punto (h, k) y cuyo eje es paralelo al eje X. Si los ejes coor- 
denados son trasladados de tal manera que el nuevo origen O f coin- 
cida con el vertice (h , fc), se sigue, por el teorema 1 del Articu- 
lo 55 , que la ecuacion de la parabola con referenda a los nuevos 
ejes X r y Y / esta dada por 


y' 2 = 4 px f 


( 1 ) 
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en donde las coordenadas del foco F son (p , 0) referido a los nuevos 
ejos. A partir do la ecuacion de la parabola referida a los ejes origina¬ 
tes I y F, podemos obtener la ecuacion (1) usando las ecuacionos 
de trasformaeion del teorema 1, Articulo 50, a saber, 


de donde, 


x = x' + h , y = y f + k, 
x f — x — h } y' — y — k. 


Si sustitulmos estos valores de x' y y' en la ecuacion (1), obtenemos 
(y — k) 2 = 4 p(x - h). (2) 

Analogamente , la parabola cuyo vertice es el punto (h , k) v cuyo 
eje es paralelo al eje Y tiene por 
ecuacion 

(x — A) 2 = 4p (2/ - A), (3) 

en donde | p | es la longitud de 
aquella porcidn del eje com- 
prendida entre el foco y el 
vertice. 

Las ecuaciones (2) y (3) 
se 11 a m a n , generalmente , se- 
gunda ecuacion ordinaria de la 
parabola . 

Los resultados anteriores, 
junto con los obtenidos en el teorema 1 del Articulo 55, conducen al 
siguiente 

Teorema 2. La ecuacion de una parabola de vertice (h , k) y eje 
paralelo al eje X, es de la forma 

(y -k) 2 = 4p(x - h), 

siendo | p | la longitud del segmento del eje comprendido enlre el foco y el 
v&rtice. 

Si p > 0 , la pardbola se abre hacia la derecha; si p < 0, la parabola 
se abre hacia la izquierda. 

Si el vertice es el punto (h , k) y el eje de la pardbola es paralelo al 
eje Y , su ecuacidn es de la forma 

(x — h) a = 4p(y — k). 

Si p > 0 , la pardbola se abre hacia arriba; si p < 0, la pardbola se 
abre hacia abajo. 



Fig. 79 



156 


GEOMETRIA ANALITICA PLANA 


EJemplo 1. Hallar la ecuacion de la parabola cuyo vertice es cl punto 
(3, 4) y cuyo foco es el punto (3, 2), Hallar tambien la ecuacion de su direc- 
triz y la longitud de su lado recto. 

Soluci6n. Como el vertice V y el foco F de una parabola estan sobre su 
eje, y como en este caso cada uno de estos puntos tiene la misnia abscisa 3, se 



sigue que el eje a es paralelo al eje Y, como se indica en la figura 80. Por 
tanto, por el teorema 2 , la ecuacion de la parabola es de la forma 

(x — h) 2 = Ap (y — k) . 

Como el vertice V es el punto (3, 4), la ecuacion puede escribirse 

(* - 3)2 - 4 p(y- 4 ). 

Abora bien, | p ( = | FV | = | 4 — 2 1 = 2. Pero, como el foco F esta abajo del 
vertice V, la parabola se abre hacia abajo y p es negativo. Por tanto, p = — 2, 
y la ecuacion de la parabola es 

(*-3)*- -8(y-4), 

y la longitud del lado recto es 8 . 

Designemos por A el punto en que el eje a corta a la directiiz /. Como 
V (3, 4) es el punto medio del segmento AF, se sigue que las coordenadas de A 
son (3, 6 ) . Por tanto, la ecuacion de la directriz es y — 6 . 


Si desarrollamos y trasponemos terminos en la ecuaci6n 


(y - fc) J = 4 p(x- h), 

obtenemos 

y 2 — 4 px — 2 hy + to* + 4 ph = 0 , 
que puede escribirse en la forma 

y 2 + aix + aiy + os .= 0, (4) 

en donde a x * —4p, a* = — 2k y a 3 — fc 2 + 4 ph. Redprocamente, 
completando el cuadvado en y , podemos demostrar que una ecuacidn 
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tie la forma (4) representa una parabola cuyo eje es paralelo al 
eje X. 

Al diseutir la ecuacibn de la forma (4) suponemos que ai ^ 0. 
Si ai » 0, la ecuacibn toma la forma 

2/ 2 + + as — 0 , (5) 

que es una ecuacibn cuadrdtica cn la unica variable y . Si las ralces 
de (5) son reales y desiguales, digamos ri y rs, entonces la ecua- 
ci6n (5) puede escribirse en la forma 

(y — n) (y — 7 * 2 ) = 0 , 

y el lugar geombtrico correspondiente consta de dos rectas diferentes , 
y ** ri y y — n , paralelas ambas al eje X . Si las ralces de (5) son 
reales e iguales, el lugar geombtrico consta de dos rectas coincidentes 
representadas geombtricamente por una sola recta paralela al eje X . 
Finalmente, si las ralces de (5) son complejas, no existe ningrin 
lugar geombtrico. 

Una discusibn semejante se aplica a la otra forma de la segunda 
ecuacibn ordinaria de la pardbola 

(x - hf = 4 p(y — k). 

Los resultados se resumen en el siguiente 

Teorema 3. Una ecuacion de segundo grado en las variables x y y 
que carezca del termino en xy puede escribirse en la forma 

Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0. 

Si A = 0, C^O y D^O, la ecuacion representa una pardbola 
cuyo eje es paralelo a (o coincide con ) el eje X. Si, en cambio, D = 0, 
la ecuacion representa dos rectas diferentes paralelas al eje X , dos rectas 
coincidentes paralelas al eje X, o ningun lugar geom&rico, segun que las 
ralces de Cy 2 + Ey + F = 0 sean reales y designates, reales e iguales o 
complejas. 

Si A^O,C = OyE? f O, la ecuacion representa una pardbola 
cuyo eje es paralelo a (o coincide con ) el eje Y . Si, en cambio, E = 0 , 
la ecuacion representa dos rectas diferentes paralelas al eje Y, dos rectas 
coincidentes paralelas al eje Y o ningun lugar geombtrico, segun que las 
ralces de Ax 2 + Dx + F = 0 sean reales y desiguales, reales e iguales 
o complejas . 

EJemplo 2. Demostrar que la ecuacion 4 jc 2 — 20x — 24 y + 97—0 repre¬ 
sents una parabola, y hallar las coordenadas del vertice y del foco. la ecuacion 
de su directriz y la longitud de su lado recto. 
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Soluci6n. Por el teorema 3, la ecuacion 

4x 2 - 20x - 24y + 97 = 0 (6) 


representa una parabola cuyo eje es paralelo al eje V. 

Si reducimos la ecuacion (6) a la segunda forma ordinaria, completando el 
cuadrado <n x, obtenemos 




(7) 


De esta ecuacion vemos inmediatamente que las coordenadas del vcrtice son 
, 3^. Como 4p =6, p — y, y la parabola se abre hacia arriba. Entonces, 
como el foco esta sobre el eje y el eje es paralelo al eje Y, se sigue que las coorde¬ 
nadas del foco son 3 0 sea » y^. La ecuacion de la directrix 

3 3 

es y - 3 — —, o sea, y = y, y la longitud del lado recto es | 4p | =6. 

Se recomienda al estudiante que dibuje la figura correspondiente a este ejem- 
plo. Tambien se recomienda resolver el problema por traslacion de los ejes 
coordenados. 


En las dos formas dc la segunda ecuacion ordinaria de la parabola, 
dadas por el teorema 2, hay tres constantes arbitrarias independicntes 
oparametros, h , k y p . Por tanto, la ecuacion de cualquier para¬ 
bola cuyo eje sea paralelo a uno de los ejes coordenados puede deter- 
minarse a partir de tres condiciones independientes. Veamos un 
ejemplo. 


Ejemplo 3. Hallar la ecuacion de la parabola cuyo eje es paralelo al eje X 
y que pasa por los tres puntos ^y, — 1^, (0, 5) y (— 6 , — 7) . 

Solucl6n. Por el teorema 2, la ecuacion buscada es de la forma 
(y — k) 2 — 4p ( x — h) . 


Podemos, sin embargo, tomar tambien la ecuacion en la forma dada por el teo¬ 
rema 3, a saber, 

Ct/ 2 4- Dx + Ey + F = 0. 


Como C ^ 0, podemos dividir toda la ecuacion por C, obteniendo asi 

y 2 +D'jc + £'y + /’' = 0, ( 8 ) 

D F F 

en donde D* = — , E f = y F' = — son tres constantes por determinarse. 

Como los tres puntos dados estan sobre la parabola, sus coordenadas deben 
satisfacer la ecuacion (8). Por tanto, expresando este hecho, obtenemos las 
tres ecuaciones siguientes correspondiendo a los puntos dados: 


I W. - l). 
i (0. 5), 

l (-6. -7). 


1 + H D' - E f + F f = 0. 
25 + 5E f + F f - 0, 

49 - bD' - 7EJ + F f =■ 0, 
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quc pueden escribirse asi, 

5 

{ y*D* - E' + F' = - L 

5 E' + F f - -25, 

6D'+ 7£' — F' = 49. 

La solucion dc este sistema dc tres ccuaciones nos da 

D' - 8, E' = - 2, F' — — 15. 

Sustituyendo estos valores cn la ccuacidn (8) , obtenemos 

t/ 2 + 8* — 2y — 15 = 0. 

que cs la ecuacion dc la parabola que se buscaba. 

El estudiante dcbc dibujar la figura para cste cjemplo y verificar el hecho de 
que las coordenadas de cadi uno de los tres puntos dados satisfacen la ecuacion 
de la parabola. Tambien debe obtener la misma ecuacion usando la forma 

(y - A) 2 - 4p (x — h) . 


EJERCICIOS. Grupo 24 


Dibujar para cada ejercicio la figura correspondiente. 

1. Deducir y discutir la ecuacion ordinaria (x — h) 2 = 4p (y — k) . 

2. Por transformacion de coordenadas, reducir las dos formas de la segunda 
ecuacion ordinaria a las dos formas cortespondientes de la primer* ecuacion 
ordinaria de la parabola. 

3. Demostrar que si se tiene la ecuacion de la parabola en la f$rma 

(y — k) 2 = Ap (x — h) . las coordenadas de su foco son (h + P> fe) , la 

ecuacion de su directrix es x — h — p. 

4. Demostrar quc si se tiene la ecuacion de una parabola en la |prma 

(x — h) 2 = 4p (y — k) > las coordenadas de su foco son ( h, k + p) . y la 

ecuacion de su directriz es y = k — p. 

5. Por medio de la primera ecuacion ordinaria, deducir la siguiente propie- 
dad geometrica de la parabola: Si desde un punto cualquiera de una parabola se 
baja una perpendicular a su eje, el cuadrado de la longitud de esta perpendicular 
es igual al producto de las longitudes de su lado recto y del segmento del eje 
comprendido entre el pie de dicha perpendicular y el vertice. Toda parabola, 
cualquiera que sea su posicion relativa a los ejes coordenados, posee esta propie- 
dad geometrica llamada pcopiedad intrinseca de la parabola. 

6. Por medio de la propiedad intrinseca de la parabola, establecida en el 
ejercicio 5, deducir las dos formas de la segunda ecuacion ordinaria de dicha 
curva. 

7. Hallar la ecuacion de la parabola cuyos vertice y foco son los puntos 
(—4, 3) y (— 1, 3), respectivamente. Hallar tambien las ecuaciones dc su 
directriz y su eje. 
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8. Hallar la ecuacioij de la parabola cuyos vertice y foco jgjHos puntos 
(3, 3) y (3, 1), respectivamente. Hallar tambien la ecuacidn de su directriz y 
la longitud de su lado recto. 

9. La directriz de una parabola es la recta y — 1=0, y su foco es el pun- 
to (4, — 3). Hallar la ecuacion de la parabola por dos metodos diferentes. 

La directriz de una parabola es la recta * -|- 5 ■» 0, y su vertice es el 
punto (0, 3). Hallar la ecuacidn de la parabola por dos metodos diferentes. 

En cada uno de los ejercicios 11-15, reduzcase la ecuacion dada a la segunda 
forma ordinaria de la ecuacion de la parabola, y hallar las coordenadas del ver¬ 
tice y del foco, las ecuaciones de la directriz y eje, y la longitud del lado recto. 

11. V - 48* - 20s/ - 71. 14* 4**+ 48y + 12* - 159. 

12. 9* 2 + 24* + 72y + 16 = 0. 15. y = a* 2 + 6* + c. 

13* y 2 + 4* = 7. 

16. Resolver el ejemplo 2 del Articulo 56 trasladando los ejes coordenados. 

17. Resolver el ejercicio 14 trasladando los ejes coordenados. 

18. Discutir la ecuacidn A* 2 + Cy 2 + Dx+ E y+F -0 cuando A - E - F ■» 0 
yC^O, D 9 * 0. 

19. Resolver el ejemplo 3 del Articulo 56 tomando la ecuacidn en la forma 
(y - k) * - 4p (* - h) . 

20. Hallar las coordenadas del foco y el vertice, las ecuaciones de la direc¬ 
triz y el eje, y la longitud del lado recto de la parabola del ejemplo 3 del Ar¬ 
ticulo 56. 

21. Determinar la ecuacion de la familia de parabolas que tienen un foco 
comun (3. 4) y un eje comun paralelo al eje Y. 

' 22. La ecuacidn de una familia de parabolas es y = 4* 2 + 4* + c. Discutir 
como varia el lugar geometrico cuando se hace variar el valor del parametro c. 

23. La ecuacion de una familia de parabolas es y = ax 2 + 6*. Hallese la 
ecuacion del elemento de la familia que pasa por los dos puntos (2, 8) 
y ^ 1. 5). 

HP Hallar la ecuacion de la parabola cuyo eje es paralelo al eje X y que pasa 
por ios trcs puntos (0, 0), (8, — 4) y (3, 1). 

4 jp. Hallar la ecuacion de la parabola de vertice el punto (4, — 1) , eje la 
recta y + 1 = 0 y que pasa por el punto (3, — 3) . 

26. Demostrar, analiticamente, que cualquier recta paralela al eje de una 
parabola corta a esta en uno y solamente en un punto. 

27. Demostrar que la longitud del radio vector de cualquier punto 
Pi (*i, y i) de la parabola (y — k) 2 = 4p (* — h) es igual a | *i — h + p |, 

28. Hallar la longitud del radio vector del punto de la parabola 

y* + 4* + 2y - 19 - 0 


cuya ordenada es igual a 3. 

29* Hallar e identificar la ecuacion del lugar geometrico de un punto que se 
mueve de tal manera que su distancia de la recta * + 3 * 0 es siempre 2 unidades 
mayor que su distancia del punto (1, 1) * 

30. Hallar e identificar la ecuacidn del lugar geometrico del centro de una 
circunferencia que es siempre tangents a la recta y — 1 — 0 y a la circunferencia 

*» + </*« 9. 
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57. Ecuacion de la tangente a una par&bola. La determinacidn 
de la tangente a la par&bola no requiere la introduccidn deningtin con- 
cepto nuevo. Como la eeuacidn de una parabola es de segundo grado , 
su tangente puede obtenerse empleando la condicidn para tangencia 
estudiada en el Articulo 44. 

Como para la circunferencia (Art. 45), consideraremos tres casos : 

1. Tangente en un panto de contacto dado. Vamos a determinar la ecua¬ 
cion de la tangente a la parabola 

y 2 -4 P x. (1) 

en un punto cualquiera Pi(jci, yi) de la parabola. 

La ecuacion de la tangente buscada es de la forma 

y — yi - m (x — x\) , (2) 

en donde esta por determinarse la pendiente m. Si el valor de y dado por la 
ecuacion (2) es sustituido en la ecuacion (1) , se obtiene 

(yi + mx — mx\ )* ™ 4px, 

la cual se reduce a 

m 2 x 2 + (2myi — 2m 2 xi — 4p) x + (y i 2 + m 2 xi 2 — 7mxi y i) =“ 0. 

Para la tangencia, el discriminante de esta ecuacion debe anularse, y esctibimos 
(2myi — 2m 2 xi — 4p) 8 — 4 m 2 (y i 2 + m 2 x\ 2 — 2mx\y\) * 0, 
la cual se reduce a 

xi m 2 — yim + p — 0, (3) 

de donde, _ 

_yi =*= \/ yi* — 4pjci 

2xi 

Pero, como P i(xi, yi) esta sobre la parabola (1), renemos 

yi 2 - 4px i, (4) 

de donde m = Si sustituimos este valor de m en (2) , obtenemos, despues 

2 x i 

de simplificar y ordenar los terminos, 

2 xi y — yi (x + an) . 

De la ecuacion (4) , 2xi = y si se sustituye este valor en la ultima ecuacidn 

2 P 

se obtiene la forma mis comun de la ecuacion de la tangente, 

y\V - 2p(jr +xi) . 

Muchas propiedades interesantes e importantes de la parabola est&n 
asociadas con la tangente en un punto cualquiera de la curva. La 
deduction de tales propiedades es mas sencilla, en general, usando 
la forma candnica (1) y, por tan to , la ecuacidn de la tangente que 
acabamos de obtener es especialmente dtil. Segtin la ecuacidn obte- 
nida, tenemos el teorema que damos a continuacidn. 



162 


GEOMETRIA ANALITICA PLANA 


Teorema 4 . La tangente a la pardbola y 2 = 4px en cualquier 
punto Pi (xi, yi) de la curva tiene por ecuacidn 

yi y = 2p (x + xi). 


2. Tangente con una pendiente dada. Consideremos ahora cl problema 
general de determinar la ecuacidn de la tangente de pendiente m a la para¬ 
bola (1). 

La ecuacion buscada es de la forma 

y = mx + k, (5) 

en donde k es una constante cuyo valor debe determinarse. Si sustituimos el 
valor de y dado por (5) en la ecuacidn (1), obtenemos 

(mx + k) 2 = 4px, 

o sea, 

m 2 x 2 + (2 mk — 4p) x + k 1 = 0. 


La condicidn para la tangencia es 


de donde f 


(2 mk — 4 p) 2 — 4 k 2 m % — 0, 


k - 


_P_, 

m ' 


valor que, sustituido en (5) , nos da la ecuacidn buscada 

y =* mx + —t m 0. 
m 


Teorema 5 . La tangente de pendiente m a la pardbola y 2 = 4px 
tiene por ecuacion 

y = mx + —, m^O. 


3. Tangente trazada desde un punro exterior . Veamos el siguiente pro¬ 
blema: 

Ejemplo. Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas del punto (2, —4) 
a la parabola jc 2 - bx — 4y + 17 = 0. 

Solucidn. La ecuacidn de la familia de rectas que pasan por el punto 
(2, - 4) es 

y + 4 = m(x - 2) , (6) 

en donde el parametro m es la pendiente de la tangente buscada. De la ecua¬ 
cidn (6). y =* mx — 2m — 4, valor que sustituido en la ecuacidn de la para¬ 
bola nos da 

x 2 - 6* - 4 (mx -2m - 4)+ 17 = 0. 

Esta ecuacidn se reduce a 

x 3 — (4m + 6) x + (8m + 33) = 0. 

Para que haya tangencia, 

(4m + 6) 2 - 4 (8m + 33) - 0, 
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Resolviendo csta ecuacion sc obtiene m = 2, — 3. Por tanto, por (6) , las 
ecuaciones de laS tangentcs buscadas son 

y + 4 = 20-2) y y+4- -3(*-2), 

o sea, 

2x — y — 8 = 0 y 3x + y— 2=0. 

El cstudiantc dcbe dibujar la figura correspondientc a cste problema. 

EJERCICIOS. Grupo 25 


Dibujar una figura para cada ejercicio. 


En cada uno de los ejercicios 1-3 hallar las ecuaciones de la tangente y la 
normal y las longitudes de la tangente, normal, subtangente y subnormal, para 
la parabola y el punto de contacto dados. 

1. y 2 - 4x = 0; (1. 2) . 

2. y 3 + 4x + 2y + 9 - 0; V" 6. 3) . 

3. * 2 - tx + 5y - 11 * 0; (- 2, - 1) . 


4. Por medio del teorema 4 (Art. 57) hallar la ecuacidn de la tangente del 
ejercicio 1. 

5. Demostrar que la ecuacion de la normal a la parabola y 3 * 4px en 
P i (*i» yi) y! x + 2 py = *i yi + 2p yi . 

6. Por medio del resultado del ejercicio 5, hallar la ecuacidn de la normal 
del ejercicio 1. 

C 7 j Demostrar que las tangentes a una parabola en los puntos extremos de 
> su Iado recto son perpendiculares entre si. 

(J3) Demostrar que el punto de interseccion de las tangentes del ejercicio 7 
esta sobre la directriz de la parabola. (Ver el ejercicio 19 del grupo 23, 
Art. 55.) 

9. Hallar la ecuacion de la tangente de pendiente — 1 a la parabola 
y 2 — 8x — 0. 

10. Hallar la ecuacion de la tangente a la parabola x 2 + 4x + I2y — 8 = 0 
que es paralela a la recta 3x + 9y — 11 =0. 

11. Hallar la ecuacion de la tangente a la parabola y 2 — 2x + 2y -I- 3 = 0 
que es perpendicular a la recta 2x + y + 7 = 0. 

12. Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas desde el punto (— 3, 3) 
a la parabola y 2 — 3«r — 8y + 10 = 0. 

13. Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas del punto (1,4) a la 
parabola y 3 + 3x — 6y + 9 = 0. 

14. Del punto (— I, — 1) , se trazan dos tangentes a las parabola 


y 2 — x + 4y + 6 = 0. 


Hallar el angulo agudo formado por estas rectas. 

16. Con referenda a la parabola y 2 — 2x + 6y + 9 = 0, hallar los valores 
de k para los cuales las rectas de la familia x + 2y + k — 0: 


a) cortan a la parabola en dos puntos diferentes; 

b) son tangentes a la parabola; 

c) no cortan a la parabola. 
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16. Hallar cl angulo agudo dc intersection de la recta x — y — 4 = 0yla 
parabola y 2 — 2 x en cada uno de sus puntos de interseccion. 

17. Hallar el angulo agudo de interseccion de la circunferencia x 2 + y* = 25 
y la parabola x 2 — 4y — 4 = 0 en uno cualquiera de sus dos puntos de interseccion. 

18. Demostrar que ias parabolas x 2 — 4x + 8y — 20 = 0 y x 2 — 4x — 4y+4 = 0 
son ortogonales entre si en cada uno de sus puntos de interseccion. 

19. Desde el foco de una parabola se traza una recta perpendicular a una 
tangente cualquiera a la parabola, Demostrar que el punto de interseccion de 
estas rectas esta sobre la tangente a la parabola en el vertice. 

20. Demostrar que la normal de pendiente m a la parabola y 2 = 4 px tiene 
por ecuacion y = mx — 2 pm — pn? 3 . 

21. Demostrar que cualquier tangente a una parabola, excepto la tangente 
en el vertice, corta a la directriz y al lado recto (prolongado si es necesario) en 
puntos que son equidistantes del foco. 

22. En cualquier punto P de una parabola, no siendo el vertice. la tan¬ 
gente y la normal cortan al eje de la parabola en los puntos A y B, respectiva- 
mente. Demostrar que los puntos A, B y P son equidistantes del foco. 

23. Por medio del resultado del ejercicio 22, demuestrese un procedimiento 
para trazar la tangente y la normal en cualquier punto de una parabola dada. 

24. Demostrar que la tangente a la parabola (y — k) 2 — 4p (jc — h) , de 


v* 


pendiente m, tiene por ecuacion y = mx — mh + k + m 0. 

m 

25. Demostrar que toda circunferencia que tiene de diametro una cuerda 
focal de una parabola, es tangente a la directriz. 

26. Se han trazado dos circulos cada uno de los cuales tiene por diametro 
una cuerda focal de una parabola. Demostrar que la cuerda comun de los circu¬ 
los pasa por el vertice de la parabola. 

27. Si desde un punto exterior P se trazan tangentes a una parabola, el 
segmento de recta que une los puntos de contacto se llama cuerda de contacto 
de P para esa parabola (vease el ejercicio 25 del grupo 18, Art. 45). Si 


P i (jc i, yi) es un punto exterior a la parabola y 2 = 4px, demuestrese que la 
ecuacion de la cuerda de contacto de Pi es yi y = 2p (x + xi) . (Ver el teore- 
majL Art. 57.) 

-f 28i Demostrar que la cuerda de contacto de cualquier punto de la directriz 
, cj ■ s tma parabola pasa por su foco. 

29. Demostrar que el lugar geometrico de los puntos medios de un sistema 
de cuerdas paralelas de una parabola es una recta paralela al eje. Esta recta se 
llama diametro de la parabola. 

30. Hallar la ecuacion del diametro de la parabola y 2 = 16x para un sistema 
de cuerdas paralelas de pendiente 2. 


58. La funci6n cuadr&tica. La forma 

ax 2 + bx + c , (1) 

en donde, a , b y c son constantes y a ^ 0 , se llama funcidn cuadrd - 
tica de x , o trinomio de segundo grado , y puede ser investigada por 
medio de la relacion 


y tm ax 2 + bx + c. 


(2) 
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Vimos en el Articulo 56 que la ecuacion (2) se representa grafica- 
inente por una parabola cuyo eje es paralelo a (o coincide con) ei 
eje Y. Por tan to, las propiedades analiticas de la funcidn cuadr&ti- 
ca (1) pueden estudiarse convenienternente por medio de las propieda- 
dcs geomdtricas de la parabola (2). Si reducimos la ecuacion (2) a 
la segunda forma ordinaria de la ecuacidn de la par&bola, completando 
el cuadrado en x , obtenemos 

( i+ ^y-i(» + £- c )' 


Y Y 



que es la ecuacidn de una parabola cuyo eje es paralelo a (o coincide 

con) cl eje Y, y cuyo vdrtice es el punto 

la parabola se abre hacia arriba (fig. 81 [a]); si a < 0, la parabola 
se abre hacia abajo (fig. 81 [ b ]). 

Un punto de una curva continua euya ordenada sea algebraica- 
mente mayor que la de cualquiera de los puntos vecinos a dl se llama 
punto maximo de la curva. An&logamente, un punto cuya ordenada 
sea algebraicamente menor que la de cualquiera de los puntos vecinos 
a dl se llama punto mlnimo de la curva. Evidentemente, si a > 0 
(fig. 81 [a]) la parabola (2) tiene un solo punto mmimo, el vdr- 
ticc V. De manera scmejante, si a < 0 (fig. 81 [6]) la parabola (2) 
Lienc un unico punto maximo, el vdrtice V. La interpretacidn anali 
tica es bien obvia. Como las coordenadas del vdrtice V de la para- 


c -£)- Sia>0 ’ 


bola (4) son ^ — ~, c — , sc sigue que si a > 0 la funcidn 

cuadratica (3) tiene , para x = — —, un valor minimo igual a 



166 


GEOMETRIA ANALITICA PLANA 


6 2 b 

c——, y si a < 0 tiene, para x = — —, un valor mdximo igual 


2a 3 


6 2 


a c — — Resumimos estos resultados en el siguiente 

Teorema 6 . La funcidn cuadrdtica 

ax 2 + bx + c , a^O, 
estd representada grdficamente por la pardbola 

y = ax 2 + bx + c, 

cuyo eje es paralelo a (o coincide con) 
punto 1 k 


( 1 ) 


(2) 

el eje Y, y cuyo v&rtice es el 

( _b V\ 

t 2a’ c 4a ) 

Si a > 0, ia pardbola (2) se abre hacia arriba y su vtrtice es un 

punto minimo , y la funcidn cuadrdtica (1) tiene un valor minimo igual 

b 2 , b 

a e — — cuando = — —. 

Si a < 0, la pardbola (2) se abre hacia abajo y su vertice es un 

punto mdximo , y la funcidn cuadrdtica (1) tiene un valor mdximo igual 


x « — 


2a’ 


a c — ~~ cuando 
4a 

Acabamos de discutir los valores extremos de la funcidn cuadra- 
tica (1). Pero podemos tambidn determinar f^cilmente los valores 
de x para los cuales la funcidn es positiva, negativa o cero. Por 
ejemplo, supongamos que la funcidn cuadrdtica (1) es tal que tiene 
por grdfica a la figura 81 (a) en donde la parabola corta al eje X en 
los dos puntos diferentes Pi y P 2 . Como las ordenadas de Pi y P 2 
son nulas, sesigue, de (1) y (2), que sus abscisas n y r 2 , respec- 
tivamente, son las las rafces de la ecuacidn de segundo grado 

ax 2 + bx + c = 0. 

Ademas, como aparece en la grdfica , la funcidn (1) es negativa para 
los valores de x comprendidos entre n y n , y es positiva para va¬ 
lores de x menores que n y mayores que r 2 . El estudiante debe 
desarrollar una discusidn semejante para la funcidn cuadrdtica repre¬ 
sentada por la figura 81 (6). Tambidn debe discutir la funcidn cua¬ 
drdtica cuya grdfica es tangente al eje X , y la funcidn cuadrdtica 
cuya grdfica no corta al eje X . 


Ejemplo. Determinar el maximo o minimo de la funcion cuadratica 

6 + (3) 

y los valores de x para los cuales esta funcidn es positiva. negativa y cero. 
llustrar los resultados graficamente. 



LA PARABOLA 


167 


Soluci6n. La funcidn (3) esta representada graficamente por la parabola 

y = 6 + x — x 2 , 

que reducida a la forma ordinaria queda 

de modo que la parabola se abre hacia abajo y su vertice es cl punto maximo 

como se ve en la figura 82. 

Luego la funcidn (3) tiene el valor mi- 

ximo — cuando x = 4-* 

4 2 

Para determinar los valores de x 
para los cuales la funcion (3) es posi- 
tiva, necesitamos simplemente determi¬ 
nar, como en Algebra, los valores de x 
para los cuales la desigualdad 

-x z + x + b>0 

es verdadera. Esta desigualdad puede 
escribirse en la forma 

(- x -2) (x - 3) > 0. 

Considerando los signos de los dos factores del primer miexnbro de esta des¬ 
igualdad, vemos que es verdadera para todos los valores de x comprendidos en 
el intervalo — 2 < x < 3. 

Anilogamente, considerando la desigualdad 

(- x-2) (*-3)<0, 

vemos que la funcion (3) es negativa para todos los valores de x tales que 
jc < — 2 y x > 3. 

Finalmente, considerando la igualdad 

(-*-2) 0c-3)«0, 

vemos que la funcidn (3) se anula cuando x — 2 y x-3. 

59. Algunas aplicaciones de la par&bola. La p&rdbola se presenta 
frecuentemente en la prdctica. El prop6sito de este artlculo es estudiar 
brevemente algunas aplicaciones de esta curva. 

a) Arco pardbdlico. De las diversas formas de arcos usadas en 
construccidn , una tiene la forma de un arco parabdlico. Tal forma , 
llamada arco pardbdlico , es la indicada en la figura 83(a) . La longi- 
tud AC en la base se llama daro o luz ; la altura mdxima OB sobre 
la base se llama altura del arco. Si el arco parabdlico se coloca de tal 
manera que su vdrtice estd en el origen y su eje coincida con el eje Y, 


Y 
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y si la longitud del claro es 2s y la altura es h, entonces podemos 
demostrar facilmente que la ecuacion de la parabola toma la forma 



En un puente colgante, cada cable cuelga de sus soportes A y C 
en la forma del arco de una curva , como se indica en la figura 83 (b). 



Fig. 83 

La distancia AC comprendida entre los soportes del cable es la luz ; 
la distancia BO , altura vertical de los soportes del cable sobre el 
punto mds bajo, se llama depresi&n del cable. Si los pesos de los 
cables son pequeiios comparados con el de la carga, y si la distribution 
del peso de la carga es uniforme en la direction horizontal, se demues- 
tra en Mecanicu que cada cable toma muy aproximadamente la forma 
de un arco parabulico. 

b) Propiedad focal de la parabola. La parabola tiene una impor- 
tante propiedad focal basada en el siguiente teorema. 

Teorema 7. La normal a la parabola en un punto Pi (xi, yi) 
cualquiera de la pardbola forma angulos iguales con el radio vector de Pi 
y la recta que pasa por Pi y es paralela al eje de la pardbola. 

Demostraci 6K . El teorema no sc particulariza si tomamos como 
ecuacion de la parabola la forma candnica 

y 2 » 4 pz. (1) 

Designemos por n la normal a la parabola en Pi, por l la recta que 
pasa por Pi paralela al eje, y por r el radio vector PPi, tal como se 
indica en la figura 84. Sea a el angulo formado por n y r, y (5 el 
lormado por n y L Vamos a demostrar que a = (3. 
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La pendiente de la parabola en Pi (xi, y\) es ~ , segtin el teorc- 

y i 

ma 4 del Articulo 57. Por tan to , la pendiente de n es — . Tam- 


bi6n la pendiente de r es 
Articulo 10, 


V i 


Xl — p 


. Por tanto, por el teorema 5 del 


y i y i 

2p Xi — p _ — xi y\ + pyi — 2p yi _ — xi yi - pyi 
y\ 2 2pxi — 2p 2 — i/i 2 ~~ 2pxi — 2p 2 — ^i 2 ‘ 

' 2p(x i - p) 

y 



Como Pi (xi, t/i) esta sobre la parabola (1), sus coordenadas 
satisfacen la ecuacion (1), y yi 2 = 4pxi. Sustituyendo este valor 
de yi 2 en la tiltima igualdad , tenemos 


tg a 


— xi yi — pyi _ — yi(xi + p) = y± 
2pxi - 2p 2 — 4pxi — 2p(xi + p) 2p ‘ 


( 2 ) 


Y coino la pendiente de l es 0 , resulta : 


tg fl 



(3) 


Por tanto, de (2) y (3),a»(J,yel teorema queda deinostrado. 
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Si un rayo de luz h toca a una superficie pulida m en el punto P, 
es reflejado a lo largo de otra recta, digamos h , tal como se indica 
en la figura 85(a). Sea n la normal a m en P. El angulo a formado 
por el rayo incidente h y n se llama angulo de incidencia; el angulo (3 
formado por el rayo reflejado h y n se llama angulo de rejlexi&n. 
En Fisica se demuestra que la ley de la reflexidn establece : 1) que 
li y n y 1 2 son coplanares, y 2) que a = p. Por esta ley y por 
el teorema 7, vemos que si un foco luminoso se coloca en el foco F de 
una parabola, los rayos inciden sobre la parabola , y se reflejan segun 
rectas paralelas al eje de la parabola, tal como se indica en la figu¬ 
ra 85 (b). Este es el principio del reflector parabdlico usado en las 
locomotoras y automoviles y en los faros buscadores. 



(a) 


( 6 ) 


(c) 


Fig, 85 


Como el Sol esta tan distante de la Tierra, sus rayos, en la super¬ 
ficie terrestre , son , pr&cticamente, paralelos entre si. Si un reflector 
parabdlico se coloca de tal manera que su eje sea paralelo a los rayos 
del Sol, los rayos incidentes sobre el reflector se reflejan de manera 
que todos pasan por el foco , tal como se ve en la figura 85(c). Esta 
concentracidn de los rayos solares en el foco es el principio en que se 
basa el hacer fuego con una lente ; tambi^n es el origen de la palabra 
foco , que es el t^rmino latino (focus) empleado para designar el hogar 
o chimenea. Esta propiedad tambi^n se emplea en el telescopio de 
reflexidn en el cual los rayos paralelos de luz procedentes de las 
estrellas se concentran en el foco. 
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EJERCICIOS. Grupo 26 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

En cada uno de los ejercicios 1-4, hallar el valor maximo o minimo de la 
funcion dada, y comprobar el resultado graficamente. 

It 4x 2 + 16x -f* 19. 3. x 2 — 6x -j- 9. 

2. 24* — 3x 2 — 47. 4. 4x — 2x 2 — 5. 

En cada uno de los ejercicios 5-8, hallar los valores de x, si los hay, para 
los cuales es verdadera la desigualdad dada. Comprobar el resultado grafica- 
mente. 


5. 4* 2 + 1 lx - 3 > 0. 7. 12* - x 2 - 37 > 0. 

6. 8* - x 2 - 16 < 0. 8. x 3 + 14x + 49 > 0. 

En cada uno de los ejercicios 9-12, hallar los valores de x para los cuales la 
funcion dada es positiva, negativa y cero, y tiene un maximo o un minimo, 
Comprobar los resultados graficamente. 

9. * 2 -5x + 4. 11. x 2 — 4* + 4. 

10. 3-5*—2* 3 . 12. 4x 2 — 7x + 53. 

En cada uno de los ejercicios 13-15, sea y = ax 2 + 6x + c una funcion cua- 
dratica tal que las raices de y = 0 sean ri y r 2 . 

13. Si n y r 2 son reales y desiguales, y n > r 2 , demostrar que y tiene el 
mismo signo que a cuando x > t\ y x < r 2 » y es de signo contrario a a cuando 
ri > x > r 2 « 

14. Si ri y r 2 son reales e iguales, demuestrese que y tiene el mismo signo 
que a cuando x ^ ri. 

15. Si ri y r 2 son numeros complejos conjugados, demuestrese que y tiene 
el mismo signo que a para todos los valores de x. 

L6. Hallar la expresion para la familia de funciones cuadraticas de x aue 
tienen un valor maximo igual a 4 para x ™ — 2. 

17. Hallar la expresion para la familia de funciones cuadraticas de x que 
tienen un valor minimo igual a 5 para x = 3. 

Los problemas enunciados en los ejercicios 18-23 deben comprobarse grafi¬ 
camente. 


18. La suma de las longitudes de los catetos de un triangulo rectangulo es 
constante e igual a 14 cm. Hallar las longitudes de los catetos si el area del trian¬ 
gulo debe ser maxima. 

19. La suma de dos numeros es 8. Hallar estos numeros si la suma de sus 
cuadrados debe ser minima. 

20. El perimetro de un rectangulo es 20 cm. Hallar sus dimensiones si su 
area debe ser maxima. 

21. Hallar el numero que excede a su cuadrado en un numero maximo. 

22. Demostrar que de todos los rectangulos que tienen un perimetro fijo 
el cuadrado es el de irea maxima. 
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23. Una viga simplemente apoyada de longitud / pics esta uniformementc 
cargada con w libras por pic. En Mecanica sc dcmuestra que a una distancia de 
x pies de un soporte, el momento flexionante M en pies-libras esta dado por la 
formula M — Yi ivlx — Yi ivx 7 . Demostrar que el momento flexionante es 
maximo en el centro de la viga. 

24. Determinar la ecuacion del arco parabolico cuyo claro o luz es de 12 m 
y cuya altura es de 6 m, 

25. Determinar la ecuacion del arco parabolico formado por los cables 
que soportan un puente colgante cuando el claro es de 150 m y la depresion de 
20 metros. 



CAPITULO VII 


LA ELIPSE 


60. Definiciones. Una elipse es el lugar geom6trico de un punto 
que se mueve en un piano de tal manera que la suma de sus distancias 
a dos puntos fijos de ese piano es siempre igual a una constante, ma¬ 
yor que la distancia entre los dos puntos. 


V 



Los dos puntos fijos se llaman focos de la elipse. La definition de 
una elipse excluye el caso en que el punto mdvil est£ sobre el segmento 
que une los focos. 

Designemos por F y F f (fig. 86) los focos de una elipse. La rec¬ 
ta l que pasa por los focos tiene varios nombres ; veremos que es con- 
veniente introducir el ttirmino de eje focal para designar esta recta. 
El eje focal corta a la elipse en dos puntos, V y V', llamados vertices. 
La portion del eje focal comprendida entre los vertices, el segmento 
VV f , se llama eje mayor. El punto C del eje focal, punto medio del 
segmento que une los focos, se llama centro. La recta V que pasa por 
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C y es perpendicular al eje focal l tiene varios nombres ; encontrare- 
mos conveniente introducir el t^rmino eje normal para designarla. El 
eje normal V corta a la elipse en dos puntos, A y A f , y el segmento 
AA f se llama eje menor. Un segmento tal como BB f , que une dos 
puntos diferentes cualesquiera de la elipse , se llama cuerda. En par¬ 
ticular , una cuerda que pasa por uno de los focos, tal como EE f , se 
llama cuerda focal . Una cuerda focal, tal como LL', perpendicular 
al eje focal l se llama lado recto. Evidentemente como la elipse tiene 
dos focos , tiene tambi^n dos lados rectos. Una cuerda que pasa por C , 
tal como DD f , se llama un diametro . Si P es un pun to cualquiera de 

la elipse, los segmentos FP y F f P 
que unen los focos con el punto P se 
llaman radios vector es de P. 

61, Ecuaci6n de la elipse de 
centro en el origen y ejes de coorde* 
nadas los ejes de la elipse. Consi¬ 
st-*, 0) | F(cfi)J remos la elipse de centro en el 

origen y cuyo eje focal coincide con 
el eje X (fig. 87). Los focos F y F f 
estan sobre el eje X. Como el cen- 
Fi g , 87 tro 0 es el punto medio del seg¬ 

mento FF f } las coordenadas de 
F y F f serdn , por ejemplo, (c, 0) y (—c, 0), respectivamente, 
siendo c una constante positiva. Sea P(x, y) un punto cualquiera 
de la elipse. Por la definicidn de la curva, el punto P debe satisfacer 
la condicidn geom^trica 

I FP I + I YP I - 2a, (1) 


HQ 


en donde a es una constante positiva mayor que c. 

Por el teorema 2 , Artlculo 6 , tenemos 

I fP | = V (a? - c) 2 + y 2 , | FTP | = V(x + c) 2 + y 2 , 

de manera que la condicidn geom^trica (1) esta expresada analltica- 
mente por la ecuacion 

V (x - c) 2 + y 2 + y/(x + c) 2 + y l =* 2a. (2) 

Para simplificar la ecuacidn (2), pasamos el segundo radical al 
segundo miembro , elevamos al cuadrado , simplificamos y agrupamos 
los t6rminos semejantes. Esto nos da 
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Elevando al cuadrado nuevamente , obtenemos 

c 2 x 2 + 2a 2 cx + a 4 = a 2 x 2 + 2a 2 cx + a 2 c 2 + a 2 y 2 , 

de donde, 

(a 2 — c 2 ) x 2 + a 2 y 2 = a 2 (a 2 — c 2 ) . (3) 

Como 2a > 2c es a 2 > c 2 y a 2 — c 2 es un numero positivo que 
puede ser reemplazado por el numero positivo b 2 , es decir, 

b 2 = a 2 — c 2 . ( 4 ) 

Si en (3) reemplazamos a 2 — c 2 por b 2 , obtenemos 


b 2 x 2 + a 2 y 2 = a 2 b 2 , 

y dividiendo por a 2 b 2 , se obtiene, finalmente , 


(5) 


Reriproc&mente, sea Pi (xi, xi) un punto cualquiera cuyas coor- 
denadas satisfacen la ecuacidn (5), de manera que 


a 2 


-r b 2 A * 


(6) 


Invirtiendo el orden de las operaciones efectuadas para pasar de la 
ecuacidn (2) a la (5), y dando la debida interpretacidn a los signos 
de los radicales, podemos demostrar que la ecuacion (6) conduce a la 
relacidn 

V (xi — c) 2 + yi 2 + V (xi + c) 2 + yi 2 = 2a, 

que es la expresidn analitica de la condicidn geom^trica (1) aplicada 
al punto Pi, Por tan to, Pi est& sobre la elipse cuya ecuacion est k 
dada por (5). 

Ahora discutiremos la ecuacidn (5) de acuerdo con el ArUculo 19. 
Por ser ay — a las intersecciones con el eje X, las coordenadas de 
los v4rtices V y V f son (a, 0) y (—a, 0), respectivamente, y la 
longitud del eje mayor es igual a 2a , la constante que se menciona en 
la definicidn de la elipse. Las intersecciones con el eje Y son b y — b. 
Por tanto, las coordenadas de los extremos A y A f del eje menor son 
(0, b) y (0, — b) j respectivamente, y la longitud del eje menor es 
igual a 2b. 

Por la ecuacidn (5) vemos que la elipse es sim4trica con respecto a 
ambos ejes coordenados y al origen. 
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Si de la ecuacion (5) despejamos y, obtenemos 


y = 


± — V a 2 — x 2 . 

a 


(7) 


Luego , se obtienen valores reales de y solamente para valores de x del 
intervalo 

— a±x±a. (8) 

Si de la ecuacidn (5) despejamos x, obtenemos 


x = ± y V b 2 — y 2 , 


de manera que se obtienen valores reales de x, solamente para va¬ 
lores de y dentro del intervalo 

— b < y <b. (9) 

De (8) y (9).se deduce que la elipse esta limitada por el rect&ngulo 
cuyos lados son las rectas x = a, ?/ = ± b. Por tan to , la elipse es 
una curva cerrada. 

Evidenternente , la elipse no tiene asfntotas verticales ni horizon- 
tales . 

La abscisa del foco Fes c. Si en (7) sustituimos x por este valor 
se obtienen las ordenadas correspondientes que son 

y = =t — V a 2 — c 2 
* a 9 


de donde, por la relacion (4) , 


V = = b 


b 2 


2b 2 

Por tan to , la longitud del lado recto para el foco F es —. Andloga- 

2b 2 

mente , la longitud del lado recto para el foco F f es -—. 

a 

Un elemento importante de una elipse es su excentricidad que se 
£ 

define como la razon — y se representa usualmente por la letra e. 
De (4) tenemos 


_ c_ _ V a 2 — b 2 

a a 


( 10 ) 


Como c < a , la excentricidad de una elipse es menor que la unidad. 
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Consideremos ahora el caso en que el centro de la elipse esta en el 
origen, pero su eje focal coincide con el eje Y . Las coordenadas de 
los focos son entonces (0 , c) y (0, — c) . En este caso , por el mismo 
procedimiento empleado para deducir la ecuacidn (5), hallamos que 
la ecuacidn de la elipse es 


*1 +vl 

b 2 T a 2 


( 11 ) 


en donde a es la longitud del semieje mayor, b la longitud del semieje 
menor, y a 2 - b 2 + c 2 . La discusidn completa de la ecuacidn (11) se 
deja al estudiante como ejercicio. 

Las ecuaciones (5) y (11) se llaman, generalmente, primera 
ecuacidn ordinaria de la elipse . Son las ecuaciones m&s simples de la 
elipse y, por tanto , nos referiremos a ellas como a las formas cand- 
nicas. 

Los resultados anteriores se pueden resumir en el siguiente 


Teorema 1 . La ecuacidn de una elipse de centro en el origen , eje 
focal el eje X , distancia focal igual a 2c y cantidadjconstante igual 
a 2a es 



Si el eje focal de la elipse coincide con el eje Y, de manera que las 
coordenadas de los focos sean (0, c) y (0, —c) , la ecuacidn de la 
elipse es 


x 2 v 2 
— + 2 - = 1 
b 2 a 2 


Para cada elipse , a es la longitud del semieje mayor , b la del semieje 
menor , y a, b y c estdn ligados por la relacion 

a 2 = b 2 + c 2 . 

2b 2 

Tambien , para cada elipse , la longitud de cada lado recto es — y la 

a 

excentricidad e esta dada por la fdrmula 


e = 


_c 

a 


V a 2 - b 2 

a 


< 1 . 


NOTA. Si reducimos la ecuacion de una elipse a su forma candnica, pode- 
mos determinar facilmente su posicion relativa a los ejes coordenados compa- 
rando los denominadores de los terminos en x 2 y y 2 . El denominador mayor 
esta asociado a la variable correspoadiente al eje coordenado con el cual coincide 
el eje mayor de la elipse. 


L«h»&no> — 12. 
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Ejemplo. Una elipse tiene su centro en cl origen, y su ejc mayor coincide 
con cl eje Y. Si uno de los focos cs cl punto (0, 3) y la cxcentricidad cs igual 
a ballar las coordenadas dc otro foco, las longitudes dc los ejes mayor y 
menor, la ecuacion de la elipse y la longitud de cada uno de sus lados rectos. 



Soluci6n. Como uno de los focos es el punto (0, 3) , tenemos c = 3, y las 
coordenadas del otro foco son (0, —3). Como la excentricidad es Yi , tenemos 



de donde, a = 6. Tenemos, tambien, 

b - V a 2 - c 2 = V 62 - T 2 = 3 VI . 

Por tanto, las longitudes de los ejes mayor y menor son 2a = 12 y 2b = 6\/ 3 , 
respectivamente. 

Por el teorema 1, la ecuacion de la elipse es 



La longitud de cada lado recto es ^ ^ = 9. 

a 6 

El lugar geometrico es el representado en la figura 88. 


EJERCICIOS. Grupo 27 

Dibujar una figura para cada ejercicio, 

x 2 u 2 

1. Deducir la ecuacion ordinaria- \--Z- ■■ 1 a partir de la definicion de 

b 2 a 2 

la elipse. 
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2. Desarrollar una discusion completa de la ecuacidn ordinaria 



3. Dados 1 os focos y la longitud de su eje mayot, demostrar un procedi- 
miento para obtener puntos de una elipse usando escuadras y compas. 

4. Demostrar un procedimiento para obtener puntos de una elipse usando 
escuadra y compas si se conocen sus ejes mayor y menor. 

5. Demostrar que la circunferencia es un caso particular de la elipse cuya 
excentricidad vale cero. 


En cada uno de los ejercicios 6-9, hallar las coordenadas de los vertices y 
focos, las longitudes de los ejes mayor y menor, la excentricidad y la longitud 
de cada uno de sus lados rectos de la elipse correspondiente. Trazar y discutir el 
lugar geometrico. 

6. 9x z ■+■ 4y 2 = 36. 8. 16* 3 + 25y 3 - 400, 

7. 4x 2 9y 2 = 36. 9. * 3 +3y 3 *=6. 


10. Hallar la ecuacion de la elipse cuyos vertices son los puntos (4, 0) , 
(—4, 0), y cuyos focos son los puntos (3, 0), (—3, 0). 

11. Los vertices de una elipse son los puntos (0, 6) , (0, -6), y sus focos 
son los puntos (0, 4), (0, —4). Hallar su ecuacidn, 

12. Hallar la ecuacion de la elipse cuyos focos son los puntos (2, 0) , 
( — 2, 0), y su excentricidad es igual a %. 

13. Los focos de una elipse son los puntos (3, 0) # (—3,0), y la longitud 
de uno cualquiera de sus lados rectos es igual a 9. Hallar la ecuacion de la elipse. 


14. Hallar la ecuacion y la excentricidad de la elipse que tiene su centro en el 
origen, uno de sus vertices en el punto (0, — 7) y pasa por el punto 5 , 

15. Una elipse tiene su centro en el origen y Vl eje mayor coincide con el 
eje X. Hallar su ecuacion sabiendo que pasa por los puii.'os (V 6, — l) y 


(2, V2). 

16. Hallar la ecuacion de la elipse que pasa por el punto 



tiene 


su centro en el origen, su eje menor coincide con el eje X y la longitud de su 
eje mayor es el doble de la de su eje menor. y 

17. Demostrar que la longitud del eje menor de una elipse es media proporJ/, 
cional entre las longitudes de su eje mayor y su lado recto. 

18. Demostrar que la longitud del semieje menor de una elipse es media 
proporcional entre los dos segmentos del eje mayor determinados por uno de los 
focos. 


19. Demostrar que si dos elipses tienen la misma excentricidad, las longi¬ 
tudes de sus semiejes mayor y menor son proporcionales. 

20. Si Pi(*i. yi) es un punto cualquiera de la elipse b* x 2 + a 2 y 2 = a 2 b 2 , 
demuestrese qu^/sus radios vectores son a + ex\ y a — ex\. Establecer el signi- 
ficado de la sui^ia de estas longitudes. 

21. Halla^ los radios vectores del punto (3, %) que esta sobre la elipse 

7x 2 + 16 y 2 m 112, 

[/ , , 

[/to • 
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22. Los puntos extremos de un diametro de la elipse b 2 x 2 -f a 2 y 2 * a 3 b 7 
son P\ y P 2 * Si F es uno de los focos de la elipse, demostrar que la suma de 
los radios vectores FP i y FPa es igual a la longitud del eje mayor. 

23. Si k es un numero positivo, demostrar que la ecuacion 3x 3 + 4y 2 * k 
represents una familia de elipses cada una de las cuales tiene de excentri- 
cidad 

En cada uno de los ejercicios 24-26, usando la definicion de elipse, hallar la 
ecuacidn de la elipse a partir de los datos dados. Reduzcase la ecuacion a la pri- 
mera forma ordinaria por transformacion de coordenadas. 

24. Focos (3, 8) y (3, 2) ; longitud del eje mayor — 10. 

26. Vertices (—3, — 1) y (5, — 1); excentricidad — 

26. Vertices (2, 6) y (2, — 2) ; longitud del lado recto = 2. 

27. Hallar e identificar la ecuacion del lugar geometrico de un punto que se 
xnueve de tal manera que su distancia de la recta y ** — 8 es siempre igual al 
doble de su distancia del punto (0, — 2) . 

28. Hallar e identificar la ecuacidn del lugar geometrico de los puntos me* 
dios de las ordenadas de los puntos de la circunferencia x 2 + y z » 9. 

20. Hallar e identificar la ecuacidn del lugar geometrico de los puntos que 
dividen a las ordenadas de los puntos de la circunferencia x 3 + y 2 ■* 16 en la 
razon 1 : 4. (Dos soluciones. ) 

30. Un segmento AB de longitud fija se mueve de tal manera que su extre- 
mo A permanece siempre sobre el eje X y su extremo B siempre sobre el eje Y. 
Si P es un punto cmlquiera, distinto de A y B, y que no este sobre el segmento 
AB o en su prolongacidn, demuestrese que el lugar geometrico de P es una 
elipse. Un instrument© basado sobre este principio se usa para construir elipses 
teniendo como datos los ejes mayor y menor. 


62. Ecuaci6n de la elipse de centro (h, k) y ejes paralelos a los 
coordenados. Ahora consideraremos la determinacidn de la ecuacion 
de una elipse cuyo centro no esta en el origen y cuyos ejes son parale¬ 
los a los ejes coordenados. Segun esto, consideremos la elipse cuyo 

centro estd en el punto (h , k) y cuyo 
eje focal es paralelo al eje X tal como 
se indica en la figura 89. Sean 2a y 2b 
las longitudes de los ejes mayor y me¬ 
nor de la elipse , respectivamente. Si 
los ejes coordenados son trasladados 
de manera que el nuevo origen O' 
coincida con el centro (h f k) de la 
elipse, se sigue, del teorema 1, Ar- 
ticulo 61, que la ecuacion de la elipse 
con referencia a los nuevos ejes X' y Y* esta dada por 



Fig. 89 



(i) 



LA ELIPSE 


181 


De la ecuacion (1) puede deducirse la ecuacidn de la elipse referida a 
los ejes originates X y Y usando las ecuaciones de transformacidn del 
teorema 1, Articulo 50 , a saber : 


de donde : 


x = x' + ft, y = y’ -h A, 
x' = x — A, y f = y — k. 


Si sustituimos estos valores de x f y y f en la ecuacidn (1), obtenemos 


(x - h) 2 , (y — k)* 
a 2 6’ 


( 2 ) 


que es la ecuacion de la elipse referida a los ejes originates X y Y. 

Analogamente, podemos demostrar que la elipse cuyo centro es el 
punto (h , k) y cuyo eje focal es paralelo al eje Y tiene por ecuacidn 


(x-h ) 2 . (y-kY 
b 2 + a 2 


(3) 


Las ecuaciones (2) y (3) se llaman, generalmente, la segunda 
ecuacion ordinaria de la elipse, Los resultados precedentes, juntos con 
el teorema 1 del Articulo 61, nos dan el siguiente 

Teorema 2. La ecuacidn de la elipse de centro el punto (h, k) y 
eje focal paralelo al eje X, estd dada por la segunda forma ordinaria, 

(x-h) 2 (y-k) 2 

a 2 + b 2 1 ’ 

Si el eje focal es paralelo al eje Y, ecuacidn estd dada por la 
segunda forma ordinaria 

(X - h)» . (y —k) 1 _ 
b* + a J " • 

Para cada elipse , a es la longitud del semieje mayor , b es la del 
semieje menor, c es la distancia del centro a cada foco, y a , b y c 
estdn ligadas por la relacidn 

a 2 = b 2 + c 2 . 


Tarribtin, para cada elipse 7 la longitud de cada uno de sus lados rectos 
2b 2 

es -y— , y la excentricidad e estd dada por la relacidn 


fL — — a2 — b 2 j‘ 
a 


a 
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EJemplO 1. Los vertices de una elipse tienen por coordenadas (— 3, 7) y 
(—3, — 1), y la longitud de cada lado recto es 2. Hallar la ecuacion de la 
elipse, las longitudes de sus ejes mayor y menor, las coordenadas de sus focos 
y su excentricidad. 

Solucidn. Como los vertices V y V* estan sobre el eje focal y sus abscisas 

son ambas — 3, se sigue (fig. 90) que el eje 
y focal es paralelo al eje Y. Por tanto. por el 

teorema 2, la ecuacidn de la elipse es de la 
forma 

(x - h) 2 . (y — k) * _ , 

6* ^ a 9 

El centro C es el punto medio del eje ma¬ 
yor VV 1 , y sus coordenadas son, por lo 
tanto, (—3, 3). La longitud del eje ma¬ 
yor VV* es 8, como se puede ver facilmente. 
Por tanto. 2a — 8 y a = 4. La longitud del 

21,3 

lado recto es —- = 2. Como a = 4. se sigue 
a 

que 2b 2 - 8, de donde 6 = 2, y la longitud 
del eje menor es 4. Luego la ecuacion de la 
elipse es 

(* + 3 )» , (y - 3 )» . , 

4 ^ 16 

Tambien, c 9 — a 2 — 6* — 16 — 4 — 12, de donde c «= 2 y/~5. Por tanto, 
las coordenadas de los focos son F (— 3, 3 + 2 yfl) y F r (— 3, 3— 2\/"3), 

, . . . . , e 2 

y la excentricidad e “ — —;— — ——. 

a 4 i 

Consideremos ahora la ecuacidn de la elipse en la forma 

(«-*)» | 

a* T 6 s 


( 2 ) 



Si quitamos denominadores, desarrollamos, trasponemos y ordenamos 
t6rminos, obtenemos 

6 2 x 2 + a'y 2 - 2b*hx - 2aHy + b'h* + a 2 i* - a 2 6 2 - 0 , (4) 

la cual puede escribirse en la forma 

Ax 1 + Cy 1 + Dx + Ey + F - 0, (5) 

en donde, A = b 2 , C = a 2 , D = — 2b 3 h, E = — 2a 2 k y 
F = b 2 h 2 + a* k 2 — o 2 V -. Evidentemente, los coeficientes A y C de- 
ben ser del mismo signo. 
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Reclprocamente, consideremos una ecuacidn de la forma (5) y 
reduzcamosla a la forma ordinaria (2) completando cuadrados. Ob- 
tenernos 




Sea M = 


C + A 

CD^ 4- AE^ — 4ACF 
4 A*C* 


CD* + AE* - 4ACF 


( 6 ) 


4A* C* 

Si M 5* 0, la ecuacion (6) puede 


escribirse en la forma 


MC + 


MA 


= 1 , 


(7) 


que es la ecuacidn ordinaria de la elipse. 

Como A y C deben concordar en signo , podemos suponer, sin 
perder generalidad, que son ambos positivos. Por lo tanto, si (5) 
debe representar una elipse, la ecuacidn (7) demuestra que M debe 
ser positivo. El denominador 4A 2 C 2 de M es positivo ; por tanto, 
el signo de M depende del signo de su numerador CD 2 +AE* — 4 A CP, 
al que designaremos por N . De acuerdo con esto , comparando las 
ecuaciones (6) y (7), vemos que , si N > 0, (5) representa una 
elipse ; de (6) , si N = 0 , (5) represen ta el pun to unico 



llamado usualmente una elipse punto, y si N < 0, la ecuacidn (6) 
muestra que (5) no represen ta ningun lugar geom6trico real. 

Una discusidn semejante se aplica a la otra forma de la segunda 
ecuacidn ordinaria de la elipse. Por tanto , tenemos el siguiente 


Teorema 3. Si los coeficientes A y C son del mismo signo , la ecuacidn 
Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 

representa una elipse de ejes paralelos a los coordenados 7 o bien un punto , 
o no representa ningun lugar geomUrico real . 


Ejemplo 2, La ecuacion de una elipse es x 3 + 4y 2 + 2x — \2y +6=0. 
Reducir esta ecuacion a la forma ordinaria y determinar las coordenadas del cen- 
tro, de los vertices y de los focos; calcular las longitudes del eje mayor, del eje 
menor, de cada lado recto y la excentricidad. 

Solucidn. Vamos a reducir la ecuacion dada a la forma ordinaria, comple¬ 
tando los cuadrados. Resulta: 


y 


(a 2 + 2*) + 4(</ 2 - 3y) = — 6 
( X 3 + 2x + l)+4(t/2 - 3y + ^) = - 6+ 1 + 9, 
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de donde. (x + 1) » + 4 (j/ - }' 2 ) 2 - 4. 

de manera qnc la forma ordinaria es 

(y + D a , (y-X ) 2 _ 1 

4^1 

Las coordenadas del centro C son, evidentemente, ( — 1, , y el eje focal es 

paralelo al eje X. Como a 2 = 4, a = 2, y las coordenadas de los vertices V y V f 

Y 



son (-1+2, y 2 ) y (-1—2, %), osea, (1, %) y (— 3, )4) . respectiva- 
mente. Como c a * a 3 4 — b 2 , resulta, c = V 4 — l » V 3 , ylas coordenadas 
de los focos F y F' son (— 1 + \/ 3, $4) y (— 1 — V 3, respectiva- 

mente. La longitud del eje mayor es 2 a = 4, la del eje menor es 2b » 2, y la 

longitud de cada lado recto es — = = 1. La excentricidad es e = = 

c 2 a 2 

El lugar geometrico esta representado en la figura 91. 


EJERCICIOS. Grupo 28 


Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Deducir y discutir la ecuacion ordinaria 


(> 


b 2 


h )» , (y - k)* 

< 9 


1 . 


2. Por transformacidn de coordenadas, reducir las dos formas de la segunda 
ecuacidn ordinaria a las dos formas correspondientes de la primera ecuacidn ordi¬ 
naria de la elipse. 

3. Si la ecuacion de una elipse viene dada en la forma 


b 2 (x — h) 2 + a 2 (y — k) 2 — a 2 b 2 . 

demostrar que las coordenadas de sus vertices son (h + a, k ), (h — a k), y 
que las coordenadas de sus focos son ( h + c, k) , (h — c, k) , en donde, 
c » V a 2 — b 2 . 

4. Usar la primera ecuacion de la elipse para deducir la siguiente propiedad 
geometrica intrinseca de la elipse; Si O es el centro de una elipse cuyos semiejes 
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mayor y menor son de longitudes a y b, respectivamente, y Q es el pie de la 
perpendicular trazada desde cualquier punto P de la elipse a su eje focal, en- 
tonces 

OQ 2 PQP = 

a 3 + b 2 

5. Aplicando la propicladl intrinseca de la elipse, establecida en el ejer- 

cicio 4, deducir las dos formas de la segunda ecuacion ordinaria de la elipse. 

6. Los vertices de una elipse son los puntos (1, 1) y (7, 1) y su excentri- 

cidad es Hallar la ecuacion de la elipse, las coordenadas de sus focos y las 
longitudes de sus ejes mayor y menor y de cada lado recto. 

7. Los focos de una elipse son los puntos (—4, — 2) y (—4, —6), y la 
longitud de cada lado recto es 6. Hallese la ecuacion de la elipse y su excen- 
tricidad. 

8. Los vertices de una elipse son los puntos (1, —6) y (9, —6) y la lon¬ 
gitud de cada lado recto es Hallar la ecuacion de la elipse, las coordenadas 

de sus focos y su excentricidad. 

9. Los focos de una elipse son los puntos (3, 8) y (3, 2), y la longitud 
de su eje menor es 8. Hallar la ecuacion de la elipse, las coordenadas de sus ver¬ 
tices y su excentricidad. 

10. El centro de una elipse es el punto (— 2, — 1) y uno de sus vertices es 
el punto (3, — 1). Si la longitud de cada lado recto es 4, hallese la ecuacion 
de la elipse, su excentricidad y las coordenadas de sus focos. 

11. El centro de una elipse es el punto (2, — 4) y el vertice y el foco de un 
mismo lado del centro son los puntos (— 2, — 4) y (— 1, — 4) , respectiva¬ 
mente. Hallar la ecuacion de la elipse, su excentricidad, la longitud de su eje 
menor y la de cada lado recto. 

12. Discutir la ecuacion Ax 2 + Cy 3 + Dx + Ey + F *= 0 cuando A y C 
son ambos positivos y 6 ■ £ » 0. 


En cada uno de los ejercicios 13-16, reducir la ecuaci6n dada a la segunda 
forma ordinaria de la ecuacion de una elipse, y determinense las coordenadas del 
centro, vertices y focos, las longitudes de los ejes mayor y menor, y la de cada 
lado recto y la excentricidad. 


13. x z + 4y 2 — 6jc + 16y + 21 =0, 

14. 4jc 2 + 9y 2 + 32jc — 18y + 37 *= 0. 

15. x 3 + 4y 2 - 10* - 40 y + 109 = 0. 

16. 9jc s + 4y 2 - 8y - 32 = 0. 


17. Resolver el ejemplo 2 del Articulo 62 trasladando los ejes coordenados. 

18. Resolver el ejercicio 16 por traslaci6n de los ejes coordenados. 

19. Si el centro de una elipse no esta en el origen, y sus ejes son paralelos a 
los coordenados, demuestrese que la ecuacion de la elipse puede estar completa- 
mente determinada siempre que se conozcan las coordenadas de cuatro de sus 
puntos. 


20, Hallar la ecuacion de la elipse que pasa por los cuatro puntos (1, 3), 
^ 1 3) y tiene sus ejes paralelos a los coordenados. 


(- 1. 4). (O. 3 


21. Hallar la ecuacion de la familia de elipses que tienen un centro comun 
(2, 3) * un eje focal comun paralelo al eje X, y la misma excentricidad igual 
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a Vz . Dibujar tres elementos de la familia asignando tres valores diferentes al 
parametro. 

22. La ecuacion de una familia de elipses es 4x 3 4- 9y 2 -f ax 4- by — 11 =0. 
Hallar la ecuacion del elemento de la familia que pasa por los puntos (2, 3) 

y (5, l). 

23. La ecuacion de una familia de elipses es kx 2 + 4y 2 + 6 jc — 8y — 5 = 0. 
Hallar las ecuaciones de aquellos elementos de la familia que tienen una excen- 
tricidad igual a Vz . 

24. Hallar las longitudes de los radios vectores del punto (2, 1) de la 
elipse 9.x 2 -f (/ 2 “ 18* — ?y + 1 * 0. 

25. El punto medio de una cuerda de la elipse x 2 4- 4y 3 — 6* — 8j/ — 3 * 0 
es el punto (5, 2) . Hallar la ecuacion de la cuerda. 

26. Hallar e identificar la ecuacion del lugar geometrico de un punto que se 
mueve de tal manera que sa distancia del eje Y es siempre igual al doble de su 
distancia del punto (3, 2). 

27. Desde cada punto de la circunferencia x 2 4- y 2 + 4* -f 4i/ — 8 ** 0, se 
traza una perpendicular al diametro paralelo al eje X. Hallar e identificar la 
ecuacion del lugar geometrico de los puntos medios de estas perpendiculares. 
Trazar el lugar geometrico. 

28. Desde cada punto de la circunferencia x 2 4- y 2 — 6jc — 2y -f 1 = 0. se 
traza una perpendicular al diametro paralelo al eje Y. Hallar e identificar la 
ecuacion del lugar geometrico de los puntos medios de estas perpendiculares. 
Trazar el lugar geometrico. 

29. La base de un triangulo es de longitud fija, siendo sus extremos los 
puntos (0, 0) y (6, 0) . Hallar e identificar la ecuacion del lugar geometrico 
del vertice opuesto que se mueve de manera que el producto de las tangentes de 
los angulos de las bases es siempre igual a 4. 

30. Hallar e identificar la ecuacion del lugar geometrico del centro de una 
circunferencia que se mantiene tangente a las circunferencias x 2 +y* — 4y —12 = 0 
y jc 2 4- y 2 * 1. (Dos soluciones.) 

63. Propiedades de la elipse. Muchas de las propiedades m&s 
importantes de la elipse estan asociadas con sus tangentes. Como la 
ecuacidn de una elipse es de segundo grado, sus tangentes pueden 
determinarse empleando la condicidn para la tangencia estudiada en el 
Articulo 44. El procedimiento para la resolucidn de problemas relati¬ 
ves a tangentes a la elipse es, por lo tanto, iddntico al usado para la 
circunferencia (Art. 45) y la pardbola (Art. 57). Por esto, se deja 
como ejercicio el demostrar los teoremas 4 y 5 que enunciamos a con- 
tinuacidn: 

Teorema 4. La tangente a la elipse b* x 2 4“ a 2 y 2 = a 2 b 2 en cual - 
quier punto Pi (xi, yi) de la curva tiene por ecuacidn 
b 2 xi x 4“ a 2 yi y = a 2 b 2 . 

Teorema 5. Las ecuaciones de las tangentes de pendiente m a la 
elipse b 2 x 2 4- a 2 y 2 = a 2 b 2 son 

y = mx ± V a 2 m 2 4* b 2 . 
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Una importante propiedad focal de la elipse esta basada en el 
siguiente teorema : 

Teorema 6. La normal a una elipse en uno cualquiera de sus 
puntos es bisectriz del dvgulo formado por los radios vectores de ese punio . 

Demostraci6n. El teorema no pierde generalidad tomando la 
ecuacion de la elipse en su forma candnica 

b 2 x 2 + a 2 y 2 = a 2 b 2 . ( 1 ) 


En este caso, sea n (iig. 92) la normal a la elipse en un punto cual¬ 
quiera Pi (xi, 2 / 1 ) de la curva. Sea a el aogulo formado por n y el 
radio vector FPi , y P el formado 
por n y el radio vector F f P\. Va- 
mos a demostrar que a = (5. 

Por el teorema 4 anterior, la 
pendiente de la elipse en Pi (xi, y\) 

b 2 Xi 

es — - 5 — , de manera que la pen- 
a 2 yi’ 


diente de la normal n es 


a 2 yi 


Las 


b 2 Xi' 

pendientes de los radios vectores 
FPi y F'Pi son — 3 ' J — y - J *j- , 
respectivamente. Entonces, por el teorema 5, Articulo 10 , resulta : 




b 2 xi yi — a 2 xi yi + a 2 c y i 
b 2 x 2 — b 2 ex i + a 2 t/i 2 


Como el punto Pi esta sobre la elipse, sus coordenadas (xi, yi) satis- 
facen la ecuacidn (1), es decir, 

6 2 xi 2 + a 2 y 2 = a 2 b 2 . 

Usando esta relacidn y la relacidn c 2 = a 2 — b 2 , tenemos : 

, xi yi (b 2 — a 2 ) -f a 2 cyi — c 2 xvyi + a 2 cy x 
g a “ a 2 6 2 - b*cx i b 2 (a 2 - cx i) 

cyi (— cx i + a 2 ) qji 
6 2 (- cx\ + a 2 ) 6 2 
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Analogamente, tenemos 

a 2 xi y\ 4- a 2 cyi — b 2 x\ yi 
b 2 xi 2 + 6 2 cxi + a 2 y\ 2 


_ Xi t/t (a 2 — fr 2 ) + a 2 cyi _ c 2 xi yi + a 2 cyi 
a 2 6 2 + 6 2 cxi b 2 (a 2 + cx i) 

_ cyi (cxi + a 2 ) __ c|/i 
” b 2 (cx i + a 2 ) ~~ 6 2 ' 

Por tan to , como tg a — tg (3 , a = (3 . 

Aplicando la ley de la reflexidn (Art. 59), el teorema 6 es evidente. 
En efecto, consideremos una superficie de reflexidn que teijga como 
seccidn recta una elipse; supongamos que se coloca un foca luminoso 
en el foco F de la elipse, y que un rayo incide sobre la elipse en el 
punto Pi. Entonces este rayo sera refiejado de tal manera que el 
angulo de reflexidn |3 sea igual al angulo de incidencia a. Pero, por 
el teorema 6 , tal rayo refiejado pasara por el otro foco F f . Luego los 
rayos de un foco luminoso colocado en un foco de la elipse al incidir 
sobre la curva se reflejan de manera que pasan por el otro foco. Como 
las ondas sonoras se reflejan como las luminosas. los sonidos originados 
en uno de los focos pueden ser oidos claramente en el otro foco y ser 
inaudibles en los puntos intermedios. Este es el principio en que se 
basa la construction de las camaras secretas., 

Vamos a mencionar brevemente algunas otras aplicaciones de la 
elipse. Los arcos usados en la construccidn tienen, frecuentemente, 
la forma de arcos ellpticos. En ciertos tipos de m&quinas se usan 
engranes elipticos. Algunas partes estructurales de metal se constru- 
yen de seccidn recta ellptica. Es tambitii interesante notar que los 
planetas en su recomdo alrededor del Sol se mueven en drbitas elipticas 
en las cuales el Sol ocupa uno de los focos. 

EJERCICIOS. Grupo 29 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Demostrar cl teorema 4 del Articulo 63. 

2. Demostrar el teorema 5 del Articulo 63, 

3. Demostrar el siguiente teorema como corolario al teorema 4 del Articu¬ 
lo 63: La ecuacion de la tangente a la circunferencia x 2 + y 2 = a 2 en cualquier 
punto Pi(*i, yi) es xix + yi y — a 2 . (Vease el ejercicio 10 del grupo 18, 
Articulo 45 .) 
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4. Demostrar cl siguiente teorema como corolario al teorema 5 del Artku- 
lo 63; Las ecuaciones de las tangentes de pendiente m a la circunferencia 

x 2 + y 2 * a 2 son y — mx * a y/ m 2 4- 1 . 

(Vease el ejercicio 16 del grupo 18, Art. 45.) 

6. Demostrar que la ecuacion de la tangente a la elipse a 2 x 2 «+■ b 2 y 2 = a 2 b 2 , 
en cualquier punto Pi(jci, yi) es a 2 x\x -f b 2 y\y « a 2 b 2 . 

En cada uno de los ejercicios 6 y 7 hallar las ecuaciones de la tangente y la 
normal y las longitudes de la tangente, normal, subtangente y subnormal, para 
la elipse y punto de contacto dados. 

6. lx 2 + 3y 2 - 5; (1, - 1). 

7. 4x 2 + 2y a —*7jc + y — 5 = 0; (2, 1) . 


8. Hallar las ecuaciones de las tangentes de pendiente 2 a la elip¬ 
se 4x 2 + 5y 2 «• 8. 

0. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la elipse 3jc 2 +r/ 2 +4^— 2y —3 * 0 
que son perpendiculares a la recta x + y — 5 ■* 0. 

10. Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas del punto (3, —1) ala 
elipse 2jc a + 3y a x — y — 5 ■■ 0. 

11. Con referenda a la elipse x 2 + 3y 2 + 3x — 4y — 3 =0, hallar los va- 
lores de k para los cuales las rectas de la familia 5x + 2y + k = 0: 


a) cortan a la elipse en dos puntos diferentes; 

b) son tangentes a la elipse; 

c) no cortan a la elipse. 


12. Hallar el angulo agudo de intersection de las elipses 3* 2 + 4y 2 — 43 y 
4x 2 + y 2 — 32x + 56 = 0 en uno de sus dos puntos de intersection. 

13. Demostrar que las ecuaciones de las tangentes de pendiente m a la elip¬ 
se b 2 (jc — h ) 2 + a 2 (y — k) 2 ~ a 2 b 2 son y — /.■ = m (x — h) ± y/ a 2 m 2 + b 2 . 

14. Demostrar que la ecuacion de la normal a la elipse b 2 x 2 + a 2 y 2 = a 2 b 2 
en el pianto P i (*i, yi) es a 2 y \x -• 6 2 xi y — a 2 x\ y i + 6 2 xi y i =0. 

15. Se tienen como datos una elipse y sus focos. Por medio del teorema 6 
(Art. 63) demostrar un procedimiento para construir la tangente y la normal en 
cualquier punto de la elipse. 

16. Demostrar que si cualquier normal a la elipse, excepto sus ejes, pasa 
por su centro, la elipse es una circunferencia. 

17. Demostrar que las tangentes a una elipse trazadas en los extremos de un 
ro son paralelas entre si. 

Demostrar que la pendiente de una elipse en cualquiera de los'puntos 
i de uno de sus lados rectos es numericamente igual a su excentricidad. 
Demostrar que el producto de las distancias de los focos de una elipse a 
cualquier tangente es constante e igual al cuadrado de la longitud del semieje 
menor. 

20. Por el punto (2, 7) se trazan tangentes a la elipse 


diim 



2jc 2 + y 2 + 2x - 3y —2 = 0. 


Hallar las coordenadas de los puntos de contacto. 
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21. Si desdc un punto exterior Pi se trazan tangentes a una elipse, el seg- 
mento de recta que une los puntos de contacto se llama cuerda de contacto de Pi 
para esa elipse. (Vease el ejercicio 27 del grupo 25, Art. 57.) Si Pi(xi, y i) 
es un punto exterior a la elipse b 2 x 2 + a 2 y 2 ~ a 2 b 2 , demuestrese que la ecuacion 
de la cuerda de contacto de Pi es b 2 x\x + a 2 yi y = a 2 b 2 . (Vease el teorema 4 
del Art. 63.) 

22. Hallar la ecuacion de la cuerda de contacto del punto (3, 1) para la 
elipse x 2 -fr- 2y 2 ~ 2. 

23. Demostrar que la ecuacion del lugar geometrico de los puntos medios de 
cualquier sistema de cuerdas paralelas de pendiente m de la elipse 

b 2 x 2 + a 2 y 2 — a 2 b 2 es y = — — x, m 9* 0. 

a 2 m 

Observese que el lugar geometrico es una recta que pasa por el centro y, por 
tanto, es un diametro de la elipse. (Vease el ejercicio 29 del grupo 25, Art. 57.) 

24. Establecer y demostrar un teorema para la circunferencia que sea analogo 
al teorema dado en el ejercicio 23 para la elipse. 

25. Demostrar que si un diametro de una elipse biseca todas las cuerdas 
paralelas a otro diametro, el segundo diametro biseca a todas las cuerdas parale- 
las al primero. Tales diametros se llaman diametros conjugados de la elipse. 



CAPITULO VIII 


LA HIPERBOLA 

64. Defmiciones. Una hiperbola es el lugar geom6trico de un 
punto que se mueve en un piano de tal manera que el valor absoluto 
de la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos del piano , llama- 
dos focos , es siempre igual a una cantidad constante, positiva y 
menor que la distancia entre los focos. 

La definition de la hiperbola excluye el caso en que el punto m6vil 
se mueva sobre la recta que pasa por los focos a excepcidn del segmento 



comprendido entre ellos. Los focos y el punto medio de este segmento 
no pueden pertenecer al lugar geom6trico. 

El lector debe observar la estrecha analogia que existe entre las 
definiciones de la hiperbola y elipse. La analogia entre estas dos cur- 
vas se encontrara frecuentemente a medida que avancemos en nuestro 
estudio de la hiperbola. 

En el artfculo siguiente veremos que la hiperbola consta de dos 
ramas diferentes, cada una de longitud infinita. En la figura 93 se ha 
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dibujado una porcidn de cada una de estas ramas; los, focos estdn 
designados por F y F *. La recta l que pasa por los focos tiene varios 
nombres; como para la elipse creemos conveniente introducir el tdr- 
mino eje focal para dcsignar esta recta. El eje focal corta a la hipdr- 
bola en dos puntos, F y 7', llamados vertices. La porcidn del eje 
focal comprendido entre los vertices, el segmento VV' } se llama 
eje transverso. El punto medio C del eje transverso se llama centro. 
La recta V que pasa por C y es perpendicular al eje focal l tiene 
varios nombres ; nosotros, como lo hicimos para la elipse , considera- 
mos conveniente introducir el t^rmino eje normal para esta recta. El 
eje normal V no corta a la hip^rbola ; sin embargo , una porcidn cjefi- 
nida de este eje, el segmento AA f en la figura 93 , que tiene C por 
punto medio, se llama eje conjugado . La longitud del eje conjugado 
se dard en el siguiente arUculo. El segmento que une dos puntos dife- 
rentes cualesquiera de la hipdrbola se llama cuerda; estos puntos pue- 
den ser ambos de la misma rama , como para la cuerda BB f , o uno de 
una rama y el otro de la otra, como para el eje transverso VV f . En 
particular, una cuerda que pasa por un foco , tal como EE ' se llama 
cuerda focal Una cuerda focal, tal como LL ', perpendicular al eje 
focal l se llama lado recto; evidentemente, por tener dos focos, la 
hipSrbola tiene dos lados rectos. Una cuerda que pasa, por C, tal como 
DD / , se llama didmetro. Si P es un punto cualquiera de la hip^rbola , 
lossegmentos FP y F'P que unen los focos con el punto P se llaman 
radios vectores de P . 

65. Primera ecuacion ordinaria de la hiperbola. Consideremos la 

hip£rbola de centro en el origen y 
cuyo eje focal coincide con el eje X 
(fig. 94). Los focos F y F f estan 
entonces sobre el eje X. Como el 
centro 0 es el punto medio del 
segmento FF f , las coordenadas 
de F y F' seran (c, 0) y (— c, 0), 
respectivamente , s i e n d o c una 
constante positiva. Sea P(z, y) 
un punto cualquiera de la hip^rbo- 
la. Entonces, por la definicidn de 
la hiperbola, el punto P debe sa- 
tisfacer la condicidn geom£trica 
siguiente, que expresa que el valor absoluto de la diferencia de las 
distancias del punto a los focos es una cantidad constante , 


Y 
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en donde a es una constants positiva y 2a < 2 c. La condicidn geo- 
m^trica {1 ) es equivalents a las dos relaciones , 

I FP\ - | ¥ 7 P\ = 2a, (2) 

| FP | — | F'P | = — 2a. (3) 

La relacidn (2) es verdadera cuando P estd sobre la rama izquierda 
de la hip^rbola ; la relation (3) se verifica cuando P estd sobre la 
rama derecha. 

Por el teorema 2 , Articulo 6 , tenemos 

I FP I = V (* - cy + , i^p| = V (x + c) J + ^, 

de manera que la condition geom^triea (1) estd expresada analitica- 
mente por 

V (x — c) 2 + y 2 — V (x + cy + y 2 = 2a , (4) 

V (x — c) 2 + y 1 — V(x + c) 2 + y 2 = — 2 a, (5) 

correspondiendo las ecuaciones (4) y (5) a las relaciones (2) y (3), 
respectivamente. 

Por el mismo procedimiento usado al transformar y simplificar la 
ecuacidn (2) del Articulo 61 para la elipse, podemos demostrar que 
las ecuaciones (4) y (5) se reducen cada una a 

(c 2 — a 2 )x 2 — a?y 2 = a 2 (c 2 — a 2 ). (6) 


Por ser c > a , c 2 — a 2 es un numero positivo que podemos desig- 
nar por b 2 . Por tanto, sustituyendo en la ecuacidn (6) la relation 

b 2 = c 2 — a 2 j (7) 

obtenemos 

b 2 x 2 — a 2 y 2 = a 2 b 2 , 
que puede escribirse en la forma 



( 8 ) 


Podemos demostrar reriprocamente, que si Pi(xi, yi) es un punto 
cualquiera cuyas coordenadas satisfacen la ecuacidn (8), entonces Pi 
satisface la condicidn geom£trica ( 1) y, por lo tanto, estd sobre la 
hipdrbola. Luego la ecuacidn (8) es la ecuacidn de la hip^rbola. 

Estudiemos ahora la ecuacidn (8) de acuerdo con el Articulo 19. 
Las intersecciones con el eje X son ay — a. Por tanto, las coorde¬ 
nadas de los vertices V y V son (a, 0) y (— a, 0), respective- 

Lehmann* — 18 . 
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mente , y la longitud del eje transverso es igual a 2 a , que es la cons¬ 
tants que interviene en la definition. Aunque no hay intersecciones 
con el eje Y, dos puntos, A(0, b ) y A* ( 0, —6), se toman como 
extremos del eje conjugado . Por tanto , la longitud del eje conjugado 
es igual a 2b . 

La ecuacidn (8) muestra que la hipOrbola es simbtrica con respecto 
a ambos ejes coordenados y al origen. 

Despejando y de la ecuacibn (8), resulta: 

y = V x* — a 2 . (9) 

Por tanto, para que los valores de y sean reales, x estd restringida a 
variar dentro de los intervalos x>ayx< — a. De aqul que nin- 
guna porcibn del lugar geombtrico aparece en la regibn comprendida 
entre las re etas x=ayx=—a. 

Despejando x de la ecuacibn (8) se obtiene 

( 10 ) 


de la cual vemos que * es real para todos los valores reales de y . 

Segdn esto , las ecuaciones (9) y (10) , juntas, con la simetrfa del 
lugar geombtrico, muestran que la hipbrbola no es una curva cerrada 
sino que consta de dos ramas diferentes, una de las cuales se extiende 
indefinidamente hacia la derecha , arriba y abajo del eje X , y la otra 
se extiende indefinidamente hacia la izquierda y por arriba y abajo 
del eje X . 

La hipbrbola (8) no tiene asfntotas verticales ni horizontales. 
En el siguiente artfculo demostraremos, sin embargo, que la curva 
tiene dos astntotas oblicuas. 

De la ecuacibn (9) y de la relacibn (7) , hallamos que la longitud 
26* 

de cada lado recto es —. 

a 

Como para la elipse , la excentricidad e de una hipbrbola est& defi- 
c 

nida por la razbn —. Por tanto , de (7) , tenemos 
a 


e 


c__ V q 2 + b 2 
a a 


(ID 


Como c > a , la excentricidad de una hiperbola es mayor que la 
unidad. 
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Si el centro de la hip^rbola est& en el origen pero su eje focal coin¬ 
cide con el eje Y , hailamos, an&logamente, que la ecuacidn de la 
hip^rbola es 


y 

a 


2 

2 


b 2 


1 . 


( 12 ) 


La discusidn completa de la ecuacidn (12) se deja al estudiante. 

Las ecuaciones (8) y (12) las llamaremos primera ecuacidn ordi- 
naria de la hipdrbola . Son las mis simples de esta curva nor lo que nos 
referiremos a ellas como formas candnicas. 

Los resultados precedentes se resumen en el siguiente 

Teorema 1 . La ecuacidn de la hipirbola de centro en el origen , eje 
focal coincidenle con el eje X, y focos los puntos (c, 0) y (— c, 0), es 



Si el eje focal coincide con el eje Y, de manera que las coordenadas 
de los focos sean (0, c) y (0 , — c), entonces la ecuacidn es 



Para cada hip&rbola, a es la longitud del semieje transverso , b la del 
semieje conjugado , c la distancia del centro a cada foco , y a, b, c 
estdn ligadas por la relacidn 

c 2 = a 2 + b 2 . 

Tambidn , para cada hipirbola , la longitud de cada uno de sus lados 
2b 2 

rectos es — , y la excentricidad e estd dada por la relacidn 

c \/a ! + b\, 

e = — =-> 1. 

a a 

Nota. La posici6n de una elipse con relacidn a los ejes coordenados puede 
determinarse como se indico en la nota del teorema 1 del Articulo 61. Este ml- 
todo no es aplicable a la biperbola, ya que podemos tener a> b, a < b o a “ b. 
La posicion de la hiplrbola se determina por los st?nos de los .oeficientes de las 
variables en la forma canonica de su ecuacion. La variable de coeficiente posi- 
tivo corresponde al eje coordenado que contiene al eje transverso de la hiplrbola. 

Ejemplo. Los vertices de una biperbola son lcs p u n t o s V (0, 3) y 
V^O, —3), y sus focos los puntos F(0, 5) y F'(0, — 5). Hallar la ecua¬ 
cidn de la hiplrbola, las longitudes de sus ejes transverso y conjugado. su 
excentricidad y la longitud de cada lado recto. 
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Solucldn. Como los vertices y los focos estan sobre el eje Y, el eje focal 
coincide con el eje y. Ademas, el punto medio del eje transverso esta, eviden- 
temente, en el origen. Por tanto, por el teorema l, la ecuacion de la hiper- 
bola es de la forma 



La distancia entre los vertices es 2a — 6, longitud del eje transverso. La 
distancia entre los focos es 2c — 10. Por tanto, a*3 y c ■ 5, de donde 


Y 



b 2 « c 2 _ - 25 — 9 * 16, Por lo tanto, b * 4, y la longitud del eje conju- 

gado es 2b — 8. La ecuacion de la hiperbola es entonces 

1 

0 16 

La excentricidad es « « 1 « L y la longitud de cada hdo recto e 
a 3 

2b 2 2 • 16 32_ 

a * 3 “ 3 * 

El lugar geometrico esta representado en la figura 95, en donde el eje conju- 
gado esta indicado por el segmento A A 1 del eje X. 


EJERCICIOS. Grupo 30 


Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Demoatrar que las ecuaciones (4) y (5) del Arti'culo 65 se reducen cada 
una a la ecuacidn (6). 

2. Demostrar que si Pi es un punto cualquiera cuyas coordenadas ( xi, yi) 
satisfacen la ecuaci6n b 2 x 2 — a 2 y 2 = a 2 b 2 . entonces Pi esta sobre la hiperbola 
representada por esta ecuacion. 
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. 0 i> / / 2 y 2 

3. Deducir la ecuacion ordinaria -- =* 1 a partir de la definicion de 

h* * 


f/3 

a* 6* 

hiperbola. 

4. Desarrollar una discusion completa de la ecuacion ordinaria 



5. Demostrar un procedimiento para obtener, con escuadras y compas, 
puntos de una hiperbola. dados los focos y la longitud de su eje transverso. 


En cada uno de los ejercicios 6-9, para la ecuacion dada de la hiperbola, ha- 

llense las coordenadas de los vertices y focos. las longitudes de los ejes transverso 

y conjugado, la excentricidad y la longitud de cada lado recto. Tracese y discu- 
tase el lugar geometrico. 

6. 9x 2 — 4y 2 = 36. 8. 9y 3 - 4* 3 - 36. 

7. 4je 3 — 9y 2 = 36. 9. x* - 4y* - 4. 

10. Los vertices de una hiperbola son los puntos V (2. 0), V' 2, 0) , 

y sus focos son los puntos F ( 3, 0), F f ( — 3, 0). Hallar su ecuaci6n y su ex- 
centricidad. 

11. El centro de una hiperbola esta en el origen. y su eje transverso esta 
sobre el eje Y. Si nn foco es el punto (0. 5) y la excentricidad es igual a 3. 
hallese la ecuacion de la hiperbola y la longitud de cada lado recto. 

12. Los extremos del eje conjugado de una hiperbola son los puntos (0. 3) 
y (0. — 3). y la longitud de cada lado recto es 6. Hallar la ecuacidn de la 
hiperbola y su excentricidad. 

13. Los vertices de una hiperbola son (0, 4). (0, — 4). y su excentricidad 
es igual a Hallar la ecuacion de la hiperbola y las coordenadas de sus focos. 

14. Una hiperbola tiene su centro en el origen y su eje transverso sobre el 
eje X. Hallar su ecuacion sabiendo que su excentricidad es Vi V^6 y q u e la 
curva pasa por el punto (2, 1). 

15. Una hiperbola tiene su centro en el origen y su eje conjugado est& sobre 
el eje X. La longitud de cada lado recto es y la hiperbola pasa por el punto 
(— 1, 2). Hallar su ecuacidn. 

16. Hallar la ecuacidn de la hiperbola que pasa por los puntos (3, — 2) y 
(7, 6) , tiene su centro en el origen y el eje transverso coincide con el eje X. 

En cada uno de los ejercicios 17-19. usando la definicion de hiperbola. hallar 
la ecuacidn de dicha curva a partir de los datos dados. Mediante un cambio de 
coordenadas. poner la ecuacidn en la primera forma ordinaria. 

17. Focos (— 7. 3), (—1. 3); longitud del eje transverso —4. 

18. Vertices (1, 4), (5, 4): longitud del lado recto —5. k 

19. Vertices (3. 4). (3, —2); excentricidad ® 2. 


20. Demostrar que la longitud del eje conjugado de una hiperbola es media 
proporcional entre las longitudes de su eje transverso y su lado recto. 

21. Si k es un numero cualquiera diferente de cero. demostrar que la ecua¬ 
cion 3 jc 2 — 3y a =* k represents una familia de hiperbolas de excentricidad igual 
a y/ 2 . 
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22. Si Pi (xi. yi) es un punto cualquiera de la hiperbola b 3 * 9 — 
demoatrar que las longitudes de sus radios vectores son | exi + a \ y \ exi — a |. 

23. Hallar la a longitudes de los radios vectores del punto (6, 5) de la hiper- 
bola 5x 2 - V - 80. 

24. Hallar e identificar la ecuacion del lugar geometrico de un punto que se 
mueve de tal manera que su distancia del punto (6. 0) es siempre igual al doble 
de au distancia de la recta lx — 3 ■» 0. 

25. La base de un tri&ngulo es de longitud fija siendo sus puntos extremos 
(3, 0) y (—3. 0). Hallar e identificar la ecuacion del lugar geometrico del 
vcrtice opuesto si el producto de las pendientes de los lados variables es siempre 
igual a 4. Trazar el lugar geometrico. 

66. Asintotas de la hlpOrbola. Si de la forma canonica de la 
ecuacidn de la hipOrbola 

b 2 x 2 - a 2 y z = a 2 b 2 , ( 1 ) 

despejamos y, obtenemos 

y = ± — V & - a 2 , 

CL 

que puede escribirse en la forma 



Frecuentemente se desea investigar lo que ocurre en una ecuacidn 
cuando una de las variables aumenta numdricamente sin lfmjte. (Ver 
nota 3, Art. 18.) Si un punto de la hipdrbola (1) se mueve a lo 
largo de la curva, de manera que su abscisa x aumenta numdricamente 
sin llmite, el radical del segundo miembro de (2) se aproxima m&s y 
m&s a la unidad , y la ecuacidn tiende a la forma 

y = ± ~x. (3) 

Q 

Como la ecuacion (3) representa las rectas y =■ —x y y * — —x, 

CL CL 

esto nos conduce a inferir, de la definition de asfntota (Art. 18), que 
la hipdrbola es aslntota a estas dos rectas. Ahora demostraremos 
que esta deduction es correcta. 

Sea Pi (xi, y\) un punto cualquiera de la parte superior de la rama 
derecha de la hipdrbola (1), como se indica en la figura 96. La ecua- 

ciOn de la recta y — — x puede escribirse en la forma 


bx — ay — 0 . 


( 4 ) 
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Por el teorema 9 del Articulo 33, la distancia d de la recta (4) al 
punto Pi(xi, y \) est&dadapor 


I bxi — ayi | 

d = 


(5) 


Si multiplicamos numerador y denominador del segundo miembro de 
(5) por | bx i + ayi |, obtenemos 


| b 2 X\ l — q ? yi 2 _ 

V 6 2 + a 2 16xi + ayi | 


( 6 ) 


Pero como Pi esta sobre la hipdrbola (1), b 2 zi 2 — a 2 yi 2 = a 2 6 2 , de 
manera que la ecuacidn (6) puede escribirse en la forma 


a 2 b 2 _ 

V b 2 + a 2 1 + ay] \ 


(7) 


Si Pi se mueve hacia la derecha a lo largo de la curva y se aleja inde- 
finidamente del origen , sus coordenadas, xi y yi , aumentan ambas 



>0 


Fig. 96 


de valor sin llmite, de manera que, por la ecuacidn (7), d decrece 
continuamente y se aproxima a cero. Se sigue , de acuerdo con esto , 
por la definicion de asintota (Art. 18), que la recta (4) es una asin- 
tota de la rama derecha de la hipdrbola (1). 

Si Pi estd, sobre la parte inferior de la rama izquierda de la hipdr- 
bola (1) y se mueve hacia la izquierda a lo largo de la curva alej&n- 
dose indefinidamente del origen, entonces sus coordenadas xi y yi 
aumentan de valor ambas sin limite en la direccidn negativa. La 
ecuacion (7) muestra entonces que d decrece continuamente y tiende 
a cero , de donde se sigue que la recta (4) es tambidn una asintota de 
la rama izquierda de la hipdrbola (1). 
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Quedan dos casos por considerar que son , cuando Pi esta sobre la 
parte inferior de la rama derecha y cuando estd sobre la parte superior 
de la rama izquierda. Empleando el mismo razonamiento que en los 
dos p&rrafos anteriores, podemos demostrar que la recta bz + ay = 0 
es una asintota de ambas ramas de la hiperbola (1). 

Estos resultados se resumen en el siguiente : 


Teorema 2. La hiperbola b 2 x 2 — a 2 y 2 = a 2 b 2 , tiene por asinlotas 
las rectas bx — ay = 0 y bx + ay = 0. * 

NOTAS. 1. Si la ecuacion de una hiperbola esta en su forma canonica, las 
ecuaciones de sus asintotas pueden obtenerse reemplazando el termino constante 
por cero y factorizando el primer miembro. Asi, para la hiperbola 9x 2 — 4y 2 = 36, 
tenemos 9x 2 — 4y 2 _ o, de donde. (3* + 2y) (lx — 2y) = 0, y las ecuaciones 
de las asintotas son lx + 2y = 0 y lx — 2y — 0. 

2. La grafica de una hiperbola puede esbozarse muy facilmente trazando sus 
vertices y sus asintotas. Las asintotas actuan en la grafica como Itrteas guia 
(ver nota 4, Art. 18) . 

Ejemplo. Hallar la ecuacion ae la hiperbola que pasa por el punto (6, 2) 
tiene su centro en el origen, su eje transverso esta sobre el eje X, y una de sus 
asintotas es la recta 2x — 5y = 0. 

Solucidn. Por el teorema 2 anterior, la otra asintota es la recta 2x+5y = 0. 

Las ecuaciones de ambas asintotas 
pueden obtenerse haciendo k igual 
a cero en la ecuacion 

(2* - 5y) (2x + 5y) = k. 
o sea, 

4x 2 - 25y* - ifc. 

Como la hiperbola buscada debe 
pasar por el punto (6, 2) , las 
coordenadas de este punto deben 
satisfacer la ecuacion de la hiperbola, Por tanto, si hacemos x * 6 y y - 2 en 
la ultima ecuacion, hallamos k — 44, y la ecuacidn de la hiperbola que se 
busca es 

4x 2 — 25y 2 = 44. 



La grafica es la figura 97. 

67. Hiperbola equil&tera o rectangular. Consideremos la hip6r- 
bola especial cuyos ejes transverso y conjugado son de igual longitud. 
Entonces a = b , y la ecuacidn b 2 x 2 — a 2 y 2 = a 2 6 2 toma la forma mas 
sencilla 

x 2 — y 2 = a 2 . (1) 

Debido a la igualdad de sus ejes, la hiperbola (1) se llama hiperbola 
equildtera . 
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Por el teorema 2 del Articulo 66, las aslntotas de la hip£rbola 
equilatera (1) son las rectas z — y=0yx + y = 0. Como estas 
rectas son perpendiculares, resulta que las aslntotas de una hip£rbola 
equil&tera son perpendiculares entre si. Por esta razon la hip6r- 
bola equilatera se llama tambi6n hipSrbola rectangular . Es un ejercicio 
facil demostrar que, reclprocamente, una hip£rbola rectangular es 
tambi6n equilatera. 

Una forma particuiarmente simple y util de la ecuacion de la hiper- 
bola equildtera es 

xy = k, (2) 

en donde k es una constante cualquiera diferente de cero. Aplicando 
los m6todos del Articulo 18, podemos demostrar que la curva (2) tiene 
por aslntotas a los ejes coordenados, y que, si k es positivo la grafica 
es como se ve en la figura 98. El estudiante debe demostrar que si se 
giran los ejes coordenados un angulo de 45° , la ecuacidn (2) se trans- 
forma en x n — y n = 2k, que es la ecuacion de una hipdrbola equi 
latera. 



68. Hipdrbolas conjugadas- Si dos hipdrbolas son tales que el eje 
transverso de cada una es iddntico al eje conjugado de la otra, se 
llaman hipSrbolas conjugadas. Cada hip6rbola es entonces la htpSrbola 
conjugada de la otr& , y tambi6n se dice que cada hip^rbola es conju- 
gada con respecto a la otra . 

Si la ecuacidn de una hip^rbola es 


a 2 b 2 


1 , 


( 1 ) 



202 


GEOMETRIA ANALITICA PLANA 


entonces, de acuerdo con la definicidn , la hiperbola conjugada de (1) 
tiene por ecuacidn 



( 2 ) 


Evidentemente, la ecuacion (2) puede obtenerse de la ecuacion (1) 
cambiando simplemente el signo de uno de los miembros de (1). Asi, 
si la ecuacion de una hiperbola es 2x 2 — 7 y % = 18, entonces la ecua¬ 
cion de su hiperbola conjugada es 7 y 2 — 2x 2 = 18. 

El par de hip^rbolas coDjugadas (1) y (2), junto con sus asinto¬ 
las , se han trazado en la figura 99. Es un ejercicio seneillo demostrar 
que un par de hip^rbolas conjugadas tienen un centro eomtin , un par 
comtin de asintotas, y todos sus focos equidistan del centro. 

El estudiante debe observar el rect&ngulo dibujado en la figura 99. 
Un bosquejo aproximado de un par de hip£rbolas conjugadas pueden 
obtenerse facilmente construyendo primero este rectangulo, ya que sus 
diagonales son las asintotas. 


E JERCICIOS, Grupo 31 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Si el punto Pi (xi, y i) esta sobre la parte inferior de la rama derecha de 
la hiperbola b ' x* — a 2 y 2 — a 2 b 2 , demostrar que la recta bx + ay — 0 es una 
asintota de la rama derecha. 

2. Si el punto Pi (xi, t/i) esta sobre la parte superior de la rama izquierda 
de la hiperbola b 2 x 2 — a 2 y 2 — a 2 b 3 , demostrar que la recta bx + ay — 0 es una 
asintota de la rama izquierda. 

3. Demostrar que la hiperbola b 2 y 2 — a 2 x 2 — a 2 b 9 tiene por asintotas las 
rectas by — ax » 0 y by + ax — 0. 

4. Hallar y trazar las ecuaciones de las asintotas de la hiperbola 

4x 2 - Sy 2 = 7. 

5. Hallar los puntos de interseccion de la recta 2x — 9y + 12 — 0 con las 
asintotas de la hiperbola 4x 2 — 9y 2 — 11. 

6. Hallar la ecuacion de la hiperbola que pasa por el punto (3, — 1) , su 

centro esta en el origen, su eje transverso esta sobre el eje X, y una de sus asin¬ 
totas es la recta _ 

2x + 3 V / 2y * 0. 

7. Hallar la ecuacion de la hiperbola que pasa por el punto (2, 3) , tiene su 
centro en el origen, su eje transverso esta sobre el eje Y, y una de sus asintotas 
es la recta 2y — V 7x * 0. 

8. Hallar la distancia del foco de la derecha de la hiperbola 16x 2 — 9y 2 = 144 
a una cualquiera de sus dos asintotas. 

9. Demostrar que si las asintotas de una hiperbola son perpendiculares entre 
si, la hiperbola es equilatera. 
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10. Discutir y trazar la grafica de la ecuacion xy = -8. 

11. Demostrar que la cxccntticidad de toda hiperbola equilatera es igual 

a V 2 . 

12. Demostrar que el producto de las distances de cualquier punto de una 
hiperbola equilatera a sus asintotas es una constante. 

13. Hallar e identificar la ecuacion del lugar geometrico de un punto que se 
mueve de tal manera que el producto de sus distancias a dos rectas perpendicu¬ 
lars es siempre igual a una constante. 

14. Hallar la ecuacion de la hiperbola equilatera que pasa por el punto 
(— 1, — 5) y tiene por asintotas a Ios ejes coordenados. 

15. Demostrar que la distancia de cualquier punto de una hiperbola equila¬ 
tera a su centro es media proporcional entre las longitudes de los radios vectores 
del punto. Sugestion: Vease el ejercicio 22 del grupo 30, Articulo 65, y el 
ejercicio 11 de cste grupo. 

16. Hallar las coordenadas de los vertices y focos, y la excentricidad de la 
hiperbola que es conjugada a la que tiene por ecuacion 

9*2 _ 4 y 2 = 36, 

17. Demostrar que dos hiperbolas conjugadas tienen las mismas asintotas. 

18. Demostrar que los focos de un par de hiperbolas conjugadas estan sobte 
una circunferencia. 

19. Demostrar que si una hiperbola es equilatera. su hiperbola conjugada 
es tambien equilatera. 

20. La excentricidad de la hiperbola b 2 x 2 — a 2 y 2 * a 2 b 2 es e\. Si la ex¬ 
centricidad de su hiperbola conjugada es *2 demostrar que ei : m, — b : a. 

21. Si las excentricidades de dos hiperbolas conjugadas son e\ y * 2 . demos¬ 
trar que ei 2 4- e% 2 *■ e\ 2 e% 2 * 

22. Demostrar que la distancia de un foco a una cualquiera de las asintotas 
de una hiperbola es igual a la longitud de su semieje conjugado. 

23. Si a es el augulo agudo de inclinacion de una asintota de la hiperbola 
b 2 x* — a 2 y 2 — a 2 b 2 , demostrar que su excentricidad es igual a sec a. 

24. Demostrar que si una recta es paralela a una asintota de una hiperbola, 
corta a la curva solamente en un punto. 

25. Demostrar que el producto de las distancias de cualquier punto de una 
hiperbola a sus asintotas es constante, 

69. Segunda ecuacidn ordinaria de la hiperbola. Si el centro de 
una hiperbola no est& en el origen, pero sus ejes son paralelos a los ejes 
coordenados, sus ecuaciones pueden obtenerse tal como se determina- 
ron ambas formas de la segunda ecuacion ordinaria de la elipse 
(Art. 62). Por esto, se deja al estudiante , como ejercicio , el demos¬ 
trar el siguiente teorema : 

Teorema 3 . La ecuacidn de una hiperbola de centro el punto 
(h , k) y eje focal paralelo al eje X ; es de la forma 

(x-h) 2 (y-k) 2 

a 2 “ b 2 


= 1 . 
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Si el eje focal es paralelo al eje Y , su ecuacion es 

(y - k) 2 fr - h) 2 
a 2 b 2 

Para cada hiperbola , a es la longitud del semieje Iransverso , b la 
del semieje conjvgado , c la distancia del centro a cada uno de los focus , 
y a, b, c estdn ligadas por la relacion 

c 2 = a 2 + b 2 . 

2b 2 

Tambi&n , para cada hiperbola , la longitud de cada lado recto es — , y 

a 

la excentricidad e estd dada por la relacidn 

c V a 2 + b 2 ^ , 


Una discusibn de la segunda forma ordiuaria de la ecuacibn de la 
hipbrbola, analoga a la discusibn que para la elipse nos condujo al 
teorema 3 del Artfculo 62 , nos da el siguiente 

Teorema 4. Si los coeficientes A y C difiercn en el signo, la 
ecuacion 

Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 

representa una hiperbola de ejes paralelos a los coordenados , o un par de 
rectas que se cortan . 


Ejemplo. Discutir el lugar geometrico de la ecuacion 

9*2 - 4y 3 - 54* + 8y + 113 = 0. (1) 


Solucibn. Vamos a reducir la ecuacibn (1) a la forma ordinaria comple 
tando los cuadrados. Entonces, 


y 

de donde. 


9 (* 3 — 6*) — 4 (t/ 3 — 2 y) =—113 
9(** — 6* + 9) — 4 (t/ 3 — 2 y + 1)=* - 113+81 -4, 
9 (* - 3) 3 - 4 (y - l) 2 - - 36. 


de manera que H forma ordinaria es 

<y — l) a _ ^-3)^, 
9 4 


( 2 ) 


que es la ecuacibn de una hiperbola cuyo centro C es el punto (3. 1) y cuyo eje 
focal es paralelo al eje Y (fig. 100) . 

Como a 2 = 9, a = 3, y las coordenadas de los vertices V y V f son 
(3. 1+3) y (3, 1—3), o sea, (3, 4) y (3, —2), respectivamente. Como 
c 2 * a 2 + b 2 t c » \/9 + 4 = V 13 , y las coordenadas de los focos F y F f son 
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(3. 1 -|- V 13) y (3, 1 — >/ 13), respectivamente. La longitud del eje trans- 
verso es 2 a = 6, la del eje conjugado es 2b = 4, y la de cada lado recto es 

—~ . La excentricidad es e = — = —-— . 

a 3 a 3 

Para obtener las ecuaciones de las asintotas, aplicaremos el teorema 2 del 
Articulo 66, teniendo en cuenta que el centre de la hiperbola es el punto (3, 1) 


Y 



y no el origen. Si los ejes coordenados son trasladados de manera que el nuevo 
origen sea el centro C (3, 1), la ecuacion (2) S 2 reduce a la forma canonica 



de modo que las ecuaciones de las asintotas referidasa los nuevos ejes se obtienen 
de la relacion 



Pero esta 
forma 


ultima relacion al ser referida a los ejes originales X y Y. toma la 


(y - n g _ (*-3) 2 = 0 

9 4 


(3) 


de donde, 



de manera que 
X y Y son 


las ecuaciones de las asintotas referidas a los ejes originales 

y V i * - 3 = o y y ~ 1 - * - l = 

3^2 7 3 2 


0 
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o sea, 3x + 2y — 11 = 0, y 3 jc — 2t/ — 7 = 0. 

El estudiante debe observar que la relacion (3) puede obtenerse inmediatamente 
reemplazando el termino constante por ceto en el segundo miembro de la ecua¬ 
cion ordinaria (2). (Ver el ejercicio 13 del grupo 32, siguiente.) 

EJERCICIOS. Grupo 32 


Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Demostrar el teorema 3 del Articulo tfi). 

2. Por transformacion de coordenadas, reducir Us dos formas de la segun- 
da ecuacion ordinaria a las dos formas correspondientes de la primera ecuacion 
ordinaria de la hiperbola. 

3. Si la ecuacidn de una hiperbola esta dada en la forma 

b z (x - b) 2 - a 7 (y - k) 2 - a 2 b*, 

demuestrese que las coordenadas de sus vertices son (b + a, k) , (b — a, k) , 
y que las coordenadas de sus focos son (b 4 * c* k) , (b — c, h) , siendo 
c - \/fl s + 

4. Emplear la primera ecuacion ordinaria de la hiperbola para deducir la 
siguiente propiedad geometrica intrinseca de la hiperbola: Si el punto O es el 
centro de una hiperbola cuyos semiejes transverso y conjugado son de longitudes 
a y b, respectivamente, y Q es el pie de la perpendicular trazada desde cual- 
quier punto P de la hiperbola a su eje focal, se verifica que 

QQl _ PQl - i 

a 2 b 2 

5. Por medio de la propiedad iotrinseca de la hiperbola, establecida en el 
ejercicio 4, deducir ambas formas de la segunda ecuacion ordinaria de la hi¬ 
perbola. 

6. Los vertices de una hiperbola son los puntos (— 1, 3) y (3, 3), y su 
excentricidad es Hallar la ecuacion de la hiperbola, las coordenadas de sus 
focos, y las longitudes de sus ejes transverso y conjugado, y de cada lado recto, 

7. Los vertices de una hiperbola son los puntos (—2, 2) y (—2, —4), 
y la longitud de su lado recto es 2. Hallar la ecuacion de la curva, las coorde¬ 
nadas de sus focos y su excentricidad. 

8. El centro de una hiperbola es el punto (2, — 2) y uno de sus vertices 
el punto (0, — 2) , Si la longitud de su lado recto es 8, hallar la ecuacion de 
la curva, la longitud de su eje conjugado y su excentricidad. 

9. Los focos de una hiperbola son los puntos (4, — 2) y (4, — 8) , y la 
longitud de su eje transverso es 4. Hallar la ecuacion de la hiperbola, la longi¬ 
tud de su lado recto y su excentricidad. 

10. El centro de una hiperbola es el punto (4, 5) y uno de sus focos 
es (8, 5). Si la excentricidad de la hiperbola es 2, hallar su ecuacion y las lon¬ 
gitudes de sus ejes transverso y conjugado. 

11. Los vertices de una hiperbola son los puntos (— 3, 2) y (— 3, — 2) , 
y la longitud de su eje conjugado es 6. Hallar la ecuacion de la hiperbola, las 
coordenadas de sus focos y su excentricidad. 
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12. Demostrar cl teorema 4 del Articulo 69. 

13. Demostrar que las ecuaciones de las asintotas de la hiperbola 

b 2 (x — h) 2 — a 2 (y — k) 2 = a 7 b 2 
son bx + ay — ak — bh = 0 y bx — ay + ak — bh = 0. 

En cada uno de los ejercicios 14-18, reducir la ecuacion dada a la segunda 
forma ordinaria dc la ecuacion de la hiperbola y determinar las coordenadas 
del centro, vertices y focos, las longitudes de los ejes transverso y conjugado, 
y del lado recto, la excentricidad y las ecuaciones de las asintotas. 

14. x 2 — 9 y 2 — 4x + 36y — 41 » 0, 

15. 4x 2 — 9 y 2 + 32x + 36y + 64 = 0. 

16. x 2 - 4y 2 - lx + 1 = 0. 

17. 9x 2 - 4y 2 + 54x + 16y + 29 = 0. 

18. 3x 2 - y 2 + 30* +78 = 0. 

19. Resolver el ejercicio 14 por traslacidn de los ejes coordenados. 

20. Hallar el angulo agudo de intersecci6n de las asintotas de la hiperbola 

9*2 — y 2 — 36x — 2y + 44 0. 

21. Hallar la ecuacion de la hiperbola que pasa por el punto (4, 6), tiene 
el eje focal paralelo al eje X , y sus asintotas son las rectas 2x + y — 3=0 y 
2 X - y — 1 * 0. 

22. Hallar e identificar la ecuacion del lugar geometrico de un punto que se 
mueve de tal manera que su distancia del punto (3, 2) es siempre igual al triple 
de su distancia a la recta y + 1 =0. 

23. Hallar e identificar la ecuacidn del lugar geometrico de un punto que se 
mueve de tal manera que su distancia del punto (2, — 1) es siempre igual al 
doble de su distancia de la recta x + 2 = 0. 

24. La base de un triangulo es de longitud fija, siendo sus extremes los 
puntos (0, 0) y (4, 0) . Hallar e identificar la ecuacion del lugar geometrico 
del vertice opuesto si uno de los angulos de la base es siempre igual al doble 
del otro. 

25. Un observador estacionado en el punto P oye el estampido de un rifle 
y el golpe de la bala sobre el objetivo en el mismo instante. Demostrar que el 
lugar geometrico de P es una hiperbola. 

70. Propiedades de la hiperbola. Muchas propiedades de la hi- 
p^rbola est&n asociadas con sus tangentes. Como la ecuacidn de una 
hiperbola es de segundo grado, sus tangentes pueden obtenerse em- 
pleando la condicidn para tangencia discutida en el Articulo 44. Las 
demostraciones de los teoremas 5 y 6 , enunciados a continuacidn , se 
dejan como ejercicios al estudiante. Debe comparar estos teoremas 
con los analogos establecidos para la elipse (Art. 63, teoremas 4 y 5). 

Teorema 5. La ecuacidn de la tangente a la hiperbola 
b 2 x 2 — a 2 y 2 = a 2 b 2 

en cualquier punto Pi (xi, yi) de la curva es 

b 2 xi x — a 2 yi y = a 2 b 2 . 


W ' 
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Teobema 6. Las ecuaciones de las tangentes a la hip&rbola 
b 2 x 2 — a 2 y 2 = a 2 b 2 

de pendiente m son 

y ~ mx =t V a 2 m 2 — b 2 , ] m | > —. 

a 

La hip^rbola tiene una propiedad focal analoga a la de la elipse. 
Esta propiedad estd basada en el siguiente teorema 7. La demostra- 
ci6n es semejante a la del teorema analogo para la elipse (teorema 6, 
Art. 63) y, por tanto, se deja al estudiante como ejercicio. 

Teorema 7. La tangente a una hip&rbola en cualquier punto de la 
curva es biseetriz del dngulo formado por los radios vectores de ese punto . 

Para algunos de los teoremas que figuran en el siguiente grupo de 
ejercicios, hay teoremas an&logos sobre la elipse; esto se hace notar 
en cada caso recomendando al lector que compare el teorema particular 
con su andlogo en el grupo 29 del Artlculo 63. Tambi^n debe obser- 
varse que si en una ecuacidn relativa a una elipse se sustituye la can- 
tidad b 2 por — b 2 , la relacidn an41oga se verifica entonces para la 
hipSrbola. 


EJERCICIOS. Grupo 33 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Demostrar el teorema 5 del Articulo 70. 

2. Demostrar el teorema 6 del Articulo 70. 

3. En el teorema 6 del Articulo 70, ipor que la pendiente m esta restrin- 

gida a los valores comprendidos en el intervalo 1 m \ > —? Interpretar el resul¬ 
ts 

tado cuando | m | = 

a 

4. Demostrar el teorema 7 del Articulo 70. 

En cada uno de los ejercicios 6-8, hallar las ecuaciones de la tangente y la nor¬ 
mal y las longitudes de la tangente, normal, subtangente y subnormal, para la 
hiperbol? dada, en el punto de contacto indicado. 

5. 3* 2 - y 2 = 2; (I. 1). 

6. 2jc 2 - 3y 2 - 6* - 4y + 12 * 0; (4,2). 

7. 3jc 2 - 2y 2 + 3x - 4y ~ 12 = 0; (2, 1) . 

8. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la hiperbola 
x 2 — 2 y 2 + 4x — 8y — 6 = 0 
que son paralelas a la recta 4x — 4y + H =* 0. 
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9. Hallar cl angulo formado por las tangentes trazadas del punto (3, 6) 
a la hiperbola x a — y 2 4* 4x — 2y — 5 = 0. 

10. Hallar los valorcs de m para los cualcs las rcctas de la familia y = mx —1 
son tangentes a la hiperbola 4* a — 9y a = 36. 

11. Demostrar que las ecuaciones de las tangentes de pendiente m a la hiper¬ 
bola b 2 (x — h) 2 — a 2 (y — k) 2 — a* b 2 son 

y — k = m(x — h) ± V a* m* — b 1 , \m\> 


v 






(Ver el ejercicio 13 del grupo 29. Art. 63.) 

\ 12. Se dan una hiperbola y sus focos. Aplicando el teorema 7 del Articulo 70, 
demostrar un procedimiento para construir la tangente y la normal en cualquier 
punto de la curva. 

13. Demostrar que la ecuacion de la normal a la hiperbola b 2 x 2 — a 2 y 2 =*a 2 b 2 
en el punto P i (jci, y i) es a 2 y ix + b 2 x\y - a 2 xiyi — b 2 xiyi * 0, (Ver el 
ejercicio 14 del grupo 29, Art. 63.) 

14. Demostrar que la elipse lx 2 + y 2 * 10 y la hiperbola 4y 3 — x 2 =* 4 son 
ortogonales entre si en sus puntos de interseccidn. 

15. Demostrar que la elipse x 2 + 3y 2 * 6 y la hiperbola x 2 — 3y 3 =* 3 tie- 
nen los mismos focos. Tales curvas se llaman conicas homofocales. Demostrar 
que la elipse y la hiperbola del ejercicio 14 son tambien homofocales. 

16. Demostrar que el producto de las distancias de los focos de una hiper¬ 
bola a cualquier tangente es constante e igual al cuadrado de la longitud del 
semieje conjugado. (Ver el ejercicio 19 del grupo 29, Art. 63.) 

17. Demostrar que la pendiente de una hiperbola en cualquier extreme de 
cualquiera de sus lados rectos es numericamente igual a su excentricidad. (Ver 
el ejercicio 18 del grupo 29, Art. 63. ) 

18. Demostrar que el punto de contacto de cualquier tangente a una hiper¬ 
bola es el punto medio del segmento de tangente comprendido entre las 
asintotas. 

19. En un punto cualquiera P, excepto el vertice, de una hiperbola equi- 
latera. se traza una normal que corta al eje focal en el punto Q. Si O es el 
centro de la hiperbola, demuestrese que | OP \ =* | PQ \ . 

20. Demostrar que el triangulo formado por una tangente cualquiera a una 
hiperbola y sus asintotas tiene un area constante. 

21. Las tangentes en los vertices de una hiperbola cortan a otra tangente 
cualquiera en los puntos P y Q. Demostrar que los puntos P y Q y los focos 
de la hiperbola estan sobre una circunferencia. 

22. Si desde un punto exterior Pi, se trazan tangentes a una hiperbola, el 
segmento que une los puntos de contacto se llama cuerda de contacto de Pi para 
esa hiperbola. Si Pi(*i. t/i) es un punto exterior a la hiperbola 


b 2 x 2 — a 2 y 2 — a 2 b 7 . 


demuestrese que la ecuacion de la cuerda de contacto de Pi es 

b 2 xix — a 2 t/i y - a 2 b 2 . 

(Ver el ejercicio 21 del grupo 29, Art. 63.) 

23. Hallar la ecuacidn de la cuerda de contacto del punto (—2, 4) de la 
hiperbola 3x 2 — 7y 2 — 3. 


“ 14. 
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24. Demostrar que la ecuaci6n del lugar geometrico de los puntos medios de 
cualquier sistema de cuerdas paralelas de pendiente m de la hiperbola 

b 2 x 2 — a 2 y 2 = a 2 b 2 es y ■ —^— x; m ^ 0, m ^ =t —. 

a 2 m a 

Observese que el lugar geometrico es una linea recta que pasa por el centro; su 
ecuacion es, por lo tanto, la ecuaci6n de un diametro de la hiperbola. (Ver el 
ejercicio 23 del grupo 29, Art. 63.) 

25. Demostrar que si un diametro de una hiperbola biseca a todas las cuer¬ 
das paralelas a otro diametro, el segundo diametro biseca a todas las cuerdas 
paralelas al primero. Tales diametros se Hainan didmetr os conjugados de la 
hiperbola. (Ver el ejercicio 25 del grupo 29, Art. 63.) 


71. Primer resumen relativo a las secciones conicas. La parabola , 
elipse e hiperbola se llaman secciones cdnicas o, simplemente , conicas . 
Hemos visto que si la ecuacidn 

Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 

representa un lugar geometrico real, date debe ser una seccidn cdnica 
con uno de sus ejes paralelo (o coincidente) con uno de los ejes coorde- 
nados, o bien uno de los casos excepcionales de un punto , dos rectas 
coincidentes, dos rectas paralelas o dos rectas que secortan. Estos 
casos excepcionales se llaman tambi^n formas limiie de las cdnicas o 
conicas degeneradas. 

En el cuadro que se da a continuacidn, hemos indicado los resul- 
tados principales obtenidos hasta aqul. Por conveniencia nos referimos 
al eje unico de la parabola como a su eje focal. Ademas, para que el 
cuadro quede completo, hemos indicado que la parabola tiene una 
excentricidad igual a la unidad ; esto sera establecido en el capftulo 
siguiente. Como la elipse y la hip£rpola tienen cada una un centro, 
se llaman cdnicas centrales. La parabola, no teniendo centro, se 
llama conica no central. La circunferencia puede considerarse como un 
caso especial de la elipse. 

En la formacion del cuadro, ha sido necesario, debido al tamano 
limitado de la p£gina, restringir algunos de los datos a refereneias 
para otras partes del libro. El estudiante debe , por lo tanto , repro¬ 
duce la tabla completa en una hoja de papel suficientemente grande e 
incluir todos los datos dados en las refereneias. Puede anadir tambien 
otros datos, como, por ejemplo , las ecuaciones de las tangentes a las 
cdnicas. 
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72. Iiitroduccidn. En este capitulo haremos un estudio de la 
ecuacidn general de segundo grado, 

Ax 2 + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F = 0. (1) 

En particular, consideraremos el caso en que la ecuacidn (1) contiene 
un tdrmino en xy , es decir, el caso en que B ^ 0. Demostraremos 
que por medio de una rotacidn de los ejes coordenados siempre es posi- 
ble transformar la ecuacidn (1) en otra de la forma 

A'x' 2 + CV + D'x' + E'y' + F' = 0, (2) 

on la que uno de los coeficientes A' y C', por lo menos, es diferente 
de cero, y no aparece el tdrmino en x / y'. 

Hemos visto (Art. 71) que si la ecuacidn (2) representa un lugar 
geomdtrico real, representa o bien una cdnica o uno de los casos excep- 
cionales de un punto o un par de rectas. Como la naturaleza de un 
lugar geomdtrico no se altera por transformacidn de coordenadas, se 
sigue que, si la ecuacidn (1) tiene lugar geomdtrico, este lugar geo- 
mdtrico debe ser tambidn o una section cdnica o uno de los casos 
excepcionales de un punto o un par de rectas. Por lo tanto , la ecua¬ 
cidn (1) se toma, generalmente, como la definition analitica de cdnica . 
De esto podemos inferir la existencia de una definition geomelrica que 
incluya a todas las cdnicas. Veremos mds adelante (Art. 75) que tal 
definition general exist,e para la pardbola , la elipse e hipdrbola. 

73. Transformacidn de la ecuacidn general por rotacidn de los ejes 
coordenados. Apliquemos a la ecuacidn general 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0, 
en donde B ^ 0, las ecuaciones de transformacidn por rotacion 
x = x' cos 0 — y* sen 6 , y = x ; sen 6 + y' cos 6 , 


(1) 
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dadas en el teorema 2 del Artl'culo of^Tenemos: 

A (a/ cos 0 —y' sen 0 )* + B ( x 1 cos 0 — y’ sen 0) (x' sen 0 + y' cos 0 ) 
+ C ( x 1 sen 0 + y’ cos 0 ) 2 + D (a/ cos 0 — y' sen 0) 

+ E (a/ sen 0 + y' cos 0 ) + F = 0. 

Si desarrollamos y agrupamos los t^rrninos, obtenemos 

A'X'* + B'x'y' + C'y n + D'x' + E'y' + F' = 0 , (2) 

en donde, 

A' — A cos 5 0 + B sen 0 cos 0 + C sen 2 0 , 

B' — 2(C — A) sen 0 cos 0 + B(cos* 0 — sen 2 0), 

C 1 — A sen 2 0 — B sen 0 cos 0 + C cos* 0, 

D' = D cos 0 + E sen 0 , ^ 

E' = E cos 0 — D sen 0 , 

F> = F. 


Si la ecuacidn transformada (2) va a carecer del t6rmino en xfy', 
el coeficiente^ B' debe anularse. Por tanto , debemos fcener 

2(C — A) sen 0 cos 0 + B (cos 5 0 — sen 2 0) =* 0. 

Por medio de las formulas trigonomgtricas del Angulo doble (Ap6n- 
dice IC, 7), esta tiltima ecuacidn puede escribirse en la forma 

(C — A) sen 20 + B cos 20 = 0. (4) 

Si A r* C, de la ecuacidn (4) tenemos la relacidn 

'* 29 -;rrc 

Si A — C, entonces la ecuacidn (4) se reduce a la forma 

B cos 20 — 0. 

Como By* 0, por hipdtesis, se sigue (Apdndice IB, 2) que 

cos 20 = 0. (5) 

El Angulo de rotacidn 0 queda restringido al intervalo 0° < 0 < 90° 
(nota, teorema 2, Art. 51), de manera que el intervalo de variacidn 
para 20 ,es 0° < 20 < 180°. Por tanto, de la ecuacidn (5), tenemos 

20-90° y 0 = 45°. 


*- 


A 
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Resumiendo : 

Teorema 1. La ecuacidn general de segundo grado 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F - 0 , (1) 

en donde B ^ 0 , puede transformarse siempre en otra de la forma 

A'x' 2 + C'y' 2 + D'x' + E'y' + F' - 0 , (6) * 

sin Urmino en x'y', haciendo girar los ejes coordenados un dngulo posi- 
tivo agudo d tal que 

ji 

tg 20 = > «* A t* C, 

y 

0 • 45°, si A m C. 

NOTA. Por medio del teorema 1, es posible determinar el angulo $ y por 
tanto, los valores de sen 0 y cos 9 para usarlos en las ecuaciones de transforma' 
cion por rotacion. De aqui que las ecuaciones de transformacion pueden obte- 
nerae antes de hacer la sustitucion en la ecuacion original. Esto nos conduce a 
reducir considerablemente la caatidad de operaciones en loa problemaa del tipo 
del ejemplo 2 del Articulo 51. 

Del teorema 1 podemos deducir una conclusion muy importante. 
El Angulo de rotaciOn 0 es de 45° , si A = C, o bien tal que 

tg 20 = A- C ’ si A * C - 

Como B ^ 0, tg 20 ^ 0, y, por tanto, 0 es diferente de cero en 
todos los casos. De acuerdo con esto, la ecuacidn general (1) puede 
transformarse en la forma (6) girando los ejes coordenados un Angulo 
diferente de cero. Pero hemos visto que, si la ecuacidn (6) repre¬ 
sen ta una seccidn cdnica, el eje focal es paralelo a (o coincidente con) 
uno de los ejes coordenados, y reciprocamente. Por tanto, si la 
ecuacidn (1) representa una cdnica, el eje focal debe ser oblicuo con 
respecto a los ejes coordenados y reciprocamente. Este resultado lo 
enunciamos en el siguiente teorema : 

Teorema 2. St la ecuacidn general de segundo grado , 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F - 0, (1) 

en donde B^O, representa una seccidn cdnica , el eje focal es oblicuo 
con respecto a los ejes coordenados , y reciprocamente . 
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74. El indicador I = B 1 — 4 AC. En el Artlculo 73 vimos que, 
si los ejes coordenados giran un angulo 0 , la ecuacidn general 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0, B ^ 0, (1) 

se transforma en la ecuacion 

A'x' 2 + B f x ! y f + C V 2 + D'x f + E f y> + F f = 0 

en donde, 

A / = A cos 2 0 + B sen 0 cos 0 + C sen 2 0 , 

B f = 2(C — A) sen 0 cos 0 + E(cos 2 0 — sen 2 0), 

C' — A sen 2 0 — B sen 0 cos 0 + C cos 2 0 , 

D' = D cos 0 + E sen 0 , 

E f = E cos 0 — D sen 0 , 

E' = E. 

Mas aun, si se selecciona el dngulo de rotacidn 0 como lo especifica 
el teorema 1 del Artlculo 73 , la ecuacidn (2) toma la forma 

A f x (2 + cy 2 + D / x / + Ey + E' - 0. (4) 

En el Artlculo 71 presen tamos un resumen de la naturaleza del 
lugar geomdtrico de la ecuacidn (4). Por ejemplo, si A' o C" son 
iguales a cero, uno u otro, la ecuacidn (4) representa una parabola 

cuyo eje es paralelo a (o coincidente con) uno de los ejes coordenados, 

o constituye uno de los casos excepcionales de dos rectas diferentes o 
coincidentes, paralelas a uno de los ejes coordenados , o ningun lugar 
geomdtrico. Ahora diremos, con el fin de una mayor brevedad de 
expresidn , que la ecuacidn (4) represen ta una cdnica gtnero pardbola . 
Para los demds casos se usardn tdrminos semejantes al anterior segun 
las siguientes definiciones: 

Definiciones . 1. Si uno de los dos coeficientes A f o C' es 

igual a cero, la ecuacidn (4) represen ta una cdnica gSnero pardbola , 
es decir, uno cualquiera de los casos especificados en el teorema 3 del 
Artlculo 56. 

2. Si A* y C" son del mismo signo , se dice que la ecuacidn (4) 
represen ta una cdnica del gSnero elipse , es decir, uno cualquiera de los 
casos especificados en el teorema 3 del Artlculo 62. 

3. Si A f y C' son de signo contrario, se dice que la ecuacidn (4) 
representa una cdnica del gtnero hiptrbola, es decir, uno cualquiera 
de los casos especificados en el teorema 4 del Artlculo 69. 

Usando las tres primeras relaciones de (3) y la identidad trigono- 
mdtrica sen 2 0 + cos 2 0 = 1, podemos demostrar f&cilmente que 

E' 2 - 4A'C" « B 2 — 4AC. 



(5) 
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El lector debe notar particularmente que la relacidn (5) es indepen- 
diente de 0 , el angulo de rotacidn. Como la cantidad B 2 — 4AC no 
cambia de valor para ninguna rotacidn de los ejes coordenados, se 
llama invariante y se dice que es invariants por rotacion . 

Cuando la ecuacidn (1) es transformada en la ecuacidn (4), 
B 9 * 0 , y la relacidn (5) se reduce a 

B'~-4AC « -4A'C". (6) 

Si uno cualquiera de los coeficientes A 9 o C 9 es igual a cero, la 
ecuacidn (4) y, por tanto, la (1), es del g6nero par&bola. En este 
caso , la relacidn (6) muestra que B 2 — 4 AC — 0 . 

Si A 9 y C f son del mismo signo, la ecuacidn (4) y, en conse- 
cuencia, la (1), es del g6nero elipse. En este caso, la relation (6) 
muestra que B 2 — 4 AC < 0. 

Si A 9 y C 9 difieren en el signo, la ecuacidn (4) y, en conse- 
cuencia la (1), es del g^nero hip^rbola. En este caso , la relacion (6) 
muestra que B 2 — 4 AC > 0 . 

Como la expresidn B 2 — 4AC indica la natural eza del lugar geo- 
m^trico de la ecuacidn (1), llamaremos indicador * a este invariante. 
Denotaremos el indicador por la letra mayuscula I , es decir, 

/ = B 2 - 4AC. 

Los resultados precedentes se pueden resumir en el siguiente 
teorema : 

Teorema 3. La ecuacidn general de segundo grado , 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0, 

representa una cdnica del gtnero pardbola , elipse o hipSrbola , segiin que 
el indicador , I — B 2 — 4AC , sea cero , negoiivo o positivo. 

EJemplo. Determinar la nataraleza del lugar geometrico de la ecuacion 

5x % 4“ 4xy + 2y 3 — 24x — I2y + 29 = 0. (7) 

Reducir la ecuacion a su forma candnica por transformation de coordenadas. 
Trazar el lugar geometrico y todos los sistemas de coordenadas que hayan sido 
necesarios. 

Solucl6n. Para la ecuacion (7) , el indicador es 

/ - B 2 - 4AC - 4 2 - 4 . 5 . 2 * - 24. 

Como I < 0, la ecuacion (7) es del genero elipse. 


N DEL T. Muchos autores llaman discrtminante a esta expresion. 
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Para suprimirel termino en xy, hacemos girar los ejes coordenados un angu- 
lo 8 tal que 



De tg 20 podemos obtener cos 28 ya sea por medio de un triangulo rectangulo o 
por la relacion 


de donde, 


cos 29 — 


1 _ 1 

scc 26 V'tg 1 29 + 1 ’ 


cos 28 = — — 

\/(4/3)*+ 1 


_3_ 
5 * 


Observese que por ser 0 agudo, 20 esta en el primero o en el segundo cuadrantes 
en donde el coseno y la tangente de un angulo son del mismo signo. De este 
valor de cos 20 podemos obtener los valores de sen 0 y cos 8 por medio de las 
formulas trigonometricas del angulo mitad (apendice IC, 8) . Asi, 


y 


sen 0 


cos 0 


4 

■4 


1 — cos 28 


1 -+- cos 20 


-4 

■4 


- ( 3/5 ) 


1 +(3/5) 


1 

VI 


2 

vt 


Las ecuaciones de transformacion por rotacion son entonces 


x « x f cos 0 — y f sen 


2x' - y' 

VI 


y =* x f sen 8 + y' cos 8 


x* + 2 y f 
V^5 • 


Sustituyendo estos valores de x y y en la ecuacidn (7) , obtenemos 


la cual. por simplification, toma la forma 

6*'* + y' 3 - 12 V~5x' + 29 = 0. 


( 8 ) 


La ecuacion (8) puede simplificarse, bien por una traslacidn de los ejes 
X f y Y f o completando los cuadrados. El estudiante debe verificar el resul- 
tado, que es la elipse (fig. 101) 


6jc" 2 + y" 3 * 1. 
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En los problemas del tipo considerado en este articulo, la grafica 
se construye, generalmente, a parti r de la ecuacibn mas simple obte- 
nida finalmente por transformacibn de coordenadas. Se puede hacer 
una comprobacibn parcial de la exactitud de esta grafica comparando 
sus intersecciones con los ejes originales, cuando existen dichas inter- 


Y 



Fig. 101 

secciones, con los valores de estas mismas intersecciones obtenidas a 
partir de la ecuacibn original. 

El teorema 3 del Articulo 52 establece que el orden en que se efec- 
tuen la traslacibn y la rotacibn no tiene importancia. Fub anotado, 
sin embargo, en la nota 2 de este teorema que, si los tbrminos de 
segundo grado forman un cuadrado perfecto, se debe hacer la rotacibn 
de los ejes antes de la traslacibn. En seguida demostraremos Ja 
razbn de esto. Si reemplazamos x y y en la ecuacibn general (1) por 
sus valores dados en las ecuaciones de transformacibn para traslacibn 

z = £' + /*, y = y' + k , 

obtenemos 

A(x? + hY + B(x f + h)(y' + k) + C(y' + k) 2 + D(x' + h ) 

+ E (y' + k) + F = 0, 

la cual, por desarrollo y agrupacibn de terminos , toma la forma 
Ax/ 2 + Bx’y’ + Cy n + (2 Ah + Bk + D)x f + (.Bh + 2 Ck + E)y f 

+ (Ah 2 + Bhk + Ck 2 + Dh + Ek + F) = 0. (9) 

Para eliminar los tbrminos de primer grado de la ecuacibn (9) basta 
determinar los valores de h y k que satisfacen a las ecuaciones 

2Ah + Bk + D = 0, Bh + 2Ck + E = 0. 
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Este sistema tiene una solucitfn tinica para h y k , dada por la regia de 
Cramer (Ap£ndice IB, 6), solamente si el determinante del sistema 


2 A B 
B 2 C 


= 4 AC-B 2 ^ 0. 


Por tan to , si la ecuacidn (1) es del genero parabola , en donde 

J = B*-4AC = Q, 

no podemos eliminar los t6rminos de primer grado comenzando por una 
traslacidn. En general, por lo tan to , simplificaremos la ecuacion (1) 
girando primero los ejes. 


EJERCICIOS. Grupo 34 

Los ejercicios 1-5 se refieren a las ecuaciones (1) y (2) del Articulo 74. 

1* Demostrar que la cantidad B 2 — 4AC es invariante por rotacion, de- 
mostrando que B' 2 — 4A'C' * B 2 — 4AC. (Relacion [5], Art. 74.) 

2. Demostrar que la cantidad A + C es invariante por rotacion, haciendo 
ver que A' + C' — A 4 C. Suge&tidn. Usense la primera y tercera relaciones 
de (3), Art. 74. 

3. Si B 9^ 0 pero uno cualquiera de los coeficientes A o C es cero, o 
ambos A y C son cero, demu^strese que la ecuacion (1) es del genero hi- 
pirbola. 

4. Si A y C difiercn en el signo, demuestrese que la ecuacion (1) es del 
genero hiperbola ya sea que B sea poaitivo, negativo o nulo. 

5* Demostrar que la ecuacion (1) es del genero parabola si los terminos de 
segundo grado forman un cuadrado perfecto. 

En los ejercicios 6-16, determinar la naturaleza de la conica que representa la 
ecuacidn dada, y reducir la ecuacidn a su forma canonica por transformacion de 
coordenadas. Trazar el lugar geometrico, cuando exista, y todos los sistemas 


de ejes 

coordenados. 

6. 

4x 3 

- 24* y + lly J + 56* - 58 y + 95 = 0. 

7. 

4x 2 

- 12 xy + 9y* - 8 VUx - 14 VUy + 117 

8. 

3* 2 

- 4xy - 4y* + 16* + 16y -12 = 0. 

9. 

5jc 2 

+ 2xy + 10y J - 12* - 22y + 17 = 0. 

10. 

x 2 -f 8xy + \ty 2 — 4x — 16y + 7 — 0. 

11. 

12** 

! + 12 xy + 7y 2 — 4x + by — 1 * 0. 

12. 

2jc 2 

— \2xy + 18y 3 + x — 3y — 6 = 0. 

13. 

$x 2 

- 24 xy -f \5y 2 + 4y -4-0. 

14. 

3x 2 

- 2xy + 3 y2 + 2 y/1x - 6 \/~2y + 2 = 0. 

15. 

4x 2 

- lOxy + 25 y* + 4* - 10|/ + 1 = 0. 

16. 

x 2 + 2jf y + y 2 + 2x — 2y — 1 - 0. 
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17. Resolver el ejemplo 2 del Articulo 51 por el metodo del Articulo 74. 

18. Resolver el ejemplo del Articulo 52 por el metodo del Articulo 74. 

19. Elevando al cuadrado dos veces, eliminense los radicaJes de la ecuacion 
x'i -f- y% = 1. Demostrar que el lugar geometrico de la ecuacion resultante es 
una parabola, y determinar que porcion de esta curva representa el lugar geome'- 
trico de la ecuacion original. 

20. Si los ejes coordenados son trasladados de tal manera que el nuevo origen 
sea el punto (/?, k ) , demostrar que la ecuacion general 

t (*, y) = Ax 2 + Bxy + Cy* + Dx + Eg + F = 0 
se transforma en otra ecuacion cuyo termino constante es igual a f (h, k) , 

75. Definici6n general de cdnica. Veamos ahora una definicidn 
geomdtrica de cdnica que incluye a la par&hola, la elipse y la hi- 
pdrbola. 

Definici6n. Dada una recta fija ! y un punto fijo F no conte- 
nido en esa recta, sc llama cdnica al lugar geomdtrico de un punto P 

que se mueve en el piano de l y F 
Y de tal manera que la razdn de su 

distancia de F a su distancia de l 
es siempre igual a una constante 
positiva. 

La recta fija l se llama directriz , 
el punto fijo F , foco } y la constan¬ 
te positiva, a la que designaremos 
por e, excentricidad de la cdnica. 
Cuando e = 1, la definicidn ante- 
X rior es la de la par&bola (Art. 54). 
Sin ninguna pdrdida de genera- 
lidad, podemos to mar el eje Y 
Fig. 102 como directriz del punto F(p, 0), 

p t* 0, como foco (fig. 102). Sea 
P(x } y) un punto cualquiera del lugar geomdtrico. Desde P tracemos 
el segmento PA perpendicular al eje F. Entonces, por la definicidn 
anterior, el punto P debe satisfacer la condicidn geomdtrica 

jjgl 

\m e ’ 

lo cual puede expresarse analiticamente por la ecuacidn 

= e. 




(1) 
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Elevando al cuadrado am bos miembros de esta ecuacidn , quitando 
denominadores y trasponiendo, resulta 

(1 — e 2 ) x 2 — 2 px + y 1 + p 2 = 0. (2) 

Podemos demostrar, reriprocamente, que cualquier punto cuyas 
coordenadas satisfacen la ecuacidn (2) es un punto que satisface la 
condition geom6trica (1) y, por tan to, esta sobre el lugar geom£- 
trieo. De acuerdo con esto, la ecuacidn (2) es la ecuacidn buscada. 

Por lo anteriormente estudiado, reconocemos a primera vista que 
el lugar geom^trico de la ecuacidn (2) es una cdnica , pero su natura- 
leza depende, evidentemente, del valor de la excentricidad e. Hay 
entonces dos casos generates por considerar : I. e = 1 ; II. e ^ 1. 

I. e =• 1. En este caso , la ecuacidn (2) toma la forma 
— 2 px + y 1 + p 2 = 0 . 


Esta ecuacidn puede escribirse 

y 2 - 2 p ( x - f) > 

que representa una parabola cuyo v^rtice es el punto , 0^ y cuyo 
eje coincide con el eje X. 

II. e 1. En este caso , 1 — e 2 0. Dividiendo la ecuacidn 
(2) por 1 — e 2 , obtenemos 


xr — 





1 - e 2 * 


Completando el cuadrado en x , podemos reducir esta ecuacidn a la 
segunda forma ordinaria de la ecuacidn de una cdnica central, 



p* e - 

(1 — e 1 ) 2 


+ 


y- 

V 2 e 2 
1 - e 2 


= 1 . 


(3) 


El que la ecuacion (3) represente una elipse o una hiperbola depende 
del valor de e. Tenemos entonces dos subcasos : 

a) e < 1 ; b) e > 1. 

a) e < 1. En este caso , 1 — e 2 < 0, y ambos denominadores 
en el primer miembro de (3) son positivos. Por tan to, el lugar 
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geom^trico de la ecuacidn (3) es una elipse. Vamos ahora a demos- 
trar que el valor de e dado por la ecuacidn (3) es id4ntico al valor 

previamente definido de — (Art. 61). 

En efecto : Por ser 


a 


2 


tenemos : 

c 2 = a 2 - ¥ 


Entonces 

c 2 

a 2 


V y ¥ = V — 

(1 — e 2 ) 2 y 1 — e 2 ’ 


p 2 p 2 C 2 

(1 — e 2 ) 2 ~ 1-e- 

p 2 c 2 p 2 e 2 (1 — e 2 ) p 2 e 4 
(1 — e 2 ) 2 ~ (1 — e 2 ) 2 — (1 — e 2 ) 2 ' 

pV _ (1 - e 2 ) 2 , 

(1 —c 2 ) 2 p 2 e 2 ” 6 ’ 


de donde , — = e , que es lo que Be queria demostrar. 

b ) e > 1. En este caso , 1 — e 2 < 0. Por tanto, con el fin de 
tener ambos denominadores positivos, escribimos la ecuacidn (3) en 
la forma 




p 2 e 2 


(1 - e 2 ) 2 


= i 

p 2 e 2 


e 2 - 1 


(4) 


Evidentemente, el lugar geom4trico de la ecuacidn (4) es una hip6r- 
bola. Analogamente a como hicimos para la elipse podemos demostrar 
que el valor de e dado por la ecuacidn (3) es idSntico con su valor 

£ 

previamente definido de (Art. 65). 

Podemos ahora establecer el siguiente teorema : 

Teorema 4. Una cdnica es una pardbola , una elipse o una hiptr- 
bola , segdn que su excentricidad sea igual a, menor que , o mayor que la 
unidad . 

NOTA. El lector debe observar el paralelismo entre los valores del indicador 
1 - B 2 — 4AC y de la excentricidad e de las diversas c6nicas, como aparece en 
el siguiente cuadro. 



PARABOLA 

ELIPSE 

HIPERBOLA 

Indicador 1 = B* - 4 AC 

1 = 0 

1 < o 

1 > 0 

Excentricidad e 

e *■ 1 

e < 1 

e > 1 
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Ejemplo 1. Determinar la ecuacion de la conica que tiene por foco el punto 
F (— 1, — 2) , directriz la recta / : x — y 4 1 = 0 y excentricidad e — Yz , 
Solucidn. Por la definicion general, el lugar geometrico es una elipse, y 
su ecuacion puede obtenerse a partir de la relacion 

\/(jy + i) 2 +(!/ + 2)» = 1 
U — y + 1 I 2' 

V2 

Si elevamos al cuadrado, quitamos denominadores, trasponemos y agrupamos 
terminos, obtenemos la ecuacion buscada, 

7x 2 -f 4- 7y 2 4 14x 4 34y 4 39 = 0 . 

Esta ecuacion representa la elipse de la figura 103. 

Y 



La determinacion de la ecuacidn de la directriz de una parabola ya 
ha sido considerada en el Capitulo VI. Ahora determinaremos las 
ecuaciones de las directrices de las cdnicas centrales. Estas cdnicas 
tienen cada una dos focos y, por tan to, dos directrices, correspon- 
diendo una a cada foco. 

De la simetria de las cdnicas, se sigue, por la ecu&cidn (2), que 
el eje focal es perpendicular a la directriz. Por tanto , si tomamos la 
ecuacidn de la elipse en su forma canonica, 


*! + wl 

a 2 + 6 2 


1 , 


(5) 


las ecuaciones de sus directrices son de las formas x = k y x = l , 
correspondiendo a los focos (c, 0) y (— c, 0), respectivamente, tal 
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como se indica en la figura 104. Para el foco (c, 0) y su directriz 
correspondiente x = k , tenemos, de la definicidn general de las c<S- 

nicas, _ 

V(x - c) 1 -+- y 2 

- \^k\ - = e - (6) 

Se deja al lector, como ejercicio , la demostracidn de que la ecuacidn 
(6) se reduce a la forma ordinaria 


( x , en-cY 


O / j \ A I 

_ yl _ 


'■(k 




e\k - cf 


= 1. 


1 


(7) 


Como las ecuaciones (5) y (7) represen tan un mismo lugar geom6- 



trico, u n a elipse cuyo centro 
est& en el origen , de la ecuacidn 
(7) se sigue que 

e 2 k — c * 0 , 
de donde, 



Por tan to , para el foco (c , 0), 
de la elipse (5), la ecuacidn do 


CL 

la directriz es x — —. An&logamente , para el foco (— r, 0) y la 


directriz correspondiente x = l , hallamos x = — 


a_ 

e 


Exactamente por el mismo procedimiento, hallamos, para la hiper- 
bola, 6 2 x 2 — a 2 y 1 = a 2 6 2 , que sus focos (c, 0) y (—c, 0) tienen 
por directrices correspondientes a las rectas cuyas ecuaciones son , res¬ 
pect! vamente , x = ~ y x = — ~. 


Los resultados precedentes eslan comprendidos en el siguiente 


Teorema 5. Para la elipse b 2 x 2 + a 2 y 2 = a 2 b 2 y la hiperbola 
b 2 x 2 — a 2 y 2 = a 2 b 2 , cada una de excentricidad e, los focos (ae , 0) 
y (—ae, 0) tienen como directrices correspondientes las rectas cuyas 


ecuaciones son x = — 
e 


y x » - 


respectivamente. 
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Ejemplo 2. Hallar las coordenadas de los focos y las ecuaciones de las direc¬ 
trices correspondientes de la hiplrbola 3x a — y 2 » 12. 

Solucidn. Escribiendo la ecuacion en la forma ordinaria, 

.£? _ j/1« i 
4 12 

vemos que a 2 = 4 y £> 2 = 12. Por tanto, c 3 — a 3 + b 2 « 16, y la excentrici- 

dad f » - * 2, Entonces, por el teorema 5 anterior, la ecuacion de la 

a 2 


Y 



directriz correspondiente al foco (4, 0) es x — — , o sea. x 

e 

cion de la directriz correspondiente al otro foco (— 4, 0) es x 
x « — 1 (fig. 105) . 


1 , y la ecua- 

— o sea, 
e 


EJERCICIOS. Grupo 35 


En cada uno de los ejercicios 1-5, hallar la ecuacion de la conica respectiva a 
partir de los datos dados. 

1 . Foco (0, 0) ; directriz: x + 2y + 2 = 0; excentricidad = 1. 

V"5 


2 ) ; directriz: x — 2y ~ 0; excentricidad * . 


2 . Foco (1, 

3. Foco (— 1, — 1) ; directriz: 4x + 3g = 12; excentricidad — 5. 

4. Foco (3, 3) ; directriz: x + 3y ** 3; excentricidad * 2. 

5. Foco (1, — 3) ; directriz: 3x + y — 3 « 0; excentricidad 


Vio 


UhiTvinn> — 16 . 
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6. Demostrar que cualquier punto cuyas coordenadas satisfacen la ecua- 
cion (2) es un punto quc satisface la condicion geometrica (1) del Articulo 75. 

7. Hallar las coordenadas del vertice de la parabola del ejercicio 1. 

8. Hallar las coordenadas del centro de la elipse del ejemplo 1, Articulo 75. 

9. Demostrar que la ecuacion (7) del Articulo 75 se deduce de la ecuaci6n 
(6) del mismo articulo. 


10. En la ecuacion (7) del Articulo 75, demostrar que si k = — el deno- 

e 

2 \ j j / l \ 2 

minador -- ~ y es igual a a 2 y el denominador -L_^— es igual a b 2 . 

(1 — e 2 ) 2 1 — e 2 

11 . Demostrar que el punto (— ae, 0) y la recta x — — — son un foco y 

e 

una directriz correspondientes de la elipse b 2 x 2 + a 2 y 2 = a 2 6 2 . 


En cada uno de los ejercicios 12-16, hallar las coordenadas de los focos y las 
ecuaciones de las directrices correspondientes de la c6nica cuya ecuacion se da. 
Dibujar una figura para cada ejercicio. 

12. 5x 2 + 9y 2 = 45. 14. 5 jc 2 + y 2 = 5. 

13. 16x 2 - 9y 2 - 144. 15. 2y 2 - 7x 2 = 14. 

10. 9jc 2 + 25y 2 - 18* - 50y - 191 - 0. 

17. Demostrar el teorema 5 del Articulo 75 para la hiperbola. 

18. Por medio del teorema 5, Articulo 75. resolver el ejercicio 20 del gru- 
po 27. Articulo 61, y el ejercicio 22 del grupo 30, Articulo 65. 

191. Para la elipse a 2 x 2 + b 2 y 2 = a 2 b 2 , demostrar el teorema correspon- 
diente al teorema 5 del Articulo 75. 

20. Para la hiperbola a 2 x 2 — b 2 y 2 — a 2 b 2 , demostrar el teorema corres- 
pondiente al teorema 5 del Articulo 75. 


76. Tangente a la cdnica general. La determinaci6n de las ecua¬ 
ciones de las tangentes a las cdnicas se facilita considerablemente por 
el uso de la ecuacidn de la tangente a la cdnica general, 

Ax 2 + Bxy + (V + Dx + Ey + F = 0, 

en un punto de contacto dado, tal como lo establece el teorema 6 . 
La demostracidn de este teorema se apoya en la aplicacion de la condi- 
cidn para tangencia (Art. 44) y, por tanto, se deja al estudiante 
como ejercicio. 

Teorema 6. La ecuacion de la tangente a la cdnica general 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0, (1) 

en cualquier punto de contacto dado Pi(xi, yi), es 

Axix + y(xiy + yix)+Cyiy+y (x + xi) + y(y+yi)+F = 0. (2) 
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NOTAS. 1. Si las variables en la ecuacion (1) se escriben en la forma: 


x 2 = xx t xy 


xy + yx 2 
2 * y 


yy> x 


X + X = y + y 
2 ' y 2 ' 


y el subindice 1 es colocado a una variable en cada termino, se obtiene inmedia- 
tamente 1? ecuacion (2) . Este metodo para recordar la ecuacion de la tangente 
es muy util, pero el estudiante debe observar que, segun todo lo dtmostrado, se 
aplica solamente a las ecuaciones de segundo grade con dos variables. 

2 . El teorema 6 puede usarse aun cuando no se conozca el punto de contacto. 
Esto se ilustra en el siguiente ejemplo. 

Ejemplo. Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas desde el punto 
(4, 1) a la conica 

2x 2 — xy + y 2 + x — 3y + 2 = 0. (3) 


Soluci6n. Sean (*i, t/i) las coordenadas de uno de los dos puntos de con¬ 
tacto. Entonces, por la nota 1 del teorema 6 anterior, la ecuacion de la tan¬ 
gente en este punto de contacto es 

2xix — Vi (*iy + yi x)+ yiy + H (x + *i) - J4 (y + y i) + 2 “ 0. (4) 

Como el punto (4, 1) debe estar sobre esta tangente, sus coordenadas deben 
satisfacer esta ultima ecuacion, y tenemos 

8 *i - Vi (xi + 4y 1 )-fy 1 -f^ (4 + *i) - y 2 (1 + yi) + 2 = 0, 

la cual se simplifica y se reduce a 


16*! — 5y i + 5 =*0. 


(5) 


Las coordenadas (* If yi) del punto de contacto satisfacen la ecuacion (3) , 
y tenemos 

2 *i 2 — x\y\ + yi 2 + xi — 3y t +2 = 0. (6) 


Las soluciones comunes de las ecuaciones (5) y (6) son *i =0, yi = 1. y 


*i : 


40_ 

113’ 
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y t = j-j-i-. Por tanto, los puntos de contacto son (0, 1) y 


/ 40 24J_\ 

\113* 1J3A 


Las ecuaciones de las tangentes que se buscan pueden obtenerse como ecuaciones 
de las rectas que pasan por dos puntos: el punto (4, 1) y cada punto de con¬ 
tacto, o tambien sustituyendo las coordenadas de cada uno de los puntos de 
contacto en la ecuacion (4). Por cualquiera de los dos metodos obtenemos 
y — 1=0 y 32* + 103 y — 231 = 0 para las ecuaciones buscadas. 

El estudiante debe trazar la figura correspondiente a este ejemplo. 


77. Sistemas de conicas. En la ecuacion general de las cdnicas, 

Ax 2 + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F = 0 , (1) 

los coeficientes representan seis constantes arbitrarias que , sin embar- 
go, no son independientes, porque uno cuando menos de los tres 
coeficientes A , B y C es diferente de cero , y, si dividimos la ecua- 
cidn (1) por uno de estos coeficientes diferentes de cero vernos que 
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solamente hay cinco constantes arbitrarias o parametros independien¬ 
tes. Por tanto, la ecuacidn de una cdnica esta perfectamente deter- 
minada por cinco condiciones independientes, como maximo. Por 
ejemplo, ana cdnica estd determinada si se conocen las coordenadas 
de cinco cualesquiera de sus puntos. Para una pardbola, sin embargo , 
sdlo se requieren cuatro condiciones, pues en este caso los coeficientes 
de la ecuacidn (1) satisfacen la relation B 2 — 4AC = 0. Para deter- 
minar la ecuacidn de una cdnica que pasa por un grupo de cinco puntos 
dados , basta sustituir las coordenadas de cada uno de estos puntos en 
la ecuacidn (1) y resolver el sistema resultante de cinco ecuaciones, 
para cinco cualesquiera de los coeficientes, en tdrminos del sexto coefi- 
ciente, siempre que este dltimo coeficiente sea diferente de cero. 

Si una ecuacidn algebraica de segundo grado con dos variables con* 
tiene una o mds constantes arbitrarias o pardmetros independientes, 
representa , en general, una familia o sistema de cdnicas. Hemos dis- 
cutido anteriormente los sistemas de rectas (Art. 36) y los sistemas 
de circuDferencias (Art. 42) ; por tanto, los principios bdsicos de los 
sistemas de curvas son ya familiares al lector. Por ejemplo, la 
ecuacidn 

x 2 — 2 zy + ky 2 + 2x — y + 1 = 0 (2) 

representa una familia de curvas de un pardmetro . La ecuacidn de 
cualquier elemento de esta familia puede obtenerse especificando o 
determinando un valor particular para k. Asi, la ecuacidn (2) repre¬ 
senta una pardbola si k = 1, elipses si k > 1 e hipdrbolas si k < 1. 

Una familia de cdnicas interesante es el sistema formado por las 
conicas que pasan por las intersecciones de dos cdnicas dadas. Si u y v 
son las funciones de segundo grado en las dos variables x y y , enton- 
ces las dos cdnicas dadas pueden representarse por las ecuaciones 

M “ 0 , (3) 

t> = 0. (4) 

Si las cdnicas (3) y (4) se cortan , las coordenadas de cualquiera de 
los puntos de interseccidn satisfacen ambas ecuaciones (3) y (4) y, 
por tanto , satisfacen tambidn a la ecuacidn 

u + fct; = 0 (5) 

para todos los valores del pardmetro k (ver el Artlculo 42). En con- 

secuencia, la ecuacidn (5) representa una familia de curvas que pasan 
por las intersecciones de las cdnicas (3) y (4). Como k es una cons- 
tante, el grado de la ecuacidn (5) no puede ser mayor que 2, y, en 
general, la ecuacidn representard, por lo tanto, un sistema de cdnicas. 
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Pero, para algun valor de k , el elemento correspondiente de la tami- 
lia (5) puede ser una recta; ya vimos un ejemplo de esto al estudiar 
el eje radical (Art. 43). 

Ejemplo. Hallar la ecuaci6n de la c6nica que pasa por el punto (2. — 1) 
y los puntos de intersecd6n de las c6nicas x 2 + 2xy — 2y 5 + 2x '+ y + 1 ™ 0 y 
lx- + xy + V* — ^x + 3y — 4 =* 0. 

Solucidn. La ecuacidn de la familia de curvas que pasan por los puntos de 
interseccion de las conicas dadas son 

Jf a + 2xy — 2y 2 + 2x + y + 1 + k (2x 2 + xy + y 2 — 5x + 3y — 4) - 0. (6) 

Si una de las curvas de la familia (6) pasa por el punto (2, — I) * las coorde- 
nadas de ese punto deben satisfacer la ecuacion (6) , y tenemos 

4 — 4 — 2+4 — l + l + ft(8 — 2 + 1 — 10 — 3 — 4) =« 0, 

de donde, 2 -f k (— 10) *= 0 y k = }i. Sustituyendo este valor de k en (6), 
obtenemos 

7x 2 + Uxy - V + 5* + 8y + 1 ~ Q 

como ecuacion de la conica buscada. 

El estudiante debe dibujar una figura para este ejemplo. 


Consideraremos ahora el caso importante de las cdnicas homofocales , 
es decir, aquellas que tienen el mismo foco . Un sistema tal, para 
odnicas centrales, se representa convenientemente por la ecuacidn 


a 2 + k b 2 + k 9 


(7) 


en donde k es el par&metro. En la discusidn que sigue, considerare¬ 
mos a > b. Evidentemente , k no puede tomar ninguno de los valo- 
res — a 2 o — b % o cualquier otro valor menor que — a 2 . 

Para todos los valores de k > — b 2 , la ecuacidn (7) representa 
elipses. Para cada el ipse, la distancia del centra a uno de sus focos 
esta dada por 

c = V (a 2 + k) -$« + *) - V a 2 - 6 2 . 


(/omo c es una constante independiente del valor de k , todas las 
elipses tienen los mismos focos (± V a d — b 2 , 0) . 

Para todos los valores de k tales que — a 2 < h < — b 2 , la ecua- 
ei6n (7) representa hipdrbolas. En este caso, el primer denominador 
en-el primer miembro de (7) es positivo y el segundo denominador es 
negativo ; por tanto, la ecuacidn puede escribirse en la forma 

V % , 

-V-t 


a* + Jc 


i 
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Entonces, para cada hiperbola, la distancia del centro a uno de sus 
focos est4 dada por 

c = V (a 2 + k) + (- b 2 - k) = V a 2 — 6 2 . 


Luego todas las hip^rbolas tienen los mismos focos, y estos focos son 
id&iticos a los de las elipses. Hemos demostrado entonces que, para 
todos los valores admisibles de k la ecuacion (7) representa un sistema 
de elipses e hip^rbolas homofocales. En la figura 106 aparecen varios 
elementos de este sistema , siendo los focos los puntos F y F f . Como 
todas estas cdnicas tienen un eje focal comun y un eje normal co¬ 
mun , se dice que son coaxiales. 

X Sea Pi (XI , y i) un punto cual- 

quiera no contenido en ninguno de 
los ejes coordenados. Si una c<5- 
nica del sistema (7) pasa por Pi, 
sus coordenadas (xi, y \) deben 
satisfacer a la ecuacidn (7), y 
X tenemos 

si 2 , Vi 7 _ , 
a* + h'b 2 +lc~' 

que puede escribirse en la forma 

Jfc* + (a 2 + b 2 - xv - yi 2 )k + a 2 b 2 

inA b 2 X\ 2 — q} y\ 2 = 0. (8) 

Fig. 106 

Para a >6, puede demostrarse 
que las ralces de esta ecuacidn cuadratica en k son reales y desiguales, 
estando comprendida una entre — a 2 y — b 2 , y siendo la otra mayor 
que — t> 2 . (Ver los ejercicios 23-25 del grupo 36 siguiente.) Pero 
para la primera raiz el sistema (7) produce una hiperbola, y para la 
segunda raiz, una elipse, Por tanto , tenemos el siguiente resultado : 



Por un punto cualquiera, no contenido en uno de los ejes coordenados , 
pasan una hiperbola y una elipse del sistema (7) de conicas homofocales. 

Tracemos los radios vectores de Pi ; son los mismos para ambas, 
la hiperbola y la elipse, ya que estas cdnicas son homofocales. Sea 
Pi T la bisectriz del angulo FP\F f formado por los radios vectores 
de Pi. Entonces, por el toorcma 6 del Artfculo 63 , Pi T es normal a 
la elipse en Pi . y por el tqorcma 7 del Articulo 70, .Pi T es tangente 
a la hiperbola en Pi. Por tanto, la elipse y la hiperbola se cortan 
ortogonalmentc en Pi. Corno Pi representa un punto cualquiera no 
contenido en un eje coord on ado, tenemos el siguiente resultado : 
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La familia de elipses y la familia de hip&rbolas del sistema (7) de 
conicas homofocales son trayectorias ortogonales entre si. 

Debido a esfca propiedad, se dice que una familia de cdnicas cen¬ 
trales homofocales es auto-ortogonal . Un ejemplo de una familia auto- 
ortogonal de parabolas es el sistema de dichas curvas que tienen un 
foco comun y un eje comun. Tal sistema puede representarse conve- 
nientemente por la ecuacidn 

y* = 4k(x+k) t (9) 

en la que el parametro h puede tomar todos los valores reales excepto 
cero. Las parabolas del sistema (9) tienen un foco comun en el origen, 
y el eje X como eje comun ; se abren hacia la derecha o hacia la 
izquierda segun que k > 0 o k < 0. Las parabolas que se abren en di- 
recciones opuestas se cortan ortogonalmente. (Ver los ejercicios 28-30 
del grupo 36 siguiente.) 

EJERCICIOS. Grupo 36 

Los ejercicios 1-6 deben resolverse usando el teorema 6 del Articulo 76. 
Dibujar una figura para cada ejercicio. 

X. Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a la cdnica 
x 2 — 2xy + tj 2 + 4x — y — 3 « 0 

en el punto (1, 2) . 

2. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la cdnica 

x 2 — xy + y~ + — 2y — 1 - 0, 

de pendiente 3. 

3. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la cdnica 

x 2 — 2xy + y 2 + 2x — 6 ~ 0, 
trazadas por el punto (— 3, — 7) . 

4. Para el punto (1, 1) de la conica x 7 -f* 2xy + y 7 -{-2x — 6y — 0- ballar 
las ecuaciones de la tangente y de la normal, y las longitudes de la tangente, 
normal, subtangente y subnormal. 

5. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la cdnica 3xy — 2x-hy — 1=0 
que son perpendiculares a la recta 2x — 2y -p 7 = 0. 

6 . Hallar el angulo agudo de interseccion de la recta 2x — y — 1 ■ 0 y la 
cdnica x 2 — -b 4y 2 -b 2y — 2x — 1 = 0 en cada uno de sus puntos de intcr- 
seccion. 

7. Demostrar el teorema 6 del Articulo 76. 

8 . Demostrar que los resultados del ejercicio 10 del grupo 18 (Art. 45), 
teorema 4, Articulo 57; teorema 4, Articulo 63, y teorema 5, Articulo 70, 
pueden obtenerse como corolarios del teorema 6, Articulo 76. 
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9. Hallar la ecuacion de la tangente a ]a circunferencia 
x* + y 2 + Dx + Ey + F = 0 
en el punto de contacto Pi (xi, yi). 

10, Por tres metodos diferentes, hallar la ecuacion dc la tangente a la 
circunferencia x 2 4 y 3 — 4x — 6y — 12 = 0 en el punto (5, 7) . 

11. Suponiendo que k es una constante diferente dc cero, demostrar que el 
triangulo formado por los cjes coordenados y cualquier tangente a la hiperbola 
equilatera xy = k tiene un area constante. (Ver el ejercicio 20 del grupo 33, 
Articulo 70.) 

12. Si a es una constante diferente de cero, demostrar que la suma «lgebrai- 
ca de los segmentos que una tangente cualquiera a la cdnica 

x 2 - Ixy + y 2 - lax - 2oy 4 a 2 = 0 

dctermina sobre los ejes coordenados es igual a a. 

13, La ecuacidn de una familia de cdnicas es 

x 2 + xy — y 2 + ax + by + 5 =* 0. 

Hallar la ecuacion del elemento dc la familia que pasa por los dos puntos (1, 2) 



14, Hallar la ecuacion de la conica que pasa por los cinco puntos (— 1, 6) , 
(2, 5), (3, 4), (4, 1) y (- 5, 4). 

16, Hallar la ecuacion de la parabola que pasa por los cuatro puntos (1, 0) , 

(-f(f 

16. Hallar la ecuacion de la c6nica que pasa por los cinco puntos (1, 1) , 
(2, 0), (-1, ly (0, 0) y (2. - 1). 

17. Sobre el mismo sistema de ejes coordenados, tracense cinco elementos de 
la familia de conicas representada por la ecuacidn (2) del Articulo 77, asignan- 
do al parametro k los valores — 1, 0, 1, 2, 3. 

18. Hallar la ecuacidn de la conica que pasa por el punto (— 2, 3) y por 
las intersecciones de la3 conicas 

x 2 4 Ixy 4 y 2 - lx 4 3y 4 1 - 0 y 3xy 4 2x - y - 2 - 0. 

19. Hailar la ecuacion de la conica qaie pasa por el punto (4, — 2) y por 
las intersecciones de las conicas 

x 2 4 xy + y 2 + x — 3y — 1 = 0 y 2x 2 — xy — 2x 4 y =0. 

20. Escribir la ecuacion de la familia de curvas que pasan por las intersec¬ 
ciones de la circunferencia 2x 2 4 2y 2 = 5 y la elipse x 2 4 3y 2 * 5. Demostrar 
tjue, cuando el parametro es igual a — 1, el elemento 4e esta familia consiste en 
4os «ctas que se cortan. 

21. Hallar las ecuaciones de las paxaholas que pasan por.las intersecciones 
de las cdnicas 4x 2 -by 2 — 4*0 y xy 4 3x 4 Sy + 3=0. ^Sxigestion. Cal- 
culese el valor del parametro usando la relacldn — 4 AC * 0. 

22. Hallar las ecuaciones de las parabolas que pasan por la3 intersecciones de 

las cdnicas 2xy 4 2y* 4 3x — y — 1 6 y x 3 — xy 4 2y 3 4* + W“3“0. 
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23. Demostrar que las raices de la ecuacion (8) , Articulo 77, son realcs y 
desiguales demostrando que su discriminante puede escribirse en la forma de la 
cantidad positiva 

(a 2 - b 2 — xi 2 + yi 2 ) 2 + 4^i 2 yi 2 . 

24. Demostrar que una raiz de la ecuacion (8). Articulo 77, esta ccmpren- 
dida entre “a 2 y — b 2 demostrando que el primer miembro de la ecuacion es 
igual a la cantidad positiva (a 2 — b*)x\ 2 , a > b, xi ^ o, para k = — a 2 , y 
que es igual a la cantidad negativa {b 2 — a 2 ) yC, a > b, yi ^ o, para k igual 
a - b 2 . 

25. Demostrar que si se toma suficientemente grande la cantidad positiva 
entonces, para k = — 6 2 + X, el primer miembro de la ecuacion (8) , Articulo 77, 
tiene un valor positivo y, por tanto, que en vista del ejercicic 24, la ecuacion 
(8) tiene una raiz comprendida entre — b 2 y — b 2 + K, 

26. Discutir el sistema de conicas representado por la ecuacion 

- .** -i- -y— = 1. 

9 + k 1 5 + k 

Utilizando los mismos ejes coordenados, dibujar los seis elementos de este sis¬ 
tema correspondientes a los valores de k “ 0, 7, 16, — 8, — 7, — 6. 

27. Hallar las ecuaciones de las dos conicas del sistema del ejercicio 26 que 
pasan por el punto (2, 3). 

28. Discutir el sistema representado por la ecuacion (9) del Articulo 77. 
Sobre unos mismos ejes coordenados, dibujar los seis elementos de este sistema 
correspondientes a los valores de k = 1, 2, 3, “1, — 2, — 3, 

29. Demostrar que por cualquier punto no contenido en el eje X, pasan 
precisamente dos parabolas del sistema (9) del Articulo 77, abriendose una d* 
el 1 as hacia la derecha y la otra hacia la izquierda. 

30. Demostrar que la familia de parabolas homofocales y coaxiales del sis¬ 
tema (9) del Articulo 77 es auto-ortogonal. Su^est/on. Usese el teorema 7, 
Articulo 59. 


75, Secciones planas de un cono circular recto. El nombre de 
secciones conicas con que se designa a la par&bola, elipse e hip^rbola 
tienen sunrigen en el hecho de que estas curvas se obtuvieron porpri- 
mera vez como secciones planas de un cono circular recto. 

Consideremos un cono circular recto de v6rtice V , cortado por un 
piano ji que no pase por V , tal como se indica en la figura 107. 
Sean Sy S / dos esferas inscritas en el cono y tangentes a jt en los 
puntos F y F t , respectivamente. Sean jti y m los pianos respecti- 
vos de los circulos de contacto de las esferas S y S 7 y el cono; estos 
pianos son perpendiculares al eje del cono. Scan l y V , respectiva¬ 
mente , las intersecciones de ft con fti y ft*. Vamos a demostrar 
que Cj curva de interseccidn de ft y el conOj es una seccidn conica 
que tiene a F y F* por focos y a 1 y V , respectivamente ^ como 
directrices correspondientes. 
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Sea P uu punto cualquiera de C. Tracemos PA, perpendicular 
a l , y la generatnz VP del cono que toca a los circulos de contacto 
de S y S' en los puntos B y 2?', respectivamente. Como PF y 
PB son tangentes a S , tenemos 

\pb\ = \pf\. ( 1 ) 

Sea a el angulo formado por jt y jti. Este es tambien el angulo 
que forma el piano jti y la recta PA y el mismo angulo formado 
por jti y la recta trazada desde cualquier panto de C perpendicular 



Fi*. 107 




a l . Por P tracemos una perpendicular PN a Jti. Tracemos tarn- 
bi6n el segmento AN en jti. Esto nos da el triangulo rectangulo PAN 
indicado en la seccion vertical de la derecha en la figura 107. Por 
tanto, 


PN I = | PA | sen a. 


( 2 ) 


Sea (3 el angulo formado por jti y cualquier generatriz del cono. 
Este angulo es constante para un cono circular recto dado. Tracemos 
el segmento BN en m. Esto nos da el triangulo rectangulo PNB 
indicado on la seccion vertical de la izquierda de la figura 107. Por 
tanto , 

I PN = | PB | sen P. (3) 
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De (1), (2) y (3), tenemos 

| PF | _ sen a ^. 

| RA | sen P ’ 

Para cada piano secante jt, el angulo a es constante; tambien el 
angulo P, como acabamos de ver, es constante. Por tan to , el segundo 
miembro de (4) es una constante positiva quo puede designarse por e, 
de manera que 

\pf \ = 

| PA I 


Pero esta relation es, precisamente, la condition geom£trica (1) del 
Articulo 75 de la definicidn general de conica. Por tanto, C es una 




( b ) Elipse 
Fig* 108 



(c) Hiperbola 


cdnica que tiene el foco F y la directriz correspondiente l. An&loga- 
mente, podemos demostrar que F / y V son, respectivamente, un 
foco y una directriz correspondientes de C. 

El angulo (3 es una constante para un cono dado, pero el angulo a 
varia a medida que el piano secante n; toma diferentes posiciones. 
Si a — P , la ecuacidn (4) muestra que e = 1 , y la seccion es una 
parabola ; en este caso, el piano jt es paralelo a una generatriz del 
cono y , por tanto , corta solamente una hoja de la superficie conica , 
como se indica en la figura 108 (a). Si a < P , la ecuacidn (4) indica 
que e < 1, y la seccion es una elipse ; en este caso , el piano jt corta 
todas las generatrices de la superficie del cono, como se ve en la figu¬ 
ra 108 (6). En particular, si a = 0, el piano jt es perpendicular al 
eje del cono, y la seccidn es una circunferencia. Finalmente, si a > p , 
la ccuacion (4) indica que e > 1, y la seccion es una hiperbola; en 


236 


GEOMETRIA ANALITICA PLANA 


este caso, el piano corta a las dos hojas o ramas de la superficie 
conica , como se ve en la figura 108 (o). 

Podemos anotar aqui tambi^n algunos de los casos limite de las 
secciones conicas. A si, considerernos el caso en que el piano secante n 
pasa por el v^rtice V del cono. Si a < P , el piano n no corta a nin- 
guna generatriz del cono, y tenernos un solo punto, el v^rtice F. 
Si a = p , el piano it os tangente a la superficie a lo largo de una 
generatriz del cono, y tenemos una sola recta. Si a > (3, cl piano 
pasa por dos generatrices distintas del cono, y tenemos como seccidn 
un par de rectas que se cortan en cl vdrtice. 



CAPITULO X 


COORDENADAS POLARES 


79. Introduccidn. Hasta este punto , en nuestro estudio de pro- 
piedades geombtricas por mbtodos anabticos, hemos utilizado un solo 
sistema de coordenadas. Ahora vamos a introdueir y emplear otro sis- 
tema conocido como sistema de coordenadas polares. En vista de la 
utilidad demostrada del sistema de coordenadas cartesianas rectangu- 
lares, el lector puede pensar que no hay necesidad de considerar otro 
sistema. Pero veremos, sin embargo , que para ciertas curvas y tipos 
de lugares geombtricos el uso de coordenadas polares presenta algunas 
ventajas sobre las coordenadas rectangulares. 

80. Sistema de coordenadas polares. Por medio de un sistema de 
coordenadas en un piano, es posible 
localizar cualquier punto del piano. 

En el sistema rectangular esto se efec- 
ttia refiriendo el punto a dos recta* 
fijas perpendiculares llamadas ejes de 
coordenadas (Art. 4). En el sistema 
polar, un punto se locaiiza especifi- 
cando su posicibn relativa con respecto 
a una recta fija y a un punto fijo de esa 
recta. La recta fija se llama eje polar; 
el punto fijo se llama polo. Sea (figu- 
ra 109) la recta horizontal OA el eje 
polar y el punto 0 el polo. Sea P un 
punto cualquiera en el piano coorde- 
nado. Tracemos el segmento OP y designemos su longitud por r. 
Llamemos 6 al dngulo AOP . Evidentemente, la posicibn del pun¬ 
to P con relacion al eje polar y al polo es determinada cuando se 
conocen r y 6 . Estas dos cantidades se llaman las coordenadas polares 
del punto P ; en particular, r se llama radio vector y 6 dngulo polar , 
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angulo vectorial o argumento de P. Las coordenadas polares de un 
punto se indican dentro de un par6ntesis, escribi£ndose primero el 
radio vector. Asi, las coordenadas de P se escriben (r, 8 ). La linea 
recta que pasa por el polo y es perpendicular al eje polar se llama el 

eje a 90 °. 

El angulo polar 0 se mide como en Trigonometria considerando el 
eje polar como lado initial y el radio vector como lado final del angulo 
(Apendice IC, 1), es decir, partiendo del eje polar hacia el radio 
vector; se considera positivo o negativo segtin que el sentido seguido 
sea opuesto al de las manecillas de un reloj o el mismo. Algunos auto- 
res , siguiendo los convenios hechos en Trigonometria , consideran que 
el radio vector nunca debe ser considerado como negativo ; otros auto- 
res, en cambio, admiten que el radio vector puede tomar todos los 
valores reales. Nosotros seguiremos este tiltimo convenio. Segtin esto, 
si un punto tiene un radio vector negativo, se mide primero el dngulo 
polar de la manera ordinaria , y despu^s se toma el radio vector en la 
prolongacidn del lado final. Asl, un punto P', de coordenadas 
(— r , 0 ), se localiza como se indica en la figura 109. 

Es evidente que un par de coordenadas polares (r, 0 ) determina 
uno y solamente un punto en el piano coordenado. El reclproco, en 
cambio, no es verdadero, porque un punto P determinado por las 
coordenadas (r, 6) esta tambitii determinada por cualquiera de los 
pares de coordenadas representadas por (r, 0 + 2j in), en donde n 
esta dado en radianes y n es un entero cualquiera. El punto P puede 
determinate tambitii por cualquiera de los pares de coordenadas 
representados por (— r, 6 + jcn), en donde n es un entero impar 
cualquiera. Mientras el sistema rectangular establece una correspon- 
dencia biunivoca entre cada punto del piano y un par de niimeros 
reales, esta correspondencia no es tinica en el sistema polar, porque 
un punto puede estar representado por uno cualquiera de un ntimero 
infinito de pares de coordeiradas polares. Es esta carencia de recipro- 
cidad unica en el sistema polar la que nos conduce , en algunos casos , 
a resultados que difieren de los obtenidos en el sistema rectangular. 

Para la mayor parte de nuestros propbsitos, un par de coordenadas 
polares es suficiente para cualquier punto en el piano. Como nuestra 
capacidad de selection en este respecto es ilimitada, convendremos, a 
menos que se especifique lo contrario, en tomar el radio vector r de 
un punto particular como positivo y su angulo polar 6 comprendido 
entre cero y el angulo positivo m&s pequeno menor que 360° , de 
manera que la variation de los valores de 6 esta dada por 


0° < 0 < 360°. 
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A tal par lo llamaremos par principal de coordenadas polares del 
punto. 

El angulo polar puede expresarse en grados o radianes, pero el 
lector debe observar que los Angulos expresados en radianes vienen 
dados por numeros abstractos (Ap£ndice IC ; 4). Asi, un angulo 

polar de significa radianes, o sea , 90° ; el dngulo polar 2 sig- 

nifica 2 radianes, que equivalen a 114° 35,5' (aproximadamente). 

El trazo de puntos en el sistema polar se facilita considerablemente 
usando papel coordenado polar, que consiste en una serie de circunfe- 



Fig. 110 

rencias conc^ntricas y rectas concurrents. Las circunferencias tienen 
su centro comun en el polo, y sus radios son multiplos enteros del 
radio mas pequeno tornado como unidad de medida. Todas las rectas 
pasan por el polo , y los angulos formados por cada par de rectas 
consecutivas son iguales < Un ejemplo de este papel estd representado 
en la figura 110 en donde se han trazado los puntos 

Pi (6, 2), P,(-7,75°) y P 4 ^5, 

Las coordenadas del polo 0 pueden representarse por (0, 8 ), en 
donde 6 es un Angulo cualquiera. 

81. Pasa fc de coordenadas polares a rectangulares y viceversa. Las 

coordenadas rectangulares (x, y) de cualquier punto de un piano 
implican solamente dos variables, x y y. Por tanto, la ecuacidn de 
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cualquier lugar geomdtrico en un sistema de coordenadas rectangulares 
en un piano , contiene una o ambas de estas variables, pero no otras. 
Por esto es apropiado llamar a una ecuacion de esta clase la ecuacion 
rectangular del lugar geomdtrico. 

Las coordenadas polares (r, 0) de cualquier pun to de un piano 
implican solamente dos variables, r y 6 , de manera que la ecuacidn 
de cualquier lugar geomdtrico en el piano coordenado polar contiene 
una o ambas variables, pero no otras. Tal ecuacidn se llama, de 
acuerdo con esto, la ecuacidn polar del lugar geomdtrico. As!, la 

ecuacidn 6 = — y r = 4 cos 6 son las ecuaciones polares de dos luga- 


res geomdtricos pianos. 

Para un lugar geomdtrico determinado , conviene, frecuentemente , 
saber transformar la ecuacidn polar en la ecuacidn rectangular, y 

recfprocamente. Para efectuar tal 
transformacidn debemos conocer las 
relaciones que existen entre las co¬ 
ordenadas rectangulares y las coor¬ 
denadas polares de cualquier punto 
X,A del lugar geomdtrico. Se obtienen 
relaciones particularmente simples 
cuando el polo y el eje polar del sis¬ 
tema polar se hacen coincidir, res- 
pectivamente, con el origen y la 
Fig. ni parte positiva del eje X del sistema 

rectangular, tal como se indica en 
la figura 111. Sea P un punto cualquiera que tenga por coordenadas 
rectangulares (x, y) y por coordenadas polares (r, 0) , Entonces, 
de la figura 111, se deducen inmediatamente las relaciones 



x = r cos 6 , (1) 

y = r sen 6 , (2) 

x 2 + y* = r 2 , (3) 

0 = arc tg ~ j (4) 

x 


r - ± V x* + jr , 


sen 6 


% 

V a? + y 2 ’ 

x 

V x a + 


(5) 

( 6 ) 


C06 B = ± 


(7) 
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Consideremos primero el paso de una ecuacidn rectangular a su 
forma polar. La ecuacidn dada contiene como maximo las dos varia¬ 
bles x y y . Por tanto, si sustituimos la x y la y por sus valores 
dados por las ecuaciones (1) y (2), respectivamente, obtenemos la 
ecuacidn polar directamente, aunque no siempre en su forma a \&s 
simple. La ecuacidn (3) puede usarse algunas veces ventajosamente 
en esta transformacidn. 

Veamos ahora la transformacidn de una ecuacidn polar a su forma 
rectangular. La ecuacidn dada contiene como maximo las dos varia¬ 
bles ryQ. Podemos usar, adem&s de las fdrmulas (1), (2) y (3), 
las relaciones (4) y (5) que expresan a 6 y a r, respectivamente, 
en funcidn de x y y . Tambi£n , si la ecuacidn polar contiene algunas 
funciones trigonom^tricas de 6 , podemos expresar primero tales fun- 
ciones en funcidn de sen 6 y cos 6 , y entonces usar la fdrmulas 
(6)y(7). 

Un resumen de los resultados anteriores viene dado en el teorema 
siguiente : 

Teorema 1. Si el polo y el eje polar del sistema de coordenadas 
polares coincident respectivamente , con el origen y la parte positiva del 
eje X de un sistema de coordenadas rectangulares y el paso de uno a otro 
de estos dos sistemas puede efectuarse por medio de las siguientes fdrmu- 
las de transformacidn: 

x = r cos 6 , y = r sen 6 , x 2 + y 2 = r 2 , 6 = arc tg , 


r = ± V x 2 + y 2 , sen 6 = ± Vx , + y ,, cos d = ± v -qrp 


Ejemplo 1. Hallar las coordenadas rectangulares del punto P cuyas coor¬ 
denadas polares son (4, 120°) . 

SoluciGn. En este caso, r = 4 y 6 = 120°. Por tanto, por el teorema 1, 


y 


x ~ r cos 6 = 4 cos 120° * 4 y ^ = — 2 

VT 

y — r sen 6=4 sen 120° = 4 . —-— = 2 \/T, 


de manera que las coordenadas rectangulares de P son (—2, 2 y/ 3) . 

Ejemplo 2. Hallar un par de coordenadas polares del punto P cuyas coor¬ 
denadas rectangulares son (3, — 5) . 

SoluciGn. En este caso, x = 3 y y = — 5, Por tanto, por si teo/cma 1, 


y 


r = =*= >/ + y~ = ±\/9 + 25— =*= \/ 34 


arc tg 



Lehmann. — 16 . 
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Ahora tenemos un numero ilimitado de valores para 6 de donde tencmos que 
escoger uno. De acuerdo con lo dicho en el Articulo 80 para el par principal 
de coordenadas polares, tomaremos r como positivo y para 0 el angulo positi- 
vo mas pequeno, menor que 360°. Evidentemente, como se ve en la figura 112, 


Y 


- *X,A 

-6 


Fig. 112 ^ 

0 esta en el cuarto cuadrante; su valor es 300° 58'. Por tanto, el par principal 
de coordenadas polares de P es 

(Vl4, 300° 58'). 

Ejemplo 3. Hallar la ecuacion polai del lugar geometrico cuya ecuacion 
rectangular es 

x 2 + y 2 - 4x - 2y + 1 = 0. 

SoluciGn. Por el teorema 1 podemos reemplazar x 2 + y 2 por r 2 , x por 
r cos $, y y por r sen 6. Por tanto, la ecuacion polar buscada es 

r 2 — 4r cos 6 — 2r sen 6 + 1 =0. 



Ejemplo 4. 
cion polar es 


Hallar la ecuacion rectangular del lugar geometrico ciiya ecua- 

r = 2 

1 — cos $ 


SoluciOn. Antes de sustituir en la ecuacion dada, sera conveniente quitar 
denominadores. Entonces tenemos 

r — r cos 6 = 2. 

Sustituyendo r y r cos 0 por sus valores en funcion de x y y dados por el 
teorema 1, obtenemos 

± V x 2 + y 2 — x = 2. 

Si trasponemos — x, eievamos al cuadrado y simplificamos. obtenemos la ecua¬ 
cion rectangular de la parabola 


y i = 4x + 4. 



COORDENADAS POLARES 


243 


EJERCICIOS. Grupo 37 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

X. En un sistema polar trazar los siguientes puntos: 

Pid. 135°). 2. y), Ps(3. 75°). P«(-4, 

2. Trazar los siguientes puntos en coordenadas polares: 

p, ^5, P a (-2,210°), P 3 3, P« (3 y/~2, 135°) . 

3. Construir el triangulo cuyos vertices son 

Pi (5,60°) , P 2 (-2. y P s (-4. 150°). 

4. Para cada Uno de los puntos P\ y P 2 del ejercicio 1, hallar tres pares 
de coordenadas polares, 

5. Un cuadrado de lado 2a tiene su centro en el polo y dos de sus lados son 
paralelos al eje polar. Hallar el par principal de coordenadas polares de cada uno 
de sus cuatro vertices. 

6. Dos de los vertices de un triangulo equilatero son (0,73°) y (1, jx> . 
Hallar el par principal de coordenadas polares del tercer vertice. (Doscasos.) 

7. Un hexagono regular tiene su centro en el polo y dos lados paralelos al 
eje polar. Si la longitud de un lado es igual a dos unidades, hallar el par prin¬ 
cipal de coordenadas polares de cada uno de sus seis vertices. 

8. Un punto P se mueve de tal manera que para todos los valores de su 
angulo polar, su radio vector permanece constante e igual a 2. Identificar y 
trazax el lugar geometrico de P. 

9. Un punto P se mueve de tal manera que para todos los valores de sus 

radios vectores, su angulo polar permanece constante e igual a —. Identificar 

4 

y trazar el lugar geometrico de P. 

10. Hallar las coordenadas rectangulares de los cuatro puntos del ejercicio 2. 

11. Hallar el par principal de coordenadas polares de cada uno de los pun¬ 
tos cuyas coordenadas rectangulares son (—2, 3) y (3, — 2) . 

En cada uno de los ejercicios 12-20, pasar la ecuacion rectangular dada a su 
forma polar. 


12. 

x 2 + y 7 = 4. 

16. 

- y* 

= 4. 

13. 

5x — 4y + 3 = 0. 

17. 

+ y 2 

1 

KJ 

«C 

1 

O 

14. 

2x 2 + 2y 2 + 2x - 6y + 3 = 0. 

18. 

xy *= 2. 


15. 

2x — y = 0. 

19. 

x 2 _ 4y 

O 

II 

1 

20. 

x cos o) + y sen uo — p = 0. 





En cada uno de los ejercicios 21-30, pasar la ecuacion polar dada a su forma 
rectangular. 


21. r cos 0 — 2 = 0 

22. r - 4 sen 0. 


23. r — 9 cos 0. 

24. r — r cos 0 ■ 4. 
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26. r * n27. sen- 3 — 4r cos 8 0 = 0. 29. r = 2(l-cos0). 

L — cos 9 

26. r = - 1 -28. r = 2 sec J — . 30. r l = 4 cos 29. 

1 + 2 cos $ 2 

82. Trazado de curvas en coordenadas polares. Consideremos 
ahora el trazado de curvas dadas en ecuaciones polares, de la misma 
manera que !o hicimos para la construction de grAficas de ecuaciones 
rectangulares (Art. 19). Para nuestros fines, la construction de cur¬ 
vas en coordenadas polares constara de los seis pasos siguientes : 

1. Determination de las intersecciones con el eje polar y con el 
eje a 90°. 

2. Determination de la simetria de la curva con respecto al eje 
polar, al eje a 90° y al polo. 

3. Determination de la extension del lugar geomOtrico. 

4. CAlculo de las coordenadas de un numero suficiente de puntos 
para obtener una grdfica adecuada. 

5. Trazado de la grAfica. 

6. Transformation de la ecuacidn polar a rectangular. 

El lector debe observar, en particular, que la construction de 
curvas en coordenadas polares requiere ciertas precauciones que no se 
necesitan para las coordenadas rectangulares. Por ejemplo, un punto, 
en un sistema de coordenadas rectangulares, tiene un tfnico par de 
coordenadas, pero un punto, en coordenadas polares, tiene, como 
vimos (Art. 80), un ntimero infinito de pares de coordenadas. Puede 
ocurrir, entonces, que mientras un par de coordenadas polares de un 
punto P de un lugar geomOtrico puede satisfacer su ecuacidn, otro par 
de coordenadas no la verifica. Esto tiene lugar, por ejemplo, en la 
ecuaciOn r = aO , a t* 0, que representa una curva llamada espiral de 
Arquimedes. AdemAs, un lugar geomOtrico puede estar representado , 
algunas veces, por mAs de una ecuacidn polar. Asf, la circunferencia 
cuyo centro estA en el polo y cuyo radio es igual a a r puede represen- 
tarse por una de las dos ecuaciones r = a o r= —a. Las ecuaciones que 
representan el mismo lugargeomOtrico se llaman ecuaciones equivalents. 

1. Intersecciones . Las intersecciones con el eje polar, cuando 
existen , pueden obtenerse resolviendo la ecuacidn polar dada para r, 
cuando a 0 se le asignan sucesivamente los valores 0, =±= n , ± 2n, 
y, en general, el valor nx , en donde n es un entero cualquiera. 
AnAlogamente , si existen algunas intersecciones con el eje a 90° , pue- 

n 

den obtenerse asignando a 6 ios valores yjt, en donde n es un nu¬ 
mero impar cualquiera. Si existe un valor de 6 para el cual sea r = 0, 
la grAfica pasa por el polo. 
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2 . Simetria . Si la curva es simbtrica con respecto al eje polar, 
entonces (Art. 16) para cada punto P existe un punto P f , tambibn 
de la curva, tal que el segmento PP f es bisecado perpendiculannente 
por el eje polar, como se ve en 
la figura 113. Si M es el punto 
medio del segmento PP r , de los 
triangulos rect&ngulos OPM y 
OP f M se deduce que las coor- 
denadas de P f son (r, — 6) y 
(— r, jt — 6 ). Tenemos, pues, 
dos pruebas para simetria con 
respecto al eje polar, a saber, 
que la ecuacibn polar dada no 
varfe al reemplazar 0 por — 6 , P 

o al reemplazar 6 por Jt — 6 y Fi g . 113 

r por — r. Debemos, sin em¬ 
bargo , hacer una importante adicion a este enunciado. As!, una cir- 
eunferencia con centro en el polo y radio igual a a tiene por ecuacibn 
polar r = a . Esta ecuacibn no satisface la segunda prueba aunque su 
lugar geombtrico es, evidentemente, simbtrico con respecto al eje 
polar. Pero la segunda prueba cambia a la ecuacibn dada en r = — a , 
que, como hemos anotado antes, es una ecuacibn equivalente. Por 
tanto , diremos que la simetria con respecto al eje polar existe tambibn 
si las sustituciones indicadas cambian a la ecuacibn dada en una ecua - 
cibn equivalente. 

Se deja al estudiante, como ejercicio , el obtener las pruebas para 
simetria con respecto al eje a 90° y respecto el polo, que establece el 
siguiente 

Teorema 2. Las pruebas para averiguar la simetria del lugar geo - 
metrico de una ecuacidn polar estdn dadas en la siguiente tabla . 


Simetria con respecto al La ecuacion polar no se altera, o se transforma en 

una ecuacibn equivalente cuando 


Eje polar 


Eje a 90° 


a) se sustituye 6 por — 6 , o 

b) se sustituye 6 por Jt — 6 y r por — 


a) se sustituye 8 por ji — 8, o 

b ) se sustituye 8 por — 8 y r por — r. 

a) se sustituye 8 por ji + 8, o 

b) se sustituye r por — r. 
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3. Extensidn del lugar geomStrico. Para determinar la extensidn 
de la grdfica de un lugar geomStrico dado en coordenadas polares, 
primero se despeja r en funcidn de 6 , de modo que tenemos 

' ( 1 ) 

Si r es finito para todos los valores de 6 , se trata de una curva cerra¬ 
da. Si, en cambio, r se vuelve infinita para ciertos valores de 0 la 
grdfica no puede ser una curva cerrada. Para valores de 0 que 
hacen a r compleja no hay curva; tales valores de 0 constituyen 
intervalos excluidos del lugar geomStrico. Si la grdfica es una curva 
cerrada, es titil, frecuentemente, determinar los valores mdximo y 
mlnimo de r. 

4. Cdlculo de las coordenadas de algunos pantos. Asignando un 
valor particular a 6 , podemos obtener el valor o valores reales corres- 
pondientes de r , cuando existen , de la ecuaciSn ( 1 ) anterior. Para la 
mayorfa de nuestros fines, sera suficiente tomar valores de 6 a inter¬ 
valos de 30°. 

5. Construccion de la grdfica. Los puntos del lugar geomStrico 
pueden trazarse directamente a partir de los valores de las coordenadas 
obtenidas en el paso 4. Una curva continua que pase por los puntos 
localizados serd, por lo general, la grdfica buscada, Es importante 
ver si la grdfica concuerda con los resultados obtenidos en los pa- 
sos 1 , 2 y 3. 

6 . Transformacidn de la ecuacidn polar a su forma rectangular , 
Esta transformacidn puede efectuarse como se discutid en el Articu- 
lo 81. La forma rectangular se puede usar para comprobar la grdfica. 


EJemplo 1. Trazar la curva cuya ecuacion es 

r = 2(1 — cos 9) , (2) 


Solucldn. 1. Intersections *. De la ecuacidn (2) se deduce que para 
6 — 0°, es r = 0, y para fl = ji es r » 4, Ningunos valores nuevos de r se 
obtienen para 0 * — ji, =*= 2 etc. Por tanto, el polo esta sobre la curva, y 
la otra interseccion con el eje polar esta dada por el punto (4, jt) . 


Para 0 » — es r = 2; para 


de r se obtienen para 6 — ± A ji, =t 


- 7 " 


r = 2. Ningunos valores nuevos 
etc. Por tanto, las intersecciones 


con el eje a 90° son los puntos ^2, yj y ^2, 

2. Simetria, Si se sustituye $ por — 6, la ecuacion (2) no se altera, ya 
que cos ( — 6) = cos 9, Por tanto, la curva dada por la ecuacion (2) es sime- 
trica con respecto al eje polar. 

Aplicando las otras pruebas del teorema 2, el estudiante debe demostrar que 
el lugar geomStrico no es simltrico ni con respecto al eje a 90° ni con respecto 
al polo. 
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3. Extension. Como cl valor absoluto de cos 8 no cs nunca mayor quc 1 
para cualquier valor de 8. la ecuacion (2) muestra que r cs finite para todos los 
valores dc 8 y, por tanto, se trata de una cuva cerrada. El valor maximo de r 
se obtiene cuando 1 — cos 8 es un maximo, y esto ocurre cuando 9 ** «. Por 
tanto, el valor maximo de r es 4. Analogamcnte, se halla el valor minimo de r, 
que resulta ser 0 para 8 ** 0°, 

4. Calculo de las coordenadas de algunos pantos. Las coordenadas polares 
de algunos puntos de la curva puedfcn obtenerse, a partir de la ecuacion (2) , 
asignando valores a 9. Como la curva es simetrica con respecto al eje polar, no 
es necesario tomar valores de 8 mayores de 180°. En la tabla que damos a con- 
tinuacion figuran algunos valores correspondientes de r y 9. La tabla del 
Apendice IC, 5, es muy util para estos calculos. 


8 

cos 8 

1 — COS 0 

r 

0° 

1 

0 

0 

o 

O 

C'N 

0,866 

0,134 

0,268 

60° 

0,5 

0,5 

1 

90° 

0 

1 

2 

120° 

-0,5 

1,5 

3 

150° 

- 0,866 

1,866 

3,732 

180° 

- 1 

2 

4 



5. Tcazado de la curva. La curva que se busca es la representada en la 
figura 114, y se la conoce con el nombre de cardioide. 

6. Ecuacion rectangular. Si multiplicamos la ecuacidn (2) por r, obte- 
nemos 

r 2 = 2r — 2r cos 9, 

la cual, por el teorema 1, Articulo 81, se convierte en 

x 2 + g 2 = 2r — lx. 

Trasponiendo — 2x al primer miembro, y elevando al cuadrado, tenemos 
(x 2 + t/ 2 + 2x) 2 = 4r 2 , 

de donde 

(x 2 + y 2 -h 2x) 2 = 4 (x 2 -f- y 2 ) , 

que es la ecuacion rectangular buscada. 

El lector puede observar las ventajas que a veces tienen las coordenadas pola¬ 
res, comparando el trabajo que requiere el trazado de la cardioide a partir de so 
ecuacion polar y de su ecuacion rectangular. 

EJemplo 2. Trazar la curva cuya ecuacion es 


r 2 = 4 cos 28 . 


(3) 
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SoluciOn. 1, Intersecciones. Las intcrsecciones con el eje polar son los 

dos puntos 2, 0) y (± 2, ji) . Para 9 — n, en donde n es un numero 

impar cualquiera, r es complejo, y, aparentemente, no hay intersecciones con 

el eje a 90°. Pero, para 9 = i!, r = 0, de manera que el polo esta sobre la 

4 


curva. 


2. Simetria. La ecuacion (3) satisface todas las pruebas de simetria del 
ceorema 2. Por tanto, la curva es simetrica con respecto al eje polar, al eje a 90° 
y el polo. 

3. Extension. El valor maximo de cos 29 es 1. Por tanto, de la ecua¬ 
cion (3) , el valor maximo de r es 2, lo que nos dice que se trata de una curva 

cerrada. Cuando el angulo 29 esta comprendido entre ~ y cos 26 es ne- 


gativo y los valores de r son complejos. Luego, no hay curva entre las rectas 



4. Cdlculo de coordenadas. Las coordenadas de varios puntos pueden ob- 
tenerse, directamente, de la ecuacion (3). Teniendo en cuenta la simetria del 
lugar geometrico y el intervalo de variacion de los valores exduidos de 9, 
basta asignar a 9 solamente valores de 0° a 45°. Las coordenadas de algunos 
puntos figuran en la tabla siguiente. 



9 

cos 20 

r = ^ 2 V cos 20 

0 ° 

1 

2 

15° 

0.866 

4 = 1,86 

30° 

0,5 

1,41 

45° i 

i 

0 

_i 

0 


Fig. 115 


5. Construction de la curva. La curva buscada, trazada en la figura 115, 
es conocida con el nombre de lemniscata de Bernoulli. El lector debe notar que, 
aunque en la ecuacion (3) , aparece el angulo 29, se trazan siempre los valores 
del angulo scncillo 9 y los valores correspondientes de r. 

6 . Ecuacion rectangular. Como las ecuaciones de transformacion del teo- 
retna 1, Articulo81, contienen funciones de un angulo sencillo, escribimos la 
ecuacion (3) en la forma (Apendice IC, 7) 

r 8 = 4 (cos 2 9 — sen 2 9) . 

Multiplicando ambos miembros por r 2 , obtenemos 

r 4 = 4 (r 2 cos 2 9 — r 2 sen 2 0) , 
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de donde, por medio de las ecuaciones de transformation, obtenemos la ecuacion 
rectangular buscada 

(** + y*) 2 -4(x*-y*). 

EJERCICIOS. Grapo 38 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Demostrar las pruebas (a) y (6) del teorema 2, Art. 82, para la simetria 
con respecto al eje a 90°. 

2. Demostrar las pruebas (a) y (6) del teorema 2, Art. 82, para establecer 
la simetria de la curva con respecto al polo. 

En cada uno de los ejercicios 3-30, trazar la curva cuya ecuacion se da. Las 
cantidades a y b son constantes diferentes de cero a las que pueden asignarseles 
valores numericos para la operacion del trazado de la grafica, Usese papel coor- 
denado polar. 


3. 

c — 2 

sec 6 . 

12. 

r sen 0 tg 0 — 4a. 

4. 

r — a 

cos 9. 

13. 

r 2 sen 20 = 4. 

5. 

4r cos 0 — 3r sen 0 = 12. 

14. 

r*(4 + S sen 2 0 ) = 36. 

6. 

r — a 

sen 0 + b cos 6 . 

15. 

r = a (1 + sen 9) (cardioide) 

7. 

r cos | 

(*-t) - 2 - 

16. 

r 2 = a 2 sen 70 (lemniscata) . 



2 

17. 

r = a cos 2 4-. 

8. 

r “ r 

— cos 6 


2 



4 

18. 

r 2 cos 3 $ = a 2 sen 9 . 

9. 

r B — 

— cos 0 * 




2 

19. 

sen 3 9 — 4r cos 3 0 = 0. 

10. 

r = a 

2 9 
sec 2 

2 

to 

o 

r — a sen 20 (rosa de 4 hojas) 



a 

21. 

r = a cos 5 0 . 

f-H 

tH 

t ~ a 

n V 

CSC 2 —. 





2 

22. 

r = a sen 40. 



23. r * 2a tg d 

sen 0 (cisoide) . 


24. r0 “ a (espiral hiperbolica o reciproca) . 

25. r 2 “ a 9 S (espiral parabolica) . 

26. log c * aO (espiral logaritmica o equiangular) . 

27. r 2 9 = a 2 (lituus) . 

28. r = a esc M 6 (concoide) . 

29. r * a — b cos 0 (caracol) . 

SO. r » a sen 3 

83. Intersecciones de curvas dadas en coordenadas polares. £1 
m6todo para obtener los puntos de intersection de dos curvas en coor¬ 
denadas polares es semejante al empleado en coordenadas rectangula- 
res (Art. 21). Las solueiones del sistema formado por las ecuaciones 
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de los lugares geom^tricos, representan las coordenadas r y 6 de los 
puntos de interseccion. Debemos hacer notar, sin embargo, que en 
coordenadas polares este problema puede presentar dificultades que no 
se presentan en coordenadas rectangulares, debido a que las coorde¬ 
nadas polares de un punto no son unicas. Por esta raz6n puede ocu- 
rrir que, para un punto particular P de interseccidn de dos curvas, 
las coordenadas polares de P que satisfacen la ecuacidn de una de las 
curvas no satisfagan la ecuacidn de la otra, pero satisfagan a una de 
sus ecuaciones equivalentes. Por esto, con el fin de evitar tales dificul¬ 
tades , es mejor, generalmente , dibujar ambos lugares geom^tricos con 
referencia al mismo polo y eje polar y considerar entonces cada punto 
de interseccion individualmente, tal como indique la figura. 


Ejemplo. Hallar, analitica y graficamente, los puntos de interseccion de 
las curvas cuyas ecuaciones son 

r = a6, a ^ 0, (1) 


( 2 ) 


90° 


Solucidn. La ecuacion (1) representa la espiral de Arquimedes, y la ecua- 
cion (2) una recta que pasa por el polo, como se ha representado en la figu¬ 
ra 116. La porcion punteada de la 
espiral corresponde a los valores ne¬ 
gatives de $ en la ecuacion (1) . 
Ambas lineas son ilimitadas y, evi- 
dentemente, tienen un numero infi- 
nito de puntos de interseccion. Aho- 
ra, si sustituimos el valor de 8 dado 
por la ecuacion (2), en la ecuacion 

(1) hallamos r - —, es decir, ob- 
4 

tenemos las coordenadas 



( Jtq \ 

4 4 / 


obtenemos las coordenadas 


/ 9jtq 

l 4 ' 


t) 


del 


de solamente un punto de intersec¬ 
cion, el punto Pi. Pero la recta (2) 
puede estar representada tambien por 

9;t 
‘4’ 

la cual, junta con la ecuacion (1), 
punto de interseccion Pa* De ma- 


su ecuacion equivalente, 8 = de 


7k 

--que 

4 


da 


nera semejante, otra ecuacion equivalente de la recta (2) es 

Evidentemente, hay un numero infinitamente grande de 

ecuaciones equivalentes de la recta (2) por medio de las cuales podemos obtener 
las coordenadas de cualquier numero de puntos de interseccion. El lector debe 
hallar las coordenadas del polo y de los puntos P\ Y Ps de la figura 116, todos 
los cuales son puntos de interseccion. 
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84. F6rmula de la distancia entre dos puntos en coordenadas po- 
lares. Sean Pi(ri, 0i) y P 2 (r 2 , 0 2 ) (fig. 117) dos puntos dados 
cualesquiera. Se trata de hallar la distancia d entre Pi y P 2 , en 
donde d = | P 1 P 2 1. Para ello emplearemos el par principal de coorde¬ 
nadas de Pi y de P 2 . 





A 



Fig. 118 


Tracetnos los radios vecto res de Pi_y_P 2 , formando asi el trian- 
gulo OPi P 2 en donde [ OPi | = n , | OP 2 | = r 2 , y el angulo Pi OP 2 
es igual a 0i —0 2 . Entonces, por la ley de los cosenos (Ap&idice IC ; 11). 
tenemos 

d 2 = n 2 + r 2 2 — 2n r 2 cos (0i — 0 2 ), 

de donde ___ 

d = V n* + r 2 2 — 2n r 2 cos (0i — 02 ) . 

Este resultado nos dice : 

Teorema 3. La distancia d entre dos puntos cualesquiera 
Pi (ri, 0i) y P 2 (r 2 , 02 ) en coordenadas polares estd dada por la f 6 r- 

mula __ 

d = V n* + r 2 2 — 2n r 2 cos (0i — 0 2 ). 

NOTA. Esta formula para d puede obtencrse tambien por transformacidn 
en coordenadas polares de la formula de la distancia entre dos puntos dada en 
el teorema 2, Articulo6, para coordenadas rectangulares. 

Ejemplo. Demostrar que los puntos Pi 

son los vertices de un triangulo isosceles. 

Soluci6n. El triangulo es el representado en la figura 118. Por el teorema 3, 
tenemos 

^ ^ = V 58 - 21 VI 

Y I PTPi I = yjl’ + 7* - 2 . 3 . 7 co* = V 58 - 21 VT. 

Por tanto, como | P 1 P 2 | = | P 3 P 2 \, el triangulo es isosceles. 


\PlI>2 




+ 7 2 - 2 . 3 . 7 cos 


M 7 ' f) yP3 ( 3 ’ f) 
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EJEEOICIOS. Grupo 39 


En cada uno de los ejercicios 1-12, calcular, anali'tica y graficamente, los 
puntos de Intersection de las curvas dadas. 


1. 

r = 2 sen 0, 
r = 1. 

- -0 7. 

v \ o-' 

r 2 = 9 cos 20, 
r = 3 V 2 sen 0. 

2. 

r =* 4 cos 0, 
r = 2. 

8. 

/•yf.T • J 

r 2 = 4 sen 20, 
r = 2 V 2 cos 0. 

3. 

*-£ t 

4 

9 - 

r * 1 + cos 0, 
r ■» V 3 sen 0. 

, 4. 

r = 3. 

r cos 8 — 4, 
r sen 0 = 4. 

"■10. 

2 — cos 0 
r cos 0=1. 

5. 

» . fs 

r cos 0 - 2, 
r = 3 cos 6. 

11 . 

s ', -k 

r = esc 2 —, 

2 

3r = 8(1 + cos 0) 

6. 

r = sen 0 , 

r = cos 8. 

■ ;o 12. 

r — 2r cos 0 - 1, 
r = sen 0. 


13, Hallar la distancia entre Jos puntos Pi ^3, y^ y P 2 ^5, 

14. Hallar la distancia entre los puntos P { ^2, y P 2 ^4, 


15. Hallar el perimetro del cuadrilatero cuyos vertices son (0, 19°), 
(»• (2, |) y (3. O’). 


16 . Demostrar que los puntos Pi (l, y), P j (\/3 , y) Y Pad. 0°) son 
los vertices de un triangulo equilatero. 

17. Demostrar que P ^ 2 ” 3, es el punto medio del segmento cuyos 

(’■ *) ’ (>■ f) 


extremos son 


18. Empleando las formulas de transformation de coordenadas rectangula- 
res a polares (teorema 1, Art. 81), demuestrese que la formula de la distancia 
polar del teorema 3 (Art. 84) puede obtenerse directamente a partir de la for¬ 
mula de la distancia en coordenadas rectangulares dadaS en el teorema 2, Ar- 
ticulo 6. 


19. Discutir la formula de la distancia dada en el teorema 3 (Art. 84) 
cuando los puntos Pi y P 2 son colineales con el polo. Considerar los casos en 
que los puntos estan del mismo lado y de lados opuestos del eje polar. 

20. Discutir la fdrmula de la distancia dada en el teorema 3 (Art. 84) cuan¬ 
do los puntos Pi y P 2 estan ambos sobre el eje polar. Considerar los casos en 
que los puntos estan del mismo lado y de lados opuestos al polo. 

21. Demostrar que la f6rmula de la distancia dada en el teorema3 (Art. 84) 
es verdadera cualesquiera que sean las posiciones de los puntos p! y P 2 en el 
piano coordenado polar. 
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Demostrar que el area K de un triangulo cuyos vertices son el polo y 
los puntos P i(ri, 0i) y Pa(r 2 f esta dada por la formula 

K ~ Vi I rir 2 sen (0i — 62 ) I* 

23. Hallar el area del triangulo cuyos vertices son el polo y los puntos 

( 2 - t) ' ('• T) 

24. Hallar el area del triangulo cuyos vertices son los puntos 

M 2 -T> p -( ! - t) "’■('• !)■ 

25. Hallar el area de un triangulo de vertices dados, cuando el polo esta 
dentro del triangulo. 

85. Ecuacidn de la recta en coordenadas polares. Si tma recta 
pasa por el polo , su ecuaci6n polar es, evidentemente , de la forma 

S=k, ( 1 ) 

en donde k es una constante que representa el Angulo polar de cual- 
quier punto de la recta. Para una recta particular, k puede tener un 
niimero infinito de valores. Por esto, convenimos en restringir k a 
valores no negativos menores de 180° . 

Consideremos ahora el caso en que la recta no pasa por el polo. 
Sea l (fig. 119) la recta. Desde el polo tracemos la normal ON a Z, 
y sea (p, to) el par principal de 
coordenadas polares de N , de ma- 
nera que p sea positivo y que los 
valores de co est6n dados por 

0° < to < 360° (2) 

Siguiendo el procedimiento usual 
de los problemas de lugares geom6- 
tricos, sea P(r , 6) un punto cual- 
quiera de la recta l. Entonces, del 
triAngulo rectangulo OPN , tenemos 

r cos (6 — co) = p, (3) Fig- 119 

que es la ecuacidn polar de la recta l . Evidentemente, por el signifi- 
cado de las cantidades p y co y el intervalo de variacidn (2) para co , 
la ecuacidn (3) es la ecuacidn polar equivalente a la ecuacidn normal 
de la recta en coordenadas rectangulares, 



x cos co + p sen to — p = 0, 


(4) 
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dada en el teorema 7 del Articulo31. El lector debe verificar esto 
transformando la ecuacion (4) en la ecuacidn (3). (Vdase el ejerci- 
cio 20 del grupo 37 , Art. 81.) 

La consideracidn de los casos en que la recta l pasa por el polo, es 
perpendicular al eje polar, o es paralela a dicho eje , conduce a formas 
especiales de la ecuacion (3) que son frecuentemente utiles. Estos 
resultados, combinados con los anteriores, estan expresados en el si- 
guiente 

Teorema 4. Si (p , c a) es el par principal de coordenadas polares 
del pie de la perpendicular trazada desde el polo a cualquier recta en el 
piano coordenado polar , la ecuacion polar de la recta es 

r cos (0 — o>) = p . 


Si la recta pasa por el polo , su ecuacidn es de la forma 

6 = k, 

siendo k una constante que puede restringirse a valores no negativos me- 
nores de 180° 

Si la recta es perpendicular al eje polar y esta a p unidades del polo , 
su ecuacion es de la forme 

r cos 6 = =t p , p > 0, 

debiendo tomar el signo positivo o negativo segun que la recta este a la 
derecha o a la izquierda del polo . 

Si la recta es paralela al eje polar y estd a p unidades de el, su ecua¬ 
cion es de la forma 

r sen 0 = ± p , p > 0, 


debiendose tomar el signo positivo o el negativo segun que la recta este 
arriha o abajo del eje polar. 

86. Ecuacidn de una circunferencia en coordenadas polares. Sea 
C(c y a j el centro de una circunferencia cualquiera de radio a (figu- 
ra 120). Sea P(r , 0) un punto cualquiera de la circunferencia. 
Tracemos el radio PC y los radios vectores de P y C , formando asi 
el triangulo OPC . De este triangulo , por la ley de los cosenos (Apdn- 
dice IC , 11), resulta : 


o sea, 


a 2 — r 2 + c 1 — 2cr cos (6 — a) 
r 2 — 2 cr cos ( 6 — a) + c 2 = a 2 


que es la ecuacidn polar de la circunferencia. 


(i) 
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Los casos especi&les de la ecuaeidn (1) son a veces utiles y estan 
comprendidos en el teorema siguiente : 

Teorema 5 . La ecuacion polar de una circunferencia de centro el 
punto (c, a), y radio igual a a es 

r 2 — 2cr cos (0 — a) + c 2 = a 2 . 

Si su centro esid en el polo, la ecuacion polar es 

r = a. 

Si la circunjerencia pasa por el polo y su centro estd sobre el eje polar ? 
su ecuacion es de la forma 

r — =t 2a cos 0 , 

debUndose tomar el signo posiiivo o el negativo segun que el centro esti a 
la derecha o la izquierda del polo . 



Si la circunferencia pasa por el polo y su centro estd sobre el eje 
a 90° , su ecuacidn es de la forma 

r = =t 2a sen 0 , 

debiindose tomar el signo posiiivo o negativo segun que el centro este 
urriba o abajo del polo . 

Ejemplo. Empleando solamente coordenadas polares, hallar el centro y el 
radio de la circunferencia 

r — 3 sen 0 — 3 y/ 3 cos 9 , (2) 

Solucidn. Pongamos la ecuacion (2) en la forma general de la ecuaci6n de 
una circunferencia de centro (c, a) y radio a, 


r 3 — lev cos (9 — a) -f- c 2 


a*. 


( 1 ) 
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Para ello, multipliquemos ambos miembros de la ecuacidn (2) por r y tras- 
pongamos terminos. Seobtiene: 

r 2 — r ( — 3 y/ 3 cos $ 4“ 3 sen 9 ) = 0, 

que, teniendo en cuenta la ecuacion (1), podemos escribir en la forma 

r 2 — 2cr ^ — — y~— cos $ + ~ sen 0^ = 0. 

3 VI 


(3) 


Hagamos ahora 


2 c 


cos (X y 2 ~ — sen a - 


(4) 


La expresion dentro del parentesis de la ecuacion (3) se convierte en 
cos 0 cos a 4* sen 9 sen a — cos (9 — a) f 
r 2 — 2cr cos (9 - a) = 0, 


y la ecuacion en 




que es de la forma (1). Evidentemente la circunferencia pasa por el polo, ya 

que c 2 ** a 2 . Si etevamos al cuadrado ambos miembros de cada una de las ecua- 

ciones (4) , y sumamos, obtenemos 

4c aT 4c a 

de donde c « =*= 3. Para el par principal de coordenadas polares del centro, 

tomamos c =■ 3, valor para el cual las ecuaciones (4) dan a — —. Por tanto. 

6 

las coordenadas del centro de la circunferencia (2) son (’- ?)■ Tambien, 
como c — a, el radio es 3. 

El estudiante debe dibujar la figura correspondiente a este ejemplo y compro- 
bar los resuitados usando coordenadas rectangulares. 


87, Ecuacion general de las conicas en coordenadas polares. La 



ecuacion polar de una cdnica to- 
ma una forma particularmente 
sencilla y litil cuando uno de los 
focos (fig. 121) esta en el polo 
y el eje focal coincide con el eje 
polar. Sea la recta l la directriz 
correspondiente del foco 0 ; esta 
recta es perpendicular al eje po¬ 
lar j y sea D el punto de inter- 
seccidn. Designemos la distancia 
| 0 Z) |, entre el foco y la direc¬ 
triz , por la cantidad positiva p , 
Sea P(r, 0) un punto cualquiera 
de la cdnica Desde P tracemos 
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las perpendiculares PB y PC al eje polar y a la directriz, respecti- 
vamente. 

Para deducir la ecuacion polar de la cdnica, emplearemos la defini- 
cion general dada en el Articulo 75. Segun ella el punto P debe 
satisfacer la condition geometrica 



( 1 ) 


en donde e es la excentricidad . Ahora bien , 

|PO| = r 

y 

I PC I = I DB I = I DO I + | OB I = p + r cos 6. 


Sustituyendo estos valores en (1), obtenemos 

r 


de donde, 


p + r cos 0 
ep 


= e , 


r = 


1 — e cos 0 


( 2 ) 


Podemos demostrar, reclprocamente, que cualquier punto cuyas 
coordenadas satisfacen la ecuacidn (2) eatisface la condicidn geom6- 
trica (1) y, por tanto , esta sobre el lugar geom^trico. Segun esto , 
la ecuacidn (2) es la ecuacidn buscada de la conica. 

La ecuacidn (2) se ha deducido en el supuesto de que la directriz 
esta a la izquierda del polo. Si la directriz esta a la derecha del polo 
yap unidades de 41, podemos demostrar, analogamente, que la 
ecuacidn de la cdDica es 

' = IT?^r (3) 

De manera semejante, si el eje focal coincide con el eje a 90° de 
manera que la directriz sea paralela al eje polar yap unidades de 41, 
podemos demostrar que la ecuacidn de la cdnica es de la forma 

r = ep 

1 ± e sen <9 1 

debi4ndose tomar el signo positivo o el negativo segun que la directriz 
est4 arriba o abajo del eje polar. 

Los resultados precedentes se resumen en el siguiente 

Lehmann* — 17. 
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Teoebma 6. Sea e la excentricidad de una conica cuyo foco estd 
en el polo yap unidades de la directriz correspondiente . 

Si el eje focal coincide con el eje polar, la ecuacidn de la conica es de 
la forma 

r = _§e_ 

1 ± e cos 0 ’ 

en donde se dtbe tomar el signo positivo o el negalivo segun que la directriz 
esU a la derecha o ala izquierda del polo. 

Si el eje focal coincide con el eje a 90° , la ecuacidn de la cdnica es de 
la forma 

r -_SE_ 

1 ± e sen 0 9 


en donde se debe tomar el signo positivo o el negalivo segun que la directriz 
esti arriba o abajo del eje polar . 


NOTA. Nos referiremos en adelante a las ecuaciones del teorema 6 corao las 
ecuaciones polares ordinariat de las conicas. El estudiante debe notar. sin em¬ 
bargo, que en cada caso en el polo esta un foco y no el vertice de una parabola 
o el centre de una conica central, Por esto, las ecuaciones rectangulares corres- 
pondientes no estaran en la forma candnica, 

EJemplo, Identificar la c6nica cuya ecuacidn polar es 


r 


4 

2 + cos 6 


(4) 


Hallar las coordenadas polares del centro y vertices y las longitudes de los ejes y 
del lado recto, 

Solucidn. La ecuacidn ordinaria de una cdnica tiene la unidad como primer 
tlrmino del denominador. Por tanto, si dividimos numerador y denominador 

del segundo miembro de la ecua- 


l 



cion (4) por 2, 
forma ordinaria 


l + Vl COS & 


obtenemos la 


(5) 


Si comparamos la ecuacidn (5) 
con la ecuacidn ordinaria (3), 
vemos que la excentricidad es 
e — Vi . Por tanto. el lugar 
geometrico de la ecuacidn (4) es 
una elipse cuya posicion en el 
piano coordenado polar esta re- 
presentada en la figura 122, en 
donde la recta l es la directriz correspondiente al foco que esta en el polo O. 

De la ecuacidn (5) tenemos que para 9 *= 0 es r *= %, y para 9 — x es r * 4. 
Por tanto, las coordenadas de los vertices son V 0) y V f (4, n) , Como el 
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centro C esta sobrc cl eje polar y cn el punto medio de la recta que line los ver¬ 
tices, sus coordenadas son {%, ft). La longitud del eje mayor es la distancia 
entre los vertices, o sea, 2 a — 


De la ecuacion (5) , tenemos que para 6 


= * es 
L 


2. Por tanto, la lon¬ 


gitud | OL | del semilado recto es 2, y la longitud total de cada lado recto es 4. 

TLJ 

Como la longitud total de cada lado recto es tambien igual a -—, tenemos que 

a 

—- =» ^ = 4, de manera que b — % %/3 y la longitud del eje menor es 

a h 


2b = y V3. 


EJERCICIOS. Orupo 40 


Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. De la ecuacion (3), Articulo 85, deducir las ecuaciones polares 

r cos 8 =* ± p y r sen 0 = =*= p 

de una linea recta , dadas en el teorema 4. 

2. Obtener los resultados del ejercicio 1 transformando las ecuaciones rec- 
tangulares de las rectas paralelas a los ejes coordenados yap unidades de ellos. 

3. Demostrar que las ecuaciones polares de las rectas que son perpendicula- 
res y paralelas al eje polar pueden escribirse en las formas 

r =*= p sec 0 y r *» =*= p esc 0. 

respectivamente, en donde p es la distancia del polo a la recta, 

4. Hallar la ecuacion polar de la recta que pasa por el punto P K) 
y es perpendicular al radio vector de P. 


En cada uno de los ejercicios 5-8, transformar la ecuacion rectangular dada a 
la forma polar normal de la ecuacion (3), Articulo 85. 


5. 3*-4i/ + 5=0. 7. 4 jc -j- 3i/ — 10 * 0. 

6. 5x + \2y + 26 -0. 8. 2x + y - 0. 


9. Hallar la ecuacion polar de la recta que pasa por el punto 
es perpendicular al eje polar. 


(*• 



10 . 


Hallar la ecuacidn polar de la recta que pasa por el punto 




y es paralela al eje polar. 

11. Considerando las areas de ciertos triangulos, demostrar que la ecuacion 
polar de la recta que pasa por los dos puntos (n, 0i) y (rj, 0j) puede escri¬ 
birse en la forma nr sen (0i — 0) -j- nr sen (5 — $ 2 ) “ nra sen (0i — 0 a) . 

12. Hallar la ecuacion polar dc la recta que pasa por los puntos 


(4. if ), ( !v a |). 
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13. Demostrar que la ecuacion polar general de la circunferencia, ecua¬ 
cion (1) del Articulo 86 , puede obtenerse por medio de la formula de la distan- 
cia entre dos puntos, dada en el teorema 3, Articulo 84. 

14. Hallar la ecuacion polar de la circunfeiencia de centro el punto 

16. Hallar la ecuacion polar de la circunferencia de centro el punto 
^3, y que pasa por el punto ^ 2 , 

16. Demostrar los casos especiales de la ecuacion (1) , Articulo 86 , dados 
en el teorema 5. 

17. Si el centro de una circunferencia que pasa por el polo es el punto 
(a, a) demuestrese que su ecuacion es r = 2a cos (0 — a) . 

18. Del resultado del ejercicio 17, demuestrese que la ecuacion polar de 
cualquier circunferencia que pasa por el polo puede escribirse en la forma 

r = k\ cos 0 + 62 sen 0 , 
en donde ki y ki son constantes. 

19. Transformando la ecuacion polar del ejercicio 18 a su forma rectangu¬ 
lar, determinar el significado de las constantes k\ y k 2 . Demostrar, tambien, 
que si a es el radio de la circunferencia se verifica que k\ 2 + h. 2 2 = 4a 2 . 

En cada uno de los ejercicios 20-23, hallar el radio y las coordenadas polares 
del centro de la circunferencia a partir de su ecuacion polar dada. Comprobar 
los resultados empleando coordenadas rectangulares. 

20. r - 4 cos 0. 

21. r = 2 cos 0 + 2 V 3 sen 0. 

22. r 2 - 2 V 2 r cos 0 — 2 yj 2 r sen 0 — 5=0. 

23. r 2 + r cos 0 - V 3 r sen 0 — 3 =0. 



^ y radio igual a 4. 


En cada uno de los ejercicios 24 y 25, transformar la ecuacion rectangular 
dada de la circunferencia a la forma polar general representada por la ecuacion 
(1) del Articulo 86, o uno de sus casos especiales. En cada caso, hallar el 
radio y las coordenadas polares del centro. 

24. * 2 +y 2 + 2*=0. 25. + y 2 - x - y - 0. 

26. Deducir la ecuacion r = -^-del teorema 6, Articulo 87. 

1 -f e cos 0 

27. Deducir las ecuaciones r =* - — - del teorema 6, Articulo 87. 

1 ± e sen 0 

28. Demostrar que las ecuaciones (2) y (3) del Articulo 87 pueden redu- 

_ a n 0 

cirse a las formas r — —■ esc 2 — y r = sec 2 respectivamente, en el caso 
de una parabola. 

29. Demostrar que en cada una de las conicas del teorema 6, Articulo 87, la 
longitud de un lado recto es igual a 2 ep. 

En cada uno de los ejercicios 30-32, identificar la conica cuya ecuacidn polar 
se da. Para una parabola, hallense las coordenadas polares del vertice y la lon¬ 
gitud del lado recto. Para una conica central, hallense las coordenadas polares 
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del centro y los vertices, y las longitudes de los ejes y cada lado recto. Hallar 
tambien la ecuacidn rectangular de cada cdnica. 

OA_ ^ O 1 - _ 6 Of)_ ^ 


30. r — 


2 — 2 cos $' 


3 + sen 6 2 + 4 cos 6 

represents una parabola, hallense las coor- 


33. Si la conica r *-—- represents una parabola, hallense las coor- 

1 - e co s 8 

denadas polares de su vertice y la ecuacidn polar de su directriz. 

34. Si la conica r * -—- represents una elipse, demuestrese que la 

1 + e cos 0 

. . . , . 2 ep 


longitud de sa eje menor es 


V 1 - e» ' 


35. Si la conica r =-—- represents una hiperbola, demuestrese qoe 

1 — e sen 6 

la longitud de su eje transverso es } ep . 

* — 1 


88. Problemas relativos a lugares geom^tricos en coordenadas po¬ 
lares. En coordenadas recfcangulares vimos que la solucidn de un 
problema de lugar geom^trico se facilitaba a veces colocando la figura 
en una posicidn apropiada con respecto a los ejes coordenados. Ana- 
logamente, en coordenadadas polares, la solucidn puede efectuarse 
muchas veces con mayor simplicidad si se eligen apropiadamente el 
polo y el eje polar. Ilustraremos el procedimiento con varios ejemplos. 


EJemplo 1. Sean O y B los extremos dc un diametro fijo de una circunfe- 
rencia dada de radio a. Sea t la tangente en B. Desde O tracemos una secante 
cualquiera s que corte a la circunferencia y 

a t en los puntos CyD, respectivamente. £ 

Hallar la ecuacidn polar del lugar geome- 
trico de un pun to P sobre & tal que 
| OP | = | CD | para cada posicion de s a 
medida que gira en torno de O. 

Solucidn. Sin que el razonamiento 
pierda generalidad, podemos tomar el pun- 
to O como polo y hacer que el diametro 
fijo este sobre el eje polar, tal como apare- 
ce en la figura 123. Como P es un punto 
cualquiera del lugar geometrico, le asigna- 
remos las coordenadas generales (r, 0), de 
manera que | OP | — r y el angulo POB — Q. 

Entonces, para toda posicion de s, debe- 
mos tener 

r-|o?|-|c5|-|oo|-|oc|. (1) 

Del triangulo rectangulo ODB, tenemos 

___ . — . Fig- 123 

| OD | “| OB | sec 0 — 2a sec 0. 

Tracemos el segmento CB, El angulo OCB es un angulo recto ya que esta ins- 
crito en un semicirculo. Por tanto, 

| OC | - | OB \ cos0 - 2a cos 6, 
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Sastituyendo cn (I) cstos valores de | OD | y | OC |. obtenemos 

r ® 2a (sec 9 — cos 9 ), 

la cual se reduce a 

r *■ 2a tg 9 sen 9, 

que es la ecuacion polar buscada. La curva se llama cisoide, 

EJemplo 2. Desde un punto fijo O de una circunferencia dada, de radio a. 
se traza una cuerda cualquiera OB. Se prolonga la cuerda hasta el punto P de 
tal man era que la distancia | BP | sea siempre una constante igual a k . Hallar 
la ecuacion polar del lugar geometrico descrito por P a medida que la cuerda 
prolongada gira en torno de O. 

Soluci6n. Sin perder generalidad, podemos tomar el punto fijo O como 
polo y el diametro OC prolongado como eje polar (fig. 124). Como P es un 



punto cualquiera del lugar geometrico le asignaremos las coordenadas generates 
(r, B ), de manera que | OP [ ■» r y el angulo POC = &. Segun el problema, 
para toda posici6n del segmento OP debemos tener 

r-|OP|-|Ofi| + |BP|-|OB| + A. (2) 

La ecuacion de la circunferencia dada de radio a es r * 2a cos $, segun el 
teorema 5 del Articulo 86. Por tanto, para toda posicion de OP. se verifica 

| OB | “ 2 a cos 9 . 

Sustituyendo este valor en la ecuacion (2) . tenemos 

r = 2 a cos 9 + k, (3) 


que es la ecuacion polar buscada. La curva se llama cara:ol de Pascal . 
Hay tres casos por considerar, segun que 

k < 2a. 
k = 2a, 

y k > 2 a. 

El caso k < 2a esta representado en la figura 124. 
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EJEBCICIOS. Grupo 41 

En los siguientes ejercicios, despues de obtener la ecuacion polar del lugar 
geometrico, tracese la curva por los metodos explicados en el Articulo 82. 

1. Hallar la ecuacion polar del lugar geometrico de un punto que se mueve 
de Cal manera que $u radio vector es siempre proporcional a su angulo polar. 

2. Hallar la ecuacion polar del lugar geometrico de un punto que se mueve 
de tal manera que su radio vector es siempre inversamente proporcional a su 
angulo polar. 

3. Hallar la ecuacidn polar del lugar geometrico de un punto que se mueve 
de tal manera que el cuadrado de su radio vector es siempre proporcional a su 
angulo polar. 

4. Hallar la ecuacion polar del lugar geometrico de un punto que se mueve 
de tal manera que el logaritmo de su radio vector, es siempre proporcional a su 
angulo polar. 

5. Hallar la ecuacion polar del lugar geometrico de un punto que se mueve 
de tal manera que el cuadrado de su radio vector es siempre inversamente propor¬ 
cional a su angulo polar. 

6. Empleando solamente coordenadas rectangulares, deducir la ecuaci6n 
rectangular de la cisoide definida en el ejemplo 1 del Articulo 88. Toraese como 
origen el punto O y el diametro fijo a lo largo de la parte positiva del eje X. 

Los ejercicios 7-12 se refieren a la figura 123 del ejemplo 1 del Articulo 88. 

7. Hallar la ecuacion polar del lugar geometrico del punto P de la recta s 
si | OP | = | PC | para toda posicion de s. 

8. Hallar la ecuacion polar del lugar geometrico del punto P de la recta s 
si | OP | — 2 | PC | para toda posicion de s. 

9. Hallar la ecuacion polar del lugar geometrico del punto P de la recta s 
si | OP | ■> Vi | PC | para toda posicion de s. 

10. Sea E el pie de la perpendicular trazada del punto C al eje polar. Ha¬ 
llar la ecuaci6n polar del lugar geometrico del punto P de s si | OP | *• \ CE\ 
para toda posicion de s. 

11. Con referenda a la figura del ejercicio 10, hallar la ecuacidn polar del 
lugar geometrico del punto P de la recta s si | OP | = [ OE | para toda posi¬ 
cion de s. 

12. Con referenda a la figura del ejercicio 10, hallar la ecuacion polar del 
lugar geometrico del punto P de la recta s si | OP | *= j ES | para todas las po- 
siciones de s. 

13. Un punto P se mueve de tal manera que el producto de sus distancias a 
los dos puntos fijos F (a, 0 Q ) y E'(a, Jt) es siempre igual a la constante b 2 . 
Demostrar que la ecuacion polar del lugar geometrico de P es 

r 2 = a 2 cos 20 \/ b'“ — a 4 sen 2 2$ . 

Los lugares geometricos se Hainan doalos de Cassini. 

14. Trazar la grafica de la ecuacion de los ovalos de Cassini (ejercicio 13) 
cuando b = a. Demostrar que en este caso el lugar geometrico es una lemnis- 
cata. (Vease el ejemplo 2 del Articulo 82.) 
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15. Trazar la grafica del caracol representado por la ecuacion (3) del ejem- 
plo 2 del Articulo 88, cuando k = 2a. Demostrar que en este caso el lugar geo¬ 
metrico es una cardioide. (Vease el ejemplo 1 del Art. 82.) 

16. Trazar la grafica del caracol representada por la ecuacion (3) del ejem¬ 
plo 2 del Articulo 88, cuando k > 2a. 

17. Hallar la ecuacion polar del caracol del ejemplo 2 del Articulo 88, 


cuando la circunferencia dada tiene su centro en el puftto 



y construir 


la grafica correspondiente. 


Los ejercicios 18-20 se refieren a la figura 124 del ejemplo 2 del Articulo 88. 

18. Hallar la ecuacidn polar del lugar geometrico del punto P si | BP | * | BC | 
para todas las posiciones de OP. 

19. Sea D el pie de la perpendicular trazada desde el punto B al eje polar. 
Hallar la ecuacion polar del lugar geometrico del punto P si | BP ! = | BD | para 
todas las posiciones de OP. 

20. Con refeiencia a la figura del ejercicio 19, hallar la ecuacion polar del 
lugar geometrico del punto P si | BP | = | OD | para cualquier posicion de OP. 

21. Una circunferencia dada rueda. sin resbalar, sobre otra circunferencia 
del mismo radio pero de posicion fija. Hallar e identificar la ecuacion polar del 
lugar geometrico descrito por un punto de la primera circunferencia. 

22. Sea a la distancia de un punto fijo O a una recta fija /. Se traza por O 

una recta cualquiera V que corta a / en el punto B. Sobre l 1 se toman dos 
puntos P y P' a la derecha y a la izquierda de B, respectivamente, tales 
que [ BP | = | P'jB | = b , una constante, para cualquier posicion de Si se 

toma el punto O como polo y la recta l perpendicular al eje polar y a la derecha 
de O, demuestrese que la ecuacion polar del lugar geometrico descrito por 
P y P' a medida que V gira en torno de O, es r * a sec 0 ± b. Dicho lugar 
geometrico se llama concoide de Nicomedes. Tracese la curva para el caso en 
que b > a. 

23. Trazar la concoide del ejercicio 22 cuando b » a. 

24. Trazar la concoide del ejercicio 22 cuando b < a* 

25. En la construcci6n del ejercicio 22, supongamos que los puntos P y P' 
se toman sobre V de tal manera que, para todas las posiciones de /', sea 

| BP | - | P'S | = z, 

siendo z la distancia de B al eje polar. Demostrar que la ecuacion polar del 
lugar geometrico descrito por P y P' a medida que /' gira en torno de O es 

r — a (sec 6 ± tg 0) . 

La curva asi obtenida se llama estrofoide. 
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89. Introduction. En los capitulos anteriores hemos visto que si 
un lugar geomdtrico tiene una representacidn analitica, tal representa- 
cion puede expresarse usualmente por una unica ecuacidn conteniendo 
a lo m&s dos variables. En este capitulo consideraremos la represen¬ 
tation analitica de una curva por medio de un par de ecuaciones en las 
cuales cada una de las dos variables esta expresada en funcidn de una 
tercera variable. Por ejemplo , la circunferencia 

x 2 + y 2 - 1, (1) 

puede representarse tambidn por las dos ecuaciones 

x = cos 8 , y = sen 8 , (2) 

sicndo 0 una variable independiente que puede tomar cualquier valor 
real. Es decir, si a 6 se le asigna un valor arbitrario, las ecua¬ 
ciones (2) determinan un par de valores de x y y que satisfacen a 
la ecuacidn (1). En efecto, elevando al cuadrado cada una de las 
ecuaciones (2) y sumando f obtenemos 

x 1 + y 1 = cos 2 8 + sen* 8 , 

la cual, para todos los valores de 8 , es id6ntica a la ecuacion (1). 

En general, si 

F(x,y) = 0 (3) 

efc la ecuacidn rectangular de una curva plana C , y cada una de las 
variables x y y son funcidn de una tercera variable t, de tal manera 
que podemos escribir 

y = 0, (4) 

entonces, si para cualquier valor permisible de la variable indepen¬ 
diente l, las ecuaciones (4) determinan un par de valores reales de 
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x y y que satisfacen la ecuacidn (3), las ecuaciones (4) se llaman 
ecuaciones paramStricas de la curva C , y la variable independiente t 
se llama pardmetro. Tambidn nos referiremos a las ecuaciones (4) 
como una representacidn parametrica de la curva C . Asi, las ecuacio¬ 
nes (2) son ecuaciones paramStricas o representacion parametrica de 
la circunferencia (1), siendo 0 el pardmetro. 

Las ecuaciones parametricas de un lugar geometrico especifico no son unicas, 
ya que el lugar geometrico puede representarse por diferentes pares de ecuacio¬ 
nes. Por ejemplo, en el caso de la circunferencia (1). podemos tomar, arbitra- 
riamente, x * f como una ecuacion parametrica y sustituir este valor de x en la 
ecuacion (1) ; la solu tion co rrespondiente para y es entonces la otra ecuacion 
parametrica y = =*= y/ 1 — t 2 . Debe notarse que, para este par de ecuaciones, 
el parametro t solo puede tomar valores reales comprendidos dentro del inter¬ 
val© — 1 < r < 1, mientras que para el par de ecuaciones (2) el parametro 6 
puede tomar todos los valores reales. No hay un metodo general para seleccionar 
un parametro particular para un lugar geometrico y deducir entonces las ecua¬ 
ciones parametricas correspondientes. Usualmente, se toma la representacion 
parametrica mas sencilla o aquella que sea mas util y conveniente para nuestros 
propositos. 

Como en nuestro estudio de un lugar geometrico por medio de su 
ecuacidn rectangular, hemos considerado solamente una ecuacidn y 
como maximo dos variables, el lector puede suponer, ldgicamente, 
que el estudio de una curva serd mucho mds largo y complicado si 
hay que tratar con dos ecuaciones y tres variables. Veremos, sin 
embargo , que ciertas curvas se estudian mucho mds convenientemente 
por medio de sus ecuaciones parametricas; de manera semejante, las 
soluciones de muchos problemas de lugares geometricos se obtienen con 
mayor facilidad mediante la introduccidn de un pardmetro. 

90. Obtencidn de la ecuacidn rectangular de una curva a partir de 
su representacidn parametrica. La ecuacidn rectangular de una curva 
se obtiene a partir de su representacidn parametrica eliminando el 
pardmetro. No hay ningun metodo general para efectuar esta elimina¬ 
tion ; el procedimiento a seguir depende en cada caso de la forma de 
las ecuaciones parametricas. Si estas contienen funciones trigonome- 
tricas, la ecuacion rectangular puede obtenerse, a veces, por me¬ 
dio de una de las identidades trigonometricas fundamentals (Apdn- 
dice IC , 2); vimos un ejemplo de esto , para la circunferencia, en el 
Articulo 89. Si ambas ecuaciones parametricas son algebraicas, su 
forma sugerira algunas veces una operacidn algebraica por medio de 
la cual se elimine al pardmetro. Otras veces, si una ecuacidn parame¬ 
trica es mds complicada que la otra, la ecuacidn rectangular puede 
obtenerse, frecuentemente, despejando el pardmetro de la ecuacidn 
mds sencilla y sustituyendo su valor en la otra ecuacidn. 
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Ejemplo 1. 

parametricas son 


Hallar la ecuacion rectangular de la curva cuyas ecuaciones 
x — 2 -f- 3 tg 0, y = 1 -f- 4 sec 0. (1) 


Soluci6n. La presencia de tg 0 y sec 0 como terminos aislados en las ecua¬ 
ciones parametricas (1) sugiere el empleo de la identidad trigonometrica funda¬ 
mental 

1 + tg 2 6 = sec 2 0. (2) 

En efecto, si escribimos las ecuaciones (1) en la forma 

- tg 9, JLZl!. - S ec e, 

3 4 


elevamos despues al cuadrado cada una de estas ecuaciones y sustituimos los 
resultados en la ecuacion (2), obtenemos 


1 + (x-V* = (y-D a 

9 16 

o sea, 

(i/-Q 2 _ U~2) 2 = . 
16 9 


que es la ecuacion rectangular equivalente a las ecuaciones dadas y que representa 
una biperbola. 

Ejemplo 2. Hallar la ecuacion rectangular de la curva cuyas ecuaciones 
parametricas son 

x » tvo cos a. y = tv o sen a — Yi gt 2 , . (3) 


en donde t es el parametro, y i;o, ay g son constantes. 

Soluci6n. Como la primera ecuacion es la mas sencilla, despejamos de ella 
el valor de t. Resulta : 

t - — -* - 

t>o cos a 


Si sustituimos este valor de t en la segunda ecuacion, obtenemos la ecuacion 
rectangular 


y 


x tg a - 


_ £ X2 t 

2vo v cos 2 a 


que representa una parabola. 


91. Grdfica de una curva a partir de su representation parame- 
trica. Para trazar una curva a partir de su ecuacibn rectangular, 
basta obtener las coordenadas de algunos puntos, asignando distintos 
valores a una de las variables y calculando luego los valores corres- 
pondientes de la otra variable. Podemos trazar tambi&i directamente 
una curva a partir de sms ecuaciones parametricas sin necesidad de 
pasar a su ecuacion rectangular. En efecto, si asignamos un valor 
particular al pardmetro, las ecuaciones parametricas determinan valo¬ 
res correspondientes de x y y que, si son reales, representan las 
coordenadas de un punto de la curva. 
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Ejemplo. Haciendo variar el parametro, 
parametricas son 


x — 0 — sen 9, y = 


trazar la curva cuyas ecuaciones 
1 — cos 9. (1) 


Hallar tambien la ecuacion rectangular de la curva. 

Solucidn. El parametro 9, que aparece como un termino aislado en la pri- 
mera ecuacion, debe tomarse en radianes (Apendice IC, 4) . Asi, si se le asigna 


a 8 el valor — tiene el valor 0,7854 y no 45°. Para calcular los valores de 
4 


x y y, sera conveniente, por lo tanto, asignar valores a 9 en funcion de ji, 
(ver la tabla del final de la pagina). Para valores de 8 mayores de 2Jt radia¬ 
nes, y para valores negativos de 8, 
la curva repite su forma a derecha e 
izquierda, r e s p e c t i v a m e n t e, del 
eje Y. El lugar geometrico (fig. 125) 
se llama cicloide . La porcion de cur¬ 
va comprendida entre dos cuales- 
quiera de sus intersecciones sucesivas 
con el eje X se llama arco de la 
cicloide, Por la importancia que 
tiene esta curva, deduciremos sus 
ecuaciones parametricas y posteriormente (Art. 93) la discutiremos. 

Para obtener la ecuacion rectangular de la cicloide, procedemos como sigue. 
A partir de la segunda, y mas sencilla, de las ecuaciones parametricas (1), 
tenemos 


Y 



de donde, 


COS 6 = \ — y, 

0 = arc cos (1 — y) , 


sen 8 *= - * V" 2y - </». 


Si sustituimos estos valores de 8 y sen 8 en la primera de las ecuaciones (1), 
obtenemos la ecuacion rectangular buscada, 

x * arc cos (1 - y) =f V 2y — y a , (2) 


en donde se debe tomar el signo positivo 


8 

sen 0 

cos 8 

X 

y 

0 

0 

1 

0 

0 

n/6 

0,5 

0,87 

0,02 

0,13 

jt/4 

0,71 

0,71 

0,08 

0,29 

«/3 

0,87 

0,5 

0,18 

0.5 

Jill 

1 

0 

0,57 

1 

3 Jt/4 

0,71 

- 0,71 

1,65 

1,71 

n 

0 

- 1 

3,14 

2 ' 

5jt/4 

- 0,71 

- 0,71 

4.63 

1,71 

3jt/2 

- 1 

0 

5,71 

1 

7ji/ 4 

- 0,71 

0,71 

6.20 

0,29 

7k 

0 

1 

6,28 

0 


o el negativo segun que 9 sea menor o 
mayor que jt radianes en el arco com- 
prendido entre 

9 = 0 y 0 » 2a. 

Si 0 =* Jt, la segunda de las ecuacio¬ 
nes (1) mnestra qne y * 2, en cuyo 
caso el radical se annla. 

El estudiante debe trazar la ci¬ 
cloide a partir de su ecuaci6n rectan¬ 
gular (2) y comparar el trabajo con 
el de obtener la grafica partiendo de 
las ecuaciones parametricas (1) . 
Veri entonces las ventajas que, para 
esta curva, tiene la representaci6n 
paramltrica sobre la rectangular. 
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EJERCICIOS. Grupo 42 


En cada uno de los siguientes ejercicios trazar la curva correspondiente par- 
tiendo de sus ecuaciones parametricas dadas. Obtengase tambien la ecuacion 
rectangular de la curva e identifiquese si es posible. Las letras a, b, c, d y p 
representan constantes diferentes de cero. 


1. x = at, y = bt. 


2. x - a sen 


y = a cos i 


3. j c =* 5f, y = 2r + 2. 

4. x — pt 2 . y = 2pf. 

5. x = a cos 9, y = b sen 9. 

6. x = 2r J , y - 1. 

7. jc = a(t — f), y = bt. 


13. x = pt 2 + b, y = 2f + a. 

14. x = 3 cos 0+2, y = 2 sen 9— 3. 

15. x=2sec0 — 1, y = tg0 + 2. 

16. x =2 sen 0 - 3, y = 4cos0 —4. 

17. x — a sen 4 9, y = a cos 4 9. 

18. x = a tg 3 9, y = tg 

19. x = 6f 2 , y = bt 3 . 

20. x = a sen 3 y = a cos 3 9. 


8. x = a sec 9, y = b tg 0. ^ 

9. x = 2 tg tf, y = 3 ctg 6. 81 * * = a i -|_ f a ’ y 

10. x = 2f + 2, y = 2f 3 + 4r. 22. x = a tg 0, y — 

11. x * 2 (t+cos 0) , y — 2 sen 0. 23. x = b esc 2 9, y 

12. x — 4 sen 0. y = 2 esc 0. 24. x = cos0, y = s 

25. x = 2 sen 0—3 cos 0, y = 4 sen 0 + 2 cos 0. 

26. x = a sen 0 + b cos 0, y = c sen 0 + d cos 0; ad ^ be. 

27. x = a sec 0 + b tg 0, y = c sec 0 + d tg 0; ad ^ be. 


It = 1 -f 2 


1 + f 3 1+f 2 

22. x — a tg 9, y — b sec 2 0. 

23. x — b esc 2 9, y ** a ctg 0. 

24. x=cos0, y = sen 0 — cos 0 


28. x = 


29. x * a sen 9, y = b tg 0. 

30. x = sen 20, y = cos 9. 

31. x — cos2r, y = sen t. 

32. x = a cos t, y = b cos It. 

a 

33. X = sen —, y = cos 0. 

2 


34. x = 2 cos 0 y = cos 

2 

35. x = tg 2r, y = tg r. 

36. x ~ sen f, y = tg 2f. 

37. x = tg y, y = sen t . 

38. x — sen 0, y = sen 30. 

39. x = cos 30, y = 2 cos 0. 

40. x — f + sen f, y “ 1—cos f. 


92. Representacion parametrica de las cdnicas. Por simplicidad , 
supondremos que la posicidn de cada una de las cdnicas con relacidn a 
los ejes coordenados sea tal que su ecuacidn rectangular estd en su 
forma candnica. 

Sea a el angulo de inclinacidn de la tangente a la parabola y 2 = 4 px 
en cualquier punto P(x , y), excepto el vdrtice, de la curva. Enton- 
ces, por el teorema 4 del Artlculo 57 , tenemos 

2 p 

tg a = —, y*0, 
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de donde, 


y = 2p ctg a. 


Como el valor de a depende de la position del pun to de contacto P , 
es una variable que podemos escoger como pararnetro. Segun esto, 
el valor de y obtenido puede tomarse como una de las ecuaciones 
paramOtricas de la parabola. Si este valor de y es sustituido en la 
ecuacibn y 2 — 4 px, hallatnos x =* p ctg 2 a. Por tan to , un par de 
ecuaciones paramO tricas de la parabola es 

x = p ctg 2 a , y = 2p ctg a , (1) 

en donde el pararnetro a representa el angulo de inclination de las 
tangentes a la parabola y 2 = 4 px. 


Y 



En el ejemplo 2 del Artlculo 90, se did una representation para- 
mOtrica importante de la parabola , a saber, 

x = too cos a , y = tvo sen a — %gt 2 , (2) 


en donde t es el pararnetro, y para la cual se encontrd que la ecuacidn 
rectangular es 


y = x tg a 


0 

2vo 2 cos* a 


X“. 


(3) 


En Mecanica se demuestra que si la resistencia del aire es despreciada, 
las ecuaciones paramdtricas (2) son las ecuaciones del movimiento de 
un proyectil lanzado desde cl origen con una velocidad (constante) 
inicial vo a un &ngulo constante a con el eje X , siendo g la acelera- 
cidn constante debida a la gravedad (fig. 126). Este problema del 
movimiento de proyectiles es un ejemplo de las ventajas de la repre¬ 
sentation paramdtrica sobre la rectangular en algunos problemas fisi- 
cos. Se puede hacer un estudio completo del movimiento por medio 
de las ecuaciones paramdtricas (2). Por ejemplo, por las ecuacio¬ 
nes (2), podemos determinar la position del cuerpo en cualquier 
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instante t ; esta informacibn, en cambio, no puede obtenerse de la 
ecuacibn rectangular (3) la cual simplemente da la trayectoria del 
proyectil. 

Ahora obtendremos una represen tacibn parambtrica sencilla para 
unaelipse. Tracemos dos circunferencias concbntricas (6g. 127) que 
tengan su centro comun en el origen y de radios a y b , siendo a> b. 
A partir del origen 0 tracemos una recta cualquiera l que forme un 
dngulo 6 con la parte positiva del eje X , y sean A y B los puntos 
de interseccibn con las circunferencias de radios a y b t respectiva- 
mente. Bajemos las perpendiculares AC y BD al eje X, y por B 



tracemos una recta paralela al eje X y sea P su punto de interseccibn 
con AC. Vamos a obtener las ecuaciones parambtricas del lugar 
geombtrico de P(x, y) . Como P se mueve de acuerdo con la rotacidn 
de la recta l en torno de 0, tomaremos como par&metro el dngulo 6 . 
De los triangulos rectangulos OAC y OBD , tenemos 

x = OC = OA cos 8 = a cos 6 
y y = CP — DB = OB sen 8 = b sen 6 


Por tanto , las ecuaciones parambtricas del lugar geombtrico de P son 

x = a cos 6 , y = b sen 6 . (4) 

Es muy f&cil eliminar el par&metro 6 de las ecuaciones (4) y obtener 
la ecuacibn rectangular 



( 5 ) 


Por tanto, las ecuaciones (4) son una representacibn parambtrica de 
la elipse (5). El par&metro 6 se llama dngulo exc6ntrico del punto P , 
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y las circunferencias concOntricas de radios a y b se llaman , respec- 
tivamente, circulo principal y circulo menor de la elipse. 

Una representation paramOtrica sencilla de la hipOrbola puede obte- 
nerse como sigue. Tracemos dos circunferencias concOntricas que 
tengan su centro cornua en el origen y que sus radios sean OA = a y 
OB = b , en que a > b , como se ve en la figura 128. A partir de 0 
tracemos una recta cualquiera l que forme un angulo 0 con la parte 
positiva del eje X, y sea C el punto de intersection con la circunfe- 
rencia de radio a. En C tracemos la tangente a la circunferencia ; 
designemos por D el punto en que esta tangente corta al eje X. 
En B tracemos una perpendicular al eje X y sea E su punto de in¬ 
tersection con L Por D y E tracemos rectas paralelas a los ejes 
Y y X , respectivamente ; designemos por P el punto de intersection 
de estas rectas. Ahora vamos a obtener las ecuaciones paramOtricas 
del lugar geomOtrico de P(x , y) , usando 0 como par&metro. De los 
triangulos rectangulos OCD y OBE , tenemos 

x = OD = OC sec 0 — a sec 0 
y y — DP — BE = OB tg 6 =» b tg 6 . 


Por tanto , las ecuaciones paramOtricas del lugar geomOtrico de P son 

x = a sec 0 , y = b tg 6 , (6) 

y la ecuacibn rectangular puede hallarse facilinente y es (vease el 
ejemplo 1 del Artfculo 90) 


X“ 

^2 



(7) 


Por tanto, las ecuaciones (6) son una representacion parametrica de 
la hipOrbola (7). El par&metro 0 se llama angulo excentrico del 
punto P, y el circulo de radio a se llama circulo auxiliar de la 
hipOrbola. 

93. La cicloide. Sea P un punto cuya posi cidn sea fija con rela¬ 
tion a una curva C. Si la curva C rueda , sin resbalar, sobre una 
curva fija C', el lugar geomOtrico descrito por el punto P se llama 
ruleta . 

Un caso importante de ruleta es la curva llamada cicloide. Una 
cicloide es el lugar geomOtrico descrito por cualquier punto fijo de 
una circunferencia que rueda, sin resbalar, sobre una recta fija. 
Deduciremos las ecuaciones paramdtricas de la cicloide tomando la 
recta fija como eje X y una de las posiciones del punto mOvil sobre 
el eje X como origen. Sea P(x, y) un punto cualquiera del lugar 
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geom^trico, a el radio y C el centro de la circunferencia que rueda, 
como se indica en la figura 129. Tomaremos como par&metro el angu- 
lo 8 que gira la circunferencia al rodar partiendo de su posicidn inicial 
en el origen. Sean A y B , respectivamente, los pies de las perpen¬ 
diculars bajadas de P y C al eje I. Tracemos PD perpendicular 

Y 



a BC . Como la circunferencia rueda , sin resbalar, desde 0 hasta B , 
tenemos 

OB = arco PB. 

Si 0 se mide en radianes, tenemos (Apendice IC, 4) 

arco PB = a8. 


Por tanto , de la figura 129 , 

x = OA — OB — AB — aO — PD - aO — a sen 8 , 

y = AP = BD — BC — DC = a — a cos 8 , 

de manera que las ecuaciones parametricas de la cicloide son 

x = a (8 — sen 8 ), y = a (1 — cos 8 ). (1) 

Por el metodo empleado en el ejemplo del Articulo 91 , podemos 
demostrar que la ecuacion rectangular de la cicloide (1) es 

x = a arc cos —V 2 ay — y 2 , (2) 

en donde debe tomarse el signo positivo o el negativo segun que 8 
sea menor o mayor que x radianes en el arco comprendido entre 
0 = 0 y 8 = 2x. 

El punto medio H de cualquier arco de la cicloide se llarna vertice 
del arco. Aquella porcion OE de la recta fija comprendida entre los 
puntos extremos de un arco se llama base del arco; su longitud es, 


L«bi 


i. - 18- 
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evidentemente, igual a 2jta, que es la longitud de la circunferencia 
generatriz. Cada extremo de un arco, tal como 0 y E, se llama 
pico o cuspide . 

A la cicloidc tambien se le da a veces el nombie de braquistocrona o curva 
del mas ripido descenso. porque, si se invierte la curva de la figura 129, se 
puede demostrar que es el recorrido descrito por una particula que cae desde un 
punto dado a otro en el inrervalo de tiempo mtnimo . Ademas, si se sueltan dos 
particulas simultaneamente desde dos puntos cualesquiera del arco invertido de 
una cidoide, llegaran ambas al punto mas bajo (el vertice) al mismo tiempo. 

La cidoide es un caso especial de la ruleta conocida con el nombre de trocoide, 
que es el lugar geometrico descrito por un punto de un radio fijo de una circun¬ 
ferencia que rueda, sin resbalar, sobre una recta. Si el punto generador 
P (x, y) esta a una distancia b del centro del circulo rodante de radio a, si una 
posicion del radio fijo es a lo largo del eje Y, y si la recta fija se toma como el 
eje X, puede demostrarse que las ecuaciones parametricas de la trocoide son 

x — aB — b sen $» y — a ~ b cos 6. (3) 

Se dice de la trocoide que es una cicloide acortada o alargada segun que 

b < a o b > a. 

Para b = a, las ecuaciones (3) se reducen a las ecuaciones parametricas (1) de la 
cicloide. 


94. Epicicloide e hipocicloide. Ahora consideremos dos tipos de 
ruletas que difieren de la cicloide en que la curva fija es una circunfe- 

Y 



rencia en vez de una recta. Estas curvas, Uamadas epicicloide e 
hipocicloide, son importantes en el diseno de dientes de engranajes. 
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Una epicicloide es el lugar geom6trico descrito por un punto fijo 
cualquiera de una circunferencia que rueda exteriormente, sin resbalar, 
sobre una circunferencia fija. Deduciremos las ecuaciones parametri- 
cas de la epicicloide en el caso en que la circunferencia fija tenga su 
centro en el origen y una posicion del punto que describe la curva esta 
sobre la parte positiva del eje AT y sobre la circunferencia fija. Sea 
P(x, y) un punto cualquiera del lugar geom^trico ; sean a y b , res- 
pectivamente, los radios de las circunferencias fija y rodante, y sea 
C el centro de la circunferencia rodante o generatriz, como se ve en la 
figura 130. Tomaremos como parametro el angulo 0 que forma la recta 
de los centros OC con la parte positiva del eje X . Sea A el punto 
sobre el eje X que representa la posicion inicial del punto P que des¬ 
cribe la curva, y sea B el punto de tangencia de las dos circunferen¬ 
cias. Desde C y P bajemos las perpendiculares CD y PE, respec- 
tivamente , al eje X , y tracemos PF perpendicular a CD. Llamemoc 
<t> al angulo OCP y P al angulo PCF . Consideraremos ambos angu- 
los <t> y 0 medidos en radianes. 

Como la circunferencia generatriz rueda, sin resbalar, de A a B, 
tenemos 

arco AB = arco PB , 

o sea, 

aO — b<t>. 


Por tanto , 4 > = "y 0 y 0 + <£ = 0 + y0 = & • Tenemos, 

tambien , 


13 = <£ — angulo OCD = 4> — = 0 + 0 

Por tanto, 


JT. 

Y* 


sen 


|3 = sen ^0 + <t> — y ^ = — sen ^y — [ 6 + <t> A 


cos (6 + <t>) = — cos 


a 4- b 


cos 


P = cos ^ 0 + =» cos^y — [ 0 + <t> 3 ^ 


sen (0 + $) = sen Q ^ - 0 . 
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Para las coordenadas (x, y) del punto P } tenemos : 

x - OE = Ob + DE = OD + FP = OC cos 8 + CP sen |3 

= (a + b) cos 8 — b cos a ^ 8 . 

b 

V — EP = DF = DC — FV = OC sen 0 — CP cos P 

= fa + 6) sen 0 — 6 sen a - 0 , 

‘ o 

de manera que las ecuaciones param^tricas de la epicicloide son 
x = (a + b) cos 8 — b cos ~ ^ 8 , ] 

* > U) 

2 / = (a + 6) sen 8 — b sen ^— 8 . j 

Cada punto de la epicicloide que esfca sobre la circunferencia fija, 
tales como A y G, es un pico; la porcidn de curva comprendida entre 
dos picos sucesivos se llama arco. El numero de picos y arcos depende 
de las magnitudes relativas de los radios a y b. Sea r la razon de 
a a b , de manera que a ~ rb. Si r es un numero entero, la epici¬ 
cloide sera, evidentemente, una curva cerrada que tiene exactamente 
r picos y r arcos ; se dice entonces que la curva es una epicicloide de r 
picos. Si r no es un numero entero pero es racional, el punto traza- 
dor P dard la vuelta en torno de la circunferencia fija dos o mds veces 
antes de regresar al punto de partida A ; en este caso , los arcos de la 
curva de diferentes circuitos se cortardn. Si r es irracional, el punto 
trazador no regresa exactamente al punto de partida. 

Cuando a = b , de manera que r — 1 , tenemos la epicicloide de un 
pico o cardioide (vdase el ejemplo 1 del Articulo 82 y el ejercicio 21 
del grupo 41, Artfculo 88). De las ecuaciones (1) se deducen las 
siguientes ecuaciones parametricas de la cardioide : 

x = 2a cos 0 — a cos 2 8 , y = 2a sen 8 — a sen 2 8 . (2) 

Una hipocicloide es el lugar geomdtrico de un punto fijo cualquiera 
de una circunferencia que rueda interiormente , sin resbalar, sobre otra 
circunferencia fija. Por un procedimiento semejante al empleado para 
la epicicloide, podemos demoslrar que las ecuaciones parametricas de la 
hipocicloide son 

x = (a — b) cos 8 + b cos - 0 , 
y = (a — b ) sen 0 — b sen a ^ ^ 8 , 
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en donde a y b son, respectivamente, los radios de las circunforen- 
cias fija y rodante, y el par&metro 0 es el dngulo que la recta de los 
centros OC forma con la parte positiva del eje X , tal como puede 
verse en la figura 131. El lector debe observar que las ecuaciones 
parametricas (3) de la hipocicloide pueden obtenerse reemplazando 
b por — b en las ecuaciones parametricas (1) de la epicicloide. 

y 



Sea r la razon de a a b , de modo que a = rb . Si r es un numero 
entero , tenemos una hipocicloide de r picos . La hipocicloide de cuatro 
picos esta representada en la figura 131; esta curva se llama tambi£n 
astroide . Las ecuaciones parametricas de la astroide pueden simplifi- 

carse de manera que tomen una forma muy simple. Asi, para b = — , 

las ecuaciones parametricas (3) se convierten en 

3d . Of Q A 

x — — cos 0 + -r cos 30 , 

3 a a 

y = — sen 0 — sen 30 . 

Si en estas ecuaciones sustituimos los valores de cos 30 y sen 30 dados 
por las identidades trigonometricas 

cos 30 = 4 cos 8 0~3 cos 0 , 

sen 30 = 3 sen 0 — 4 sen 3 0 , 
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obtenemos la forma simplificada de las ecuaciones parametricas de la 
astroide, 

x = a cos 3 0 y y = a sen 3 0 . (4) 

Si tomamos la potencia dos tercios de ambos miembros de cada una de 
las ecuaciones (4) y sumamos, obtenemos como ecuacion rectangular 
de la hipocicloide de cuatro picos 

+ y* = a*. (5) 

EJERCICIOS, Grupo 43 


Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. De las ecuaciones parametricas (2) del Articulo 92, demostrar que el 
tiempo en el cual alcanza el proyectil su altura maxima esta dado por 

t = Vo sen a 

9 

2. Si se conocen los ejes mayor y menor de una elipse, hallar un metodo 
para construir cualquier punto P de la elipse conociendo su angulo excentrico. 

3. Dados el centro y el eje mayor de una elipse, hallar un procedimiento 
para construir el angulo excentrico de cualquier punto dado P de la elipse. 

4. Sean Pi y P 2 puntos extremos de dos diametros conjugados de una 
elipse (vease el ejercicio 25 del grupo 29, Art. 63). Demostrar que losangulos 
excentricos de Pi y P 2 difieren en 90° 6 270°. 

5. Obtencr las ecuaciones parametricas (6) del Articulo 92 para una hiper- 
bola, empleando una construccion en que b > a. 

6. Sea / una recta dirigida hacia arriba, y sean a y (3, respectivamente, 
los angulos formados por / y las partes positivas de los ejes X y Y (ver el ejer- 
cicio 19 del grupo 14, Art. 37) . Si / no es paralela a ninguno de los ejes coor- 
denados y contiene al punto fijo Pi(*i, 1 / 1 ). puede demostrarse que (ver el 
ejercicio 21 del grupo 14, Art. 37) la ecuacion de / puede escribirse en la forma 

x — xi _ y — if i 
cos a cos 3 

De aqui, demostrar que una representacidn parametrica de la recta / esta 
dada por 

x = xi 4* f cos a, y — yi + t cos |3, 

en donde el parametro f representa la distancia variable del punto fijo 
Pi(*i. yi) a cualquier punto P(x, y) sobre l. 

7. Discutir la recta cuyas ecuaciones parametricas son 

* = 3 + lf. y-4 + ±t. 

en donde el parametro t tiene el significado establecido en el ejercicio 6. 
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Una recta cuya pendiente es — — pasa por el punto (2, — 1). Hallar 


sus ecuaciones parametricas en la forma dada en el ejercicio 6. 

9. Demostrar la ecuacion rectangular (2) de la cicloide dada en el Ai- 
ticulo 93. 

10. Si los ejes coordenados son trasladados de tal manera que el nuevo ori- 
gen sea el vertice H de la cicloide de la figura 129 del Articulo 93, demuestrese 
que las ecuaciones parametricas de la cicloide con respecto a los nuevos ejes estan 
dadas por 

x = a (B — Jt — sen 0), y = — a (1 + cos B) . 


11. Trazar la cicloide del ejercicio 10 cuando a =• 2. 

12. Deducir las ecuaciones parametricas (3) de la trocoide dadas en el Ar- 
ticulo 93. 

13. Obtener la ecuacion rectangular de la trocoide a partir de las ecuaciones 
parametricas (3) del Articulo 93. 

14. Trazar la trocoide del ejercicio 12 cuando a — 2 y b = 3. 

15. Trazar la epicicloide a partir de sus ecuaciones parametricas (1) del 
Articulo 94 cuando a = 3b. 

16. Deducir las ecuaciones parametricas (2) de la cardioide, dadas en el 
Articulo 94, directamente a partir de una figura. 

17. Deducir las ecuaciones parametricas (3) de la hipocicloide, directamente 
de la figura 131. 

18. Trazar la hipocicloide a partir de sus ecuaciones parametricas (3) del 
Articulo 94 cuando a — 36. 

19. Demostrar, analiticamente, que cuando a — 2b la hipocicloide (3) del 
Articulo 94 representa un diametro de la circunferencia fija. 

20. Si un hilo enrollado alrededor de una circunferencia fija se desenrolla 
manteniendolo tirante en el piano de la circunferencia, cu-alquier punto fijo del 
hilo traza una curva llamada evoIvente de la circunferencia . Hallar las ecuacio¬ 
nes parametricas de la evolvente de la circunferencia x 2 + y 2 = a 2 bajo las si- 
guientes condiciones; Si P es u n punto cualquiera del lugar geometrico, sea el 
punto A (a. 0) su posicion initial, y para cualquiera otra posicion, sea T 
el punto de contacto de la tangente PT a la circunferencia. T6mese el angulo 
AOT = B como parametro. 


95. Resoluci6n de problemas de lugares geometricos por el metodo 
parametrico. Para ciertos lugares geometricos del tipo de curvas 11a- 
madas ruletas, hallamos que su representacidn param6trica es preferi- 
ble a su representacidn rectangular. Para muchas curvas, sin embargo , 
la ecuacidn rectangular es m&s deseable, pero esta ecuacidn puede deter- 
minarse a veces mas convenientemente obteniendo primero las ecuacio¬ 
nes parametricas a partir de las condiciones que el lugar geometrico debe 
satisfacer. Esto requiere la introduccidn de un par&metro , o posible- 
mente dedos o m&s pardmetros , que deben eliminarse posteriormente. 
A este respecto, los par&metros son incidentales en la determinacidn de 
la ecuacidn rectangular y por esto se llaman a veces variables auxiliares . 
El lector debe notar que si se introducen n parametros, es necesario 
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tener n + 1 ecuacicmes para efectuar su elimination y obtener la ecua¬ 
cion rectangular buscada. Si la ecuacion rectangular de un lugar geo¬ 
metrico se obtiene mediante la introduction de uno o mas pardmetros, 
se suele decir que la resolution se ha efectuado por el metodo parametrico. 

Ejemplo 1, Hallar la ecuacion del lugar geometrico del punto de intersec¬ 
tion de dos rectas perpendiculares cualesquiera tangentes ambas a la e 1 ipse 

b 2 x 2 + a 2 y 2 = a 2 b 2 . 

Solucion. Supongamos que el punto P (x f y) (fig- 132) representa un 
punto cualquiera del lugar geometrico. Como las rectas son perpendiculares 

r 



entre si, podemos representar sus pendientes por my — —, siendo la variable m 

m 

el parametro. Por el teorema 5 del Articulo 63 las ecuaciones de las tangentes son 


y 


y = mx ± y/ a 2 m 2 + b 2 


y = 



m 



Para obtener la ecuacion rectangular requerida del lugar geometrico de P, debe- 
mos eliminar el parametro m entre estas dos ecuaciones. Para esto, las escribi- 
remos en las formas 

y — mx = ± V a 2 m 2 + b 2 , 
my + x = ± y/ a 2 + b 2 m 2 . 


Elevando al cuadrado ambos miembros de cada una de estas ecuaciones, y su- 
mando, obtenemos 

y 3 + m 2 x 2 + rn 2 y 2 + x 2 =■ a 3 m 2 + b 2 + a 2 + b 2 m 2 f 

de donde 

(m* + 1) (x 2 + y 2 ) - (m 2 + 1) (a 2 + b 2 ) . 
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Como m 7 + 1 7^0, podemos dividir por este factor. Esto nos da la ecuacion 
rectangular del lugar geometrico, 


*2 + y 2 = c 2 + b 2 t 


llamado ctrculo director de la elipse. 




En este ejemplo se lia obtenido la solucion introduciendo un solo 
parametro. El ejemplo siguiente rnuestra un problema de lugar geo¬ 
metrico en el cual se introducen varios parametros. 


Ejemplo 2. Una recta / pasa por el pun to fijo Pi ( — 1, — 3) y corta a la 
recta U ; 3x + 2y — 6 = 0, en el punto A, y a la recta l 2 : y — 3 =» 0, en el 
punto B. Hallar la ecuacion del lugar geometrico del punto medio del segmento 
de recta AB a medida que la recta / gira en torno del punto Pi. 

Solucion. Sea P(x, y) (fig. 133) un punto cualquiera del lugar geome¬ 
trico, y sean ( x f , y') y (*", 3) las coordenadas de los puntos A y B, respec- 
tivamente. Hemos introducido asi tres parametros, x', j/'y/ ; su eliminacion 
requiere, por lo tanto, cuatro relacio- 
nes. Dos de estas relaciones pueden ob- y 

tcnerse partiendo del becbo de que P es i l 

el punto medio del segmento AB; es- \ T / 


__ x f + x n 
x 2 1 

r< _ y' + 3 


<B(x" 9 Sh 


/P(x,y) 

(A(x',y) 


Como el punto A esta sobre la recta U, 
tenemos una tercera relacion escribiendo Pj( — 
que sus coordenadas verifican la ecua- * 

cion de la recta: 

3x' + 2y' — 6=0. (3) 


Fig. 133 


Como los puntos A, B y Pi son colineales, tenemos, escribiendo que las pen- 
dientes de APi y BP i son iguales, la cuarta relacion: 


De la ecuacion (2) , 


*' + 1 ” x" + 1 

y' = 2y - 3. 


Sustituyendo este valor de y' en la ecuacion (3) , tenemos 

Y t _ 6 — 2y' _ 6 - 4y + 6 _ 12 - 4y 
3 3 3 * 


Sustituyendo este valor de x' en la ecuacion (1), resulta 

x" -2x-x' = 2x- - 6 * + 4 J/ - 12 . 

3 3 
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Si sustituimos estos valores de x } , y' y x n en la ecuacion (4), obtenemos 

2y = 6 

15 — 4y 6x 4- 4y — 9 
3 3 

la cual, despues de simplificarla, nos da la ecuacion buscada 
6xy + 4y 2 H- 3y — 45 = 0, 

que representa una hiperbola. El estudiante debe trazar la grafica correspon 
diente de este lugar geometrico. 


Un tipo interesante de curvas, cuya ecuacidn se obtiene mas facil- 
mente mediante el m6todo param£trico , son las llamadas podarias o 
curias pedales f definidas de la siguiente manera : si desde un punto 
fijo Q se trazan perpendiculares a las tangentes a una curva C , el 
lugar geometrico de los pies de las perpendiculares es otra curva 11a— 
mada podaria de la curva C con respecto al punto Q. 


Ejemplo 3. Hallar la ecuacion de la podaria de una parabola con respecto 
al vertice. 

Soluci6n. El problema no pierde generalidad si tomamos la forma canonica 
de la ecuacion de la parabola, y 2 = 4px. Sea P(x, y) (fig. H4) un punto 

cualquiera del lugar geometrico. Por el 
teorema 5 del Articulo 57, la ecuacion de 
la tangente de pendiente m a la parabola 



4px es 


y - mx + —, m 0, 
m 


(?) 


Por ser OP perpendicular a la tangente (5), 
su ecuacion es 

</=--*. ( 6 ) 

m 

La ecuacion rectangular de la podaria se 
obtiene eliminando el parametro m entre 
las ecuaciones (5) y (6) . Para ello, de la 

ecuacion (6) se obtiene m — — —, valor 

y 

que sustituido en la ecuacion (5) nos da: 


x* py 

y = --— • 

y * 


Despejando y 1 obtenemos la ecuacion rectangular buscada 


j 2 = - ■ 


* + P 


que representa una cisoide con asintota x = — p. (Vease el ejemplo 1 del Ar¬ 
ticulo 19 y el ejercicio 6 del grupo 41, Ait. 88.) 
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EJERCICIOS. Grupo 44 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Hallar la ecuacion del lugar geometrico formado por los puntos de 
interseccion de dos tangentes perpendiculares cualesquiera a la circunferencia 
x 2 -f y 2 = a 2 . 

2. Hallar la ecuacion del lugar geometrico de los puntos de interseccion de 
dos tangentes perpendiculares cualesquiera a la parabola y 2 = 4px. 

3. Hallar la ecuacion del lugar geometrico de los puntos de interseccion de 
dos tangentes perpendiculares cualesquiera a la hiperbola 

b 2 jc 2 — a 2 y 7 = a 2 b 7 , a > b. 

4. Por el punto fijo A(— a, 0) de la circunferencia x 2 + y 2 = a 2 se 
traza una cuerda cualquiera AB . Hallar la ecuacion del lugar geometrico del 
punto medio de AB. 

5. Por el punto fijo A{ — a, 0) de la elipse b 2 x 2 + a 2 y 2 — a 2 b 2 . se 
traza una cuerda cualquiera AB. Hallar la ecuacion del lugar geometrico del 
punto medio de AB. 

6. Una recta l pasa por el origen y corta a las rectas 

x + 1 = 0 y jc — t/ -f- 1 — 0 

en los puntos A y B, respcctivamente. Hallar la ecuacion del lugar geometrico 
descrito por el punto medio del segmento AB a medida que la recta / gira en 
torno del origen. 

7. Un segmento AB de longitud constante / se mueve de tal manera que 
su extremo A permanece siempre sobre el eje X y su extremo B siempre sobre 
el eje V. Hallar la ecuacion del lugar geometrico descrito por un punto fijo P 
sobre AB tal que la razon AP : BP es igual a k. 

8. Hallar la ecuacion de la podaria de la parabola y 2 = 4px con respecto 
al foco. 

9. Hallar la ecuacion de la podaria de la elipse b 2 x 2 a 2 y 2 = a 2 b 9 con 
respecto a su centro. 

10. Demostrar, analiticamente, que una circunferencia es su propia curva 
podaria con respecto al centro, 

11. Hallar la ecuacion de la podaria de la hiperbola b 2 x 2 — a 2 y 2 = a 2 b 2 
con respecto a su centro. 

12. Demostrar que si en el ejercicio 11 la hiperbola es equilatera, la podaria 
es una lemniscata. (Vease el ejemplo 2 del Art, 82.) 

13. Desde uno de los focos de una elipse, se traza una recta h perpendicu¬ 
lar a cualquiera de sus tangentes, y por el centro se traza una recta / 2 que pase 
por el punto de contacto. Demostrar, analiticamente, que el lugar geometrico 
de la interseccion de h y h es la directriz correspondiente. 

14. Establecer y demostrar el teorema correspondiente al del ejercicio 13 
para la hiperbola. 

15. Hallar la ecuacion del lugar geometrico de los puntos de interseccion de 
dos tangentes cualesquiera a la parabola y 2 = 4px, tales que el producto de sus 
pendientes sea igual a una constante k . 

16. Resolver el ejercicio 15 para la elipse b 2 x 2 + a 2 y 2 = a 2 b 7 . 
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17. Hallar la ecuacion del lugar geometrico de los puntos de interseccion de 
dos tangentes cualesquiera a la parabola y 2 — 4px tales que formen un angulo 
de 45 grados. 

18. Hallar la ecuacion de la podaria de la elipse b 2 x 2 + a 2 y 2 = a 2 b 2 con 
respecto a un foco. 

19. Hallar la ecuacion de la podaria de la hiperbola b 2 x 2 — a 7 y 2 = a 2 b 2 
con respecto a un foco. 

20. Demostrar que la podaria de la circunferencia x 2 + y 2 + 4x = 0 con 
respecto al origen es una cardioide. (Vease el ejemplo 1 del Art. 82.) 
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CURVAS PLANAS DE GRADO SUPERIOR 

96. Clasificacion de funciones. Si en el curso de un discusion par- 
ticular empleamos un sfmbolo, digamos x , al que se le pueden asignar 
valores diferentes, decimos que este simbolo es una variable , y a la 
totalidad de los valores que puede tomar le llamamos intervalo de 
variacidn de la variable . As!, la eeuacion de la eireunferencia 

x 2 + y 2 = 1 (1) 

contiene las dos variables x y y , a cada una de las euales se le pueden 
asignar todos los valores reales desde — 1 hasta + 1 inclusive. El 
intervalo de variacidn de la variable x , por ejemplo, se expresa en- 
tonces por la relacion 

- 1 <*< 1 . 

Segiin vimos , una eeuacion en dos variables representa una corres- 
pondencia definida de valores entre esas dos variables (Arts. 14 , 23). 
Nos referimos a tal correspondencia como a una relacion funcional. 
Para mayor precision, establezcamos la siguiente 

Definici6n. Si dos variables, x y y, estan relacionadas de tal 
manera que para cada valor asignado a la x dentro de su intervalo, 
quedan determinados uno o m&s valores correspondientes de y , se dice 
que y es una funcion de x. 

Las funciones se clasifican de muchas maneras de acuerdo con sus 
diversas propiedadesy caractertsticas. Para nuestros fines inmediatos, 
sin embargo, sera suficiente dividir todas las funciones en dos clases 
generales : funciones algebraicas y trascendentes. Para comprender 
esta clasificacidn necesitamos agregar algunas definiciones. 

Una funcion racional entera de x es una funcidn de la forma 

ao x n + ax x n ~ l + a 2 x n ~ 2 + ... + a n -i x + a„ , 
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en donde n es un entero positive*, o cero, y ao , a\, ... , a n son 
constantes cualesquiera, Ordinariaraente nos referimos a una funcibn 
de tal naturaleza comoun polinomio en x. En particular, si ao 5* 0, 
sc dice que la funcion o polinomio es de grado n. 

Una funcion racional de x es el cociente de una funcibn racional 
entera de x por otra que sea diferente de cero. A si, si f\(x) y fi (x) 
son ambas funciones racionales enteras, si / 2 (x) es diferente de 


cero, y 


R(x) 


f i(x) 
h(x) ’ 


mtonces R(x) es una funcion racional de x . 
Consideremos ahora la ecuacion 


y m + Ri(x)y m -'+R 2 (x)y m -*+.. . + &»-1 (x)y+R m (x) = 0, (2) 


en donde m es un entero positivo y Ri (x ), R 2 ( x ) , ... , R m ( x ) son 
funciones racionales de x. Si la relacion entre dos variables x y y e s 
de la forma dada por la ecuacion (2), 0 puede hacerse que tome tal 
forma, entonces se dice que y es una funcion algebraica de x. As!, 
cada una de las ecuaciones 

x 2 + y 2 = 1 , \f = , (z 2 + y 2 f = 4(x 2 - y 2 ) y x' A + y' A = 1, 

definen a y como una funcion algebraica de x. 

Todas las funciones que no son algebraicas se llaman funciones tras- 
cendentes. Las funciones trigonom£trieas , logarltmicas y exponencia- 
les son ejemplos de tales funciones. Asi, cada una de las ecuaciones 
y — sen x , y = log x y ye x2 = 1 definen a y como una funcidn tras- 
cendente de x. 

97. Clasificacion de las curvas planas. Cuando una eurva plana 
esta representada anallticamente por una ecuacibn con dos variables, 
esa ecuacion , como acabamos de ver, expresa una relacibn funcional 
entre las dos variables. Decimos que una curva plana es algebraica o 
trascendente segun que la relacion funcional expresada por su ecuacibn 
sea algebraica o trascendente. 

Se acostumbra hacer una posterior clasificacion de las curvas 
planas. La ecuacion de una recta , 


Ax + By + C = 0, 


(1) 


es de primer grado en x y y , y la ecuacion de una cbnica, 
Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx +Ey + F = 0, 


(2) 
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es de segundo grado en x y y. Si la ecuacidn de un lugar geometrico 
no puede escribirse en ninguna de las formas (1) y (2), la curva 
correspondiente se dice que es una curva plana de grado superior . 

Se sigue, de esto , que las curvas planas de grado superior in- 
cluyen todas las curvas trascendentes y todas las curvas algebraicas 
de grado superior a dos. No incluiremos, sin embargo, entre las 
curvas planas superiores, a aquellas cuyas ecuaciones, escritas en la 
forma de un polinomio igualado a cero , son tales que el primer miem- 
bro se pueda descomponer en dos o mas factores entre las variables, 
de las formas dadas poi las ecuaciones (1) y (2) anteriores (vease el 
Art. 20). As!, la ecuacidn 

y 4 + x 2 y 2 — 4x 3 — 4 xy 2 — y 2 + 4x = 0 


es de cuarto grado en las variables x y y , pero la curva que represents 
no ser£ considerada como una curva plana superior porque la ecuacidn 
puede escribirse en la forma equivalente 

(x 2 + y 2 — 1) (y- — 4x) = 0. 

Como el ntimero de curvas planas superiores es ilimitado, se hace 
necesario hacer una seleccidn de las que van a estudiarse. Hay varias 
razones para hacer un estudio particular de una curva plana superior. 
Las principales entre estas razones se refieren a la importancia que 
tenga en Matematicas superiores, a su caracter histdrico y a sus 
aplicaciones pr&cticas. Tales consideraciones fueron las que sirvieron 
para hacer la seleccidn de las curvas planas superiores estudiadas en 
este capitulo. 

98 Algunas curvas planas superiores algebraicas. En este ar- 
ticulo , vamos a estudiar varios tipos de curvas planas algebraicas 
de grado superior. 

a) Curvas polinomias. Si en la ecuacion 

y = ao x n + ai x n ~ l + . .. + a„_i x + a n , (1) 

el segundo miembro f (x) es una funcidn racional entera de x con 
coeficientes reales, el lugar geomdtrico que representa se llama una 
curva polinomia. Para n = 1, el lugar geomdtrico es una recta ; para 
n = 2, el lugar geomdtrico es una parabola. Aqui consideraremos 
solamente curvas polinomias aquellas para las cuales n > 3 ; los lugares 
geometricos correspondientes son entonces curvas planas superiores. 

Las curvas polinomias se trazan convenientemente determinando 
primero aquellos valores de x para los cuales y es igual a cero. Cada 
valor de x de esta clase se llama un cero del polinomio f (x) represen- 
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tado por el segundo miembro de la ecuacidn (1) ; tambien se le conoce 
con el nombre de raiz de la ecuacion / (x) = 0. Graficamente, cada 
raiz real diferente, digamos a, representa la abscisa de un punto de 
interseccidn de la curva con el eje X . Se demuestra en Analisis mate- 
matico que la funcidn polinomia / (x) es continua ; graficamente, esto 
significa que el lugar geom4trico es una curva continua. 

Ejemplo. Trazar la curva polinomia cuya ecuacion es 

t/ = x 4 - 4* 3 - 3x 2 + 14* - 8. (2) 

Solucifin. Por los metodos de la teoria de ecuaciones del Algebra, se halia 
que los ceros del segundo miembro de la ecuacion (2) son —2, 1, 1, 4. Por 
tanto, podemos escribir la ecuacion (2) en la forma 

tf-U + 2) (* - 1)2 Oc -4). (3) 

Las intersecciones de la curva con el eje X son los puntos de abscisas — 2, 1 
y 4. Coino un ejemplo del metodo a seguir para obtener el signo de y para 
valores de * comprendidos entre las intersecciones, lo determinaremos para valo- 
res de * comprendidos entre — 2 y 1. Sea * = — 1, un valor comprendido 
entre — 2 y 1. Para este valor de *, los signos de los factores del segundo 
miembro de la ecuacion (3) son + , + Y ~• respectivamente; por tanto, su 
producto y es negativo, lo que indica que la curva esta abajo del eje X para 
valores de * comprendidos entre —* 2 y 1. Analogamente, podemos demostrar 
que entre las intersecciones 1 y 4 la curva tambien esta abajo del eje X. El 


- 3 

- 1 
0 
2 
3 
5 


112 
-20 
- 8 
- 8 
-20 
112 



mismo procedimiento se sigue para valores no comprendidos entre los intervalos 
pero incluidos por las intersecciones. Asi, para * < - 2, y para * > 4, la 
ecuacion (3) muestra que y espositiva; luego, en estas regiones, la curva esta 
sobre el eje X . 

Despues de hacer esta investigacion preliminar, conviene, generalmente, 
obtener las coordenadas de algunos puntos de la curva, con el fin de obtener una 
grafica adecuada. Esto puede hacerse convenientemente utilizando los metodos 
estudiados en Algebra para hallar el valor numerico de un polinomio. La gra¬ 
fica de la ecuacion (2) aparece en la figura 135. 

NOTA. Como los coeficientes de la ecuacion (1) son reales, cualesquiera 
raices complejas de f (*) = 0 deben ocurrir en pares conjugados; entonces no hay 
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intersecciones correspondientes con el eje X . Pero para cada raiz real diferente, 
y para cada grupo de un numero impav de rakes reales repetidas, el lugar geo- 
metiico corta al eje X. Tambien para cada grupo de un numero par de rakes 
reales iguales, cada una igual a. digamos a, la curva no corta al eje X, pero es 
tangente a el en el punto (a, 0) ; esto esta ilustrado en la curva de la figura 135. 

b) Curvas potenciales. La ecuacidn 

y = ax n , a ?±0, (4) 

en donde n es una constante arbitraria o parametro, representa una 
familia de curvas llamadas curvas potenciales . En particular, si n es 
positivo, se dice que las curvas de la familia (4) son del tipo parabd- 



lico; y si n es negativo, se dice que son del tipo hiperbolico. Asl, 
si n— 2, la ecuacidn (4) representa una parabola, y sin = — 1, 
representa una hipdrbola equilatera. 

Hemos considerado ya algunos casos especiales de la familia (4). 
As!, para n = 0 y 1, tenemos lineas rectas; para n = 2, una pard- 
bola ; para n = 34 > una rama de una parabola; para n = 3, la pa¬ 
rabola cubica ; para n = % , una parabola semicubica , y para n =» %, 
una rama de una pardbola semicubica. Algunas de estas curvas del 
tipo parabolico se han trazado en la figura 136(a), en donde a se tom* 
igual a la unidad. Otras, del tipo hiperbdlico, aparecen en la figu¬ 
ra 136(6), en donde a se toma tambidn igual a la unidad. 

Las curvas potenciales tienen origen diverso. Por ejemplo, en la 
teorla de los gases, tenemos las curvas representadas por la ecuacidn 

pv n = k t 


Lohmar.n. — 19. 
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en donde p es la presibn y v es el volumen de un gas , y n y k son 
constantes. En particular, si 71 = 1, tenemos la relacibn conocida 
como ley de Boyle . 

c) Curva de Agnesi. Entre las curvas algebraicas de interns his- 
tbrico estA la curva de Agnesi o la bruja. Esta curva es el lugar 
geombtrico de un punto P obtenido como sigue. Sea OA (fig. 137) 
un diAmetro de un drculo y t su tangente en A. Desde 0 tracemos 
una recta cualquiera l y sean B y C sus puntos de interseccibn con 
la circunferencia y la recta t . Por B tracemos una recta perpendicular 
a OA y por C tracemos otra recta paralela a OA ; sea P el punto de 



interseccibn de estas dos rectas. La curva de Agnesi es el lugar geomb- 
trico que describe el punto P a medida que l gira en tomo de 0. 

Para obtener la ecuacibn de la curva de Agnesi, tomemos el punto 
0 como origen y el diAmetro OA a lo largo del eje Y. La construe- 
cibn del punto P(x, y) es como aparece en la figura 137. Sean Dy E 
los pies de las perpendiculares trazadas de B a OA y de C al eje X , 
respectivamente. Sea 0 el Angulo que l forma con la parte positiva 
del eje X . Como 0 varla a medida que l gira alrededor de 0 , lo 
emplearemos como parAmetro. Tracemos la recta AB . Se verifica: 
Angulo DBO = Angulo DAB = 0 . Sea a el radio del drculo. Las 
coordenadas del punto P(x , y) , serAn : 

x = OE = AC = OA ctg 0 = 2a ctg 6 , 

y = EP = OD = OB sen 0 = OA sen 1 0 =* 2a sen 2 0. 

El estudiante debe demostrar que la ecuacibn rectangular de la curva 
de Agnesi, obtenida a partir de estas ecuaciones parambtricas, es 

8a 3 

x 2 + 4a 2 


V 


(5) 
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La ecuacidn (5) nos dice que la curva es sim6trica con respecto al 
eje Y y asintdtica al eje X. El estudio completo de la curva se deja 
como ejercicio al estudiante. 

99. Tres famosos problemas de la antigftedad. Tres problemas 
geomdtricos se hicieron famosos por los vanos esfuerzos que hicieron los 
antiguos matemdticos griegos para resolverlos utilizando solamente la 
regia y el compas. Estos problemas son 

, a) La duplicacidn del cubo. 

b) La triseccidn de un angulo arbitrario. 

c) La cuadratura del clrculo. 


Modemamente se ha demosfcrado que la solucidn de cualquiera de 
estos problemas es imposible por medio de la regia y el compds sola¬ 
mente . Dedicaremos este articulo a un breve estudio de cada uno de 
estos cdebres problemas, ligados a curvas tambi^n famosas. 


a) Duplication del cubo . Este 
problema significa la obtencidn de la 
arista-de un cubo cuyo volumen sea 
igual al doble del volumen de un cubo 
dado. Demostraremos en seguida que 
este problema puede resol verse por 
medio de la curva llamada cisoide de 
Diodes, <i(*i ) 

Sea C el centro y OA = 2 a (figu- 
ra 138) el di&inetro fijo del circulo 
generador de la cisoide. Con estos 
datos y los ejes indicados en la figura 
la ecuacidn rectangular de la curva es 


y 2 = 



( 1 ) 



_ Fig. 138 

Tracemos CD = 2a perpendicular al 

eje X , y sea E el punto de interseccidn de DA con la cisoide. Tra¬ 
cemos FE, la ordenada de E. De los tridngulos semejantes DC A y 
EFA , tenemos 


FA = CA^ = _o_ 
FE CD 2a ’ 


o sea, 


FA = 14 FE. 


(2) 
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Por ser el pun to E de la cisoide , tenemos, segun la ecuacidn (1), 

FE 2 = 4=r , 

FA 

y sustituyendo el valor de FA dado en la ecuacidn (2), resulta 

FE 

de donde, FE 3 =* 2OF 3 . (3) 


Sea b la arista de un cubo dado cualquiera. Construyamos un 
segmento de longitud c tal que 

JL EE 
b OF ' 

Entonces, de la ecuacidn (3) tenemos 

c 3 FE 3 
b *~0F*~ ’ 

de donde, c 3 = 2b 3 . 

Es decir, c es la arista de un cubo cuyo volumen es el doble del 
volumen del cubo dado de arista b. 

b) Triseccidn de un dngulo arbitrario . Si bien es posible, por 

medio de la regia y el comp&s sola- 
mente, trisecar unos cuantos angulos 
particulares, por ejemplo, un angu- 
lo recto, no es posible hacerlo si se 
trata de un angulo cualquiera. La 
triseccidn de cualquier angulo puede 
efectuarse, sin embargo, por medio 
de la concoide de Nicomedes, como 
demostraremos ahora. 

Sea AOC (fig. 139) el angulo que 
va a trisecarse. Por D , un pun to 
cualquiera sobre el lado OC, tracemos 
la recta l perpendicular al lado OA y 
sea E su punto de interseccidn. So¬ 
bre OA tomemos el punto F tal que 
EF = 20D . 

Sea 0 el punto fijo y l la recta fija de una concoide construida 
como sigue (vdase el ejercicio 22 del grupo 41, Art. 88). Por 0 


l 
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tracemos una recta cualquiera V y sea B el punto en que corta a l . 
Sean P y P f dos puntos sobre V a derecha e izquierda de B, res- 
pectivamente , y tales que | BP | — | BP f | = b , una constante , para 
cualquier position de l f . Se llama concoide el lugar geomOtrico des- 
crito por P y P f . Por este mOtodo, construyamos la concoide para 
la cual b = | EF\. Por D tracemos una recta paralela a OA y sea 
G su punto de intersection con la concoide. Tracemos OG y sea H 
su intersection con l. Entonces 

Angulo AOG = % Angulo AOC . 

La demostraciOn de esta construction es la siguiente : Tracemos DM 
siendo M el punto medio de HG. De la construction de la concoide, 

Tfo = ~EF = 20D. 

Como M es el punto medio de la hipotenusa del triAngulo rcctan- 
gulo GHD es equidistante de los tres vertices, y 

DM = MG = Y 2 HG « OD. 


Por tanto , tenemos dos triAnguIos isbsceles, ODM y DMG , tales que 
angulo MOD = Angulo OMD, 


y 


Angulo MDG = Angulo MGD. 

Llamemos </> y 6 , respectivamente, a estos Angulos. El Angulo 4> 
es un angulo exterior del triAngulo DMG ; por tanto , 


* = 2(9. 


Como DG es paralela a OA , tenemos 

Angulo AOG = angulo MGD = 6 . 

Por tanto , finalmente , 

angulo AOC = 0 + <£ = 30=3 Angulo AOG , 

y la construction estA demostrada. 

c) Cuadratura del circulo. Este problema consiste en la cons¬ 
truction de un cuadrado cuya Area sea igual a la de un circulo dado. 
Se le conoce tambiOn como el problema de f * cuadrar el circulo ”. El 
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lector comprenderd que la solucidn de este problema requiere la deter- 
minacidn de jt, la razdn de la circunferencia a su diametro. En 
Matematicas superiores se demuestra que no solamente es imposible 
resolver este problema por medio de la regia y el comp&s, sino que la 
solucidn no puede efectuarse por medio de ninguna curva algebraica 
cuya ecuacidn tenga coeficientes racionales. 

EJERCICIOS. Grupo 45 

En cada uno de los cjercicios 1-3 construir la curva correspondiente a la 
ecuacion que se da. 


1. y - x* - lx 2 - x + 2. 

2. y * 2* 4 - ll** + 20* 2 - 12*. 

3. y «■ x 6 — 5* 4 — 6* d + 38*^ — 43* + 15. 


4. Si la funcion polinomia general f (*) , igualada a cero, tiene por raices 
los numeros complejos conjugados c 4* bi y a — bi, en que a y b son reales. 


b 0, y i » V “ b demuestrese que f (*) tiene un factor cuadratico posi- 
tivo para todos los valores reales de * y, por tanto, que no hay ningun punto 
de interseccion de la curva y = f (*) con el eje X. 

5. Si la funcion polinomia general f (*) , igualada a cero, tiene raices 
reales de orden impar, iguales cada una a a, demuestrese que la curva y — f (*) 
corta a] eje X en el punto (a, 0) . 

6. Si la funcion polinomia general f (x) , igualada a cero, tiene raices 
reales de orden par, iguales cada una a a, demuestrese que la curva y — f (*) es 
tangente al eje X en el punto ( a, 0) . 

7. Para las curvas potenciales i/ = * n , demuestrese: a) que todas las cur- 
vas del tipo parabolic© pasan por el punto (1, 1) y el origen; b) que todas 
las curvas del tipo hiperbolico son asintoticas a los ejes coordenados. 

8. Dibujese la figura 136(a) del Aiticulo 98 a una escala mas grande y 


112 3 

agreguense las curvas correspondientes para n *» —, y. —, — , 4, 5. Com- 

parense los lugares geometricos obtenidos haciendo variar el valor de n . 

9. Dibujese la figura 136(b) del Articulo 98 a una escala mas grande y 


agreguense las curvas correspondientes para n — — 4~* —-L, — 3, —4. 

4 3 


Com- 


parense los lugares geometricos obtenidos haciendo variar el valor de n, 

10. Dibujense varias de las curvas potenciales representadas por la ecuacion 
* «= ay n , y comparense con las curvas correspondientes de la familia y = ax n . 


En cada uno de los ejercicios 11-17, construir las curvas potenciales cuyas 
ecuaciones se dan. 


11. 

y — (* — 1)*. Sugestion. 

Trasladese el eje Y. 

12. 

y -(* + !)». 

15. 

y + 1 -U- 0# 

13. 

y - x* + L 

16. 

y- 1 -(* + 1)8. 

14. 


17. 

y- 3 =(x + 2)-* 
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18. A partir de sus ecuaciones parametricas, obtengase la ecuacidn rectangu¬ 
lar de la curva de Agnesi dada por la ecuacion (5) del Articulo 98. Efectuar una 
discusion completa de la curva. 


A 2 

19. Trazar la curva de Agnesi cuya ecuacion es y 2 = — a — . 

la — x 

20. Empleando la construccion para la duplicacion del cubo dada en el Ar¬ 


ticulo 99, demuestrese que si en la figura 138 tomamos CD = na, podemos ob- 
tener la arista de un cubo cuyo volumen sea n veces el del cubo dado. 

21. Las parabolas y 2 = 2 ax y x 2 *= ay se cortan en el origen y en otro 
punto P. Considerando la abscisa del punto P, demostrar como el problema de 
la duplicacion del cubo puede resolverse para un cubo dado de arista a. 

22. Tracese la curva cuya ecuaci6n es x 3 + xy 2 ~ 3a* 2 + ay 2 ** 0. Esta 
curva se llama trisectriz de Maclaurin. Como su nombre lo indica puede usarse 
para trisecar un angulo cualquiera. 

23. Trazar la curva cuya ecuacion es x A + y 4 = a 4 . Esta curva se conoce 
con el nombre de cucoa de cuarto grado de Lame . 

24. En el mismo sistema de ejes coordenados dibujar las porciones de curvas 
de la familia de curvas x 11 + y n » 1, correspondientes al primer cuadrante cuan- 


12 

do a n se le asignan sucesivamente los valores y, 1, 2 y 4. Identificar 

cada lugar geometrico, y observar el efecto obtenido haciendo variar el va- 
lor de n. 

25. Trazar el lugar geometrico de x 3 + y 3 — 3 axy — 0. Esta curva se llama 
hoja de Descartes. 


26. Trazar el lugar geometrico de ( x 2 + y 2 ) 2 — ax 2 y = 0. Esta curva se 
llama bifoliada . 

27. Trazar la cuva cuya ecuacion es x 3 + xy 2 + ax 2 — ay 2 = 0. Su lugar 
geometrico es la estrofoide. 

28. Trazar el lugar geometrico de t/ 4 — 2ay 3 + a 2 x 2 — 0. 

29. Trazar el lugar geometrico de x'y 2 = c 2 (x 2 + y 2 ) . Esta curva se llama 
cruciform e. El lector debe notar que aunque el origen pertenece al lugar geome¬ 
trico, ningun otro punto de la vecindad del origen esta sobre la curva. Un pun¬ 
to, tal como el origen, se llama entonces un panto aislado. 

30. Trazar el lugar geometrico de x 2 y — a 2 x + b 2 y = 0. Esta curva se 
llama serpentina. 


100. La sinusoide. El lector ya est k familiarizado con la funckm 
sen x desde su cstudio de Trigonometrla. Las propiedades de esta 
funcidn pueden estudiarse convenientemente por medio de la ecuacidn 

y = sen x . ( 1 ) 

El lugar geometrico de la ecuacidn (1) se llama sinusoide. 

Las intersecciones de la curva (1) con el eje X son 0, ± n, 
± 2k , y, en general, nx, en que n es un entero cualquiera. El tinico 
punto de interseccidn con el eje Y es el origen. Como 

sen (— x) — — sen x = — y , 



296 


GEOMETRIA ANALITICA PLANA 


la eurva es sim^trica con respecto al origen. A la variable x pueden 
asigndrseie todos los valores reales; la variable y puede tomar valores 
reales cualesquiera en el intervalo — Por tanto, el lugar 

geom^trico se extiende indefinidamente hacia la derecha y hacia la 
izquierda del eje Y entre las rectas y = ±1 (< La curva no tiene 
asintotas. Las coordenadas de un numero suficiente de puntos pueden 
obtenerse de la tabla del Ap6ndice IC, 5, junta con las fdrmulas de 
reduccidn dadas en el Ap6ndice IC, 3. Una parte del lugar geom6- 
trico aparece en la figura 140. El estudiante debe notar que las absci- 
sas son numeros que representan la medida en radianes del angulo. 

y 



Observamos que el lugar geom6trico se repite id6ntico para cad a 
cambio de 2n radianes en el valor de x ; se dice que tal curva es 
periddica . Mas generalmente , si una funcidn f(x) tiene la propiedad 
de que 

/(*)-/(* + p), (2) 

en que p es una constante diferente de cero, entonces se dice que / (x) 
es una funcidn periddica , y al valor minimo positivo de p tal que la 
relacidn (2) se verifique aun, se le llama periodo de/(x). Eviden- 
temente, como sen x = sen (x + 2:rc), la sinusoide (1) es periddica 
con periodo 2 ji. Cualquier porcidn de la curva que corresponde a 
un cambio en x igual al periodo se llama ciclo de la curva. Asi, en 
la figura 140, un ciclo es aquella porcidn de la curva comprendida 
entre el origen y el punto (2jr, 0). Tambidn , la porcidn incluida entre 
dos intersecciones cualesquiera con el eje X se lama arco. El m&ximo 
de los valores absolutos de las ordenadas de una sinusoide se llama su 
amplitud; para la curva (1), la amplitud es la unidad. 

Veamos ahora cdmo se obtiene el periodo y la amplitud de una 
sinusoide partiendo de la ecuacidn general 


y == a sen (kx + a ), 


(3) 
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en donde a, k y a son constantes. La amplitud de la curva (3) es 
igual a | a |; por esto , la cantidad a se llama factor de amplitud . Un 
ciclo completo del lugar geom^trico de la eeuacion (3) se obtiene 
cuando el dngulo kx + a varia en 2ti radianes. Como k y a son 
constantes, esta variacidn puede efectuarse solamente alterando el 
valor de x. Evidentemente, lo que tiene que variar x , digamos p, 
es el perlodo de la curva (3). Para calcular el valor de p escribimos 

k(x + p) + a — (kx + a) = 2jt , 
kp = 2tc , 


Vemos, por lo tanto, comparando los perlodos de las curvas (1) y (3), 
que, mientras la curva (1) tiene un ciclo en el intervalo de 0 a 2jt, 
la curva (3) tiene k ciclos en el mismo intervalo. Por esto, a la 
constante k se le llama factor de periodicidad . 

El angulo a en la ecuacidn (3) no afecta ni la amplitud ni el 
perfodo de la sinusoide, pero afecta la position de la curva con relacidn 
a los ejes coordenados. Esto puede verse escribiendo la ecuacidn (3) 
en la forma 

y = a sen k (4) 

y comparando su grafica con la ecuacidn 

y =a sen kx. (5) 

Los lugares geom^tricos de las ecuaciones (4) y (5) son idtmticos en 
forma, pero si se trazan en el mismo sistema de ejes coordenados 
aparecen como curvas separadas para las cuales los puntos correspon- 
dientes tienen las mismas ordenadas pero sus abscisas difieren en una 

cantidad igual a -jr. Se dice entonces que la dos curvas estan fuera 

de fase o defasadas , y al Angulo se le da por esto el nombre de 
dngulo de fase. 

Ejemplo. Trazar la sinusoide cuya eeuacion es 

y-2 sen OA x + 1) . (6) 


de donde, 

y 


y determinar su amplitud, periodo y angulo de fase. 
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Solucidn. La amplitud es igual, evidentemente, a 2. Como cl factor de 

periodicidad es Yi , cl periodo cs igual a ^ =» 4jt, y cl a n g u 1 o dc fase es 

72 

igual a —L, o sea, 2 radianes. El cstudiantc debc notar, cn especial, que el 

72 

numcro 1 que aparece en el angulo dc la ecuacidn (6) representa un radian y no 
un grado. 

Para trazar el lugar geometrico de la ecuacion (6), es convenientc trasladar 
primero el eje y. Para ello escribircmos la ecuacion (6) en la forma 

y = 2 sen l A(x + 2), 

y haremos 

x + 2 = x'. 

De esta manera la ecuacion transformada es 

y = 2 sen Yi x f . (7) 

Como x - x' — 2, el nuevo origen O f cs el punto (— 2, 0). La grafica de la 
ecuacion (7) puede trazarse cntonces con relacion a los ejes X y Y' como 


Y’ Y 



se explico para la grafica (fig. 140) de la ecuacion (1)* Una parte de la curva 
resultante se ha representado en la figura 141; por supuesto, que esta grafica es 
tambien el lugar geometrico de la ecuacion (6) con relacion a los ejes X y Y. 
La escala senalada encima del eje X es con relacion al eje Y' y se emplea al tra¬ 
zar la grafica de la ecuacion (7) ; la escala inferior es con relacion al eje Y y se 
emplea para leer las coordenadas de los puntos que estan sobre la grafica de la 
ecuacion (6) . Se puede obtener una comprobacion parcial de la exactitud de 
la grafica de la ecuacion (6) determinando sus intersecciones con los ejes coor- 
denados. 

101. Otras curvas trigonom^tricas. Las cinco restantes funciones 
trigonom^tricas pueden estudiarse por medio de sus gr&ficas, cada una 
de las cuales recibe un nombre en relacidn con la funcibn trigonombtrica 
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correspondiente. As!, la funcion trigonomdtrica cos a; se estudia por 
medio de la ecuacidn 

y = cos x , (1) 

cuya grafica se llama la cosinusoide . Como cos x = sen ( f+ X 
la cosinusoide puede trazarse por medio de la sinusoide 

y — sen + ~ 

La curva de la figura 142, difiere de la correspondiente a y = sen x 





Fig. 142 


de la figura 140 solamente por tener al eje Y desplazado -^-unidades 

hacia la derecha. Como cos (— x) = cos x, la curva es sim^trica con 
respecto al eje F. La amplitud es la unidad, y como cos x == cos (x + 2a) 
el perfodo es igual a 2k. El resto de la discusidn de la curva se deja 
como ejercicio al estudiante. 

La grafica de la ecuacion 

y = tgx (2) 

se llama tangentoide . Como tg x = tg (x + it) , la curva es periddica 
y su periodo es igual a jt. La gr&fica [fig. 143(a) J se compone de 
un numero infinito de ramas diferentes que tiencn por aslntotas las 



(a) (b) 


Fig. 143 
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rectas x = — jt, en donde n es un entero impar. El resto de la dis- 

z 

cusidn de la tangentoide se deja como ejercicio al estudiante. Tambibn 
debe dcsarrollar una discusidzi completa de la cotangentoide , 

y = Ctg x f (3) 

cuya grafiea esta construida en la figura 143 ( b ). 

La grafiea de la secantoide , 

y = sec x, (4) 

esta trazada en la figura 144(a). La grafiea de la cosecaidoide t 

y = esc x , (5) 

se ha construido en la figura 144(6). Ambas curvas, la secantoide y 


t 

1 
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(a) 


(b) 


Fig. 144 

la cosecantoide son periddicas, siendo el perlodo de cada una igual 
a 2jt. La discusion de estas curvas se deja como ejercicio al estu¬ 
diante . 

102. Grdficas de las funciones trigonometricas inversas. La fun- 
cion arc sen x puede estudiarse por medio de la ecuacibn 

y = arc sen x , (1) 

la cual significa que y es el arco cuyo seno es x. La ecuacibn (1) se 
escribe frecuentemente en la forma 

y « sen ~ 1 x , 

pero nosotros emplearemos la notacibn de la ecuacibn (1). La relacidn 
expresada por la ecuacibn (1) puede obtenerse a partir de la ecuacibn 

( 2 ) 


x = sen y 
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despejando y en f uncion de x. Por tanto , la relacidn (1) es inversa 
de la relacidn (2); consecuentemente, la funcion arc sen x se lla¬ 
ma funcidn inversa del seno, y la gr£fica de la ecuacidn (1) se llama 
curva seno inversa. 

Como la ecuacidn (1) se deduce de la ecuacidn (2), la grdfica de 
la ecuacion (1) puede obtenerse partiendo de la ecuacion (2) por el 
mdtodo estudiado en el Articulo 100. Parte de la grafica se ha trazado 
en la figura 145(a). La discusidn completa de la curva se deja como 
ejercicio al estudiante, pero llamaremos la atencidn sobre un hecho 



Fig, 145 


irnportante : En el caso de la sinusoide, y = sen x , para cada valor 
asignado a x , se obtiene uno y solamente un valor de y . Decimos 
entonces que y es una funcidn uniforme de x. En cambio, en el caso 
de la curva seno inversa (1), para cada valor que se le asigna a x, 
se obtiene un numero infinito de valores para y . Asi > si se le asigna 
a re el valor 34 > V puede tener uno cualquiera de los valores 

j+2nn 6 -y+2njt, 

siendo n un numero entero cualquiera. De acuerdo con esto , se dice 
entonces que y es una funcidn multiforme de x. Para ciertos estudios 
se hace necesario restringir los valores de y a un cierto intervalo con 
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el fin de convertir a esta funcidn en uniforme. Para la funcidn 
arc sen x , este intervalo es 

— y£arc sen x < y, (3) 

y estos valores se llaman los valorem principales del arc sen x . El 
estudiante debe observar que, dentro del intervalo (3), la variable x 
puede tomar todos los valores desde — 1 a + 1, inclusive. Aquella 
porcidn de la curva seno inversa (1) ineluida en el intervalo (3) se 
llama rama principal de la curva; esta curva es la trazada con una 
linea m&s gruesa en la figura 145 ( a). 

Para la curva coseno inversa cuya ecuacidn es 

y = arc cos x , (4) 

la variacidn de los valores principales estd dada por el intervalo 

0 < arc cos x < it . (5) 

La rama principal de esta curva es la trazada en linea gruesa en la 
figura 145(6). 

Para la curva tangente inversa cuya ecuacidn es 

y = arc tg x , 

la variacidn de los valores principales es 

It ■ j. It , 

- — < arc tg x < —. 

La rama principal de esta curva aparece en linea gruesa en la figu¬ 
ra 145( c ). 

Para la curva cotangente inversa , y = arc ctg x , la curva secante 
inversa , y — arc sec z, y la curva cosecante in versa } y ■« arc esc z, 
los valores principales est&n dados por los intervalos 

0 < arc ctg x < it , 

— jc < arc sec x < — , 

0 £ arc sec x < , 

-it < arc esc x< — > 

0 < arc esc x < . 
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EJERCICIOS. Grupo 46 


1. Mostrar graficamente la amplitud de una sinusoide trazando en el mis- 
mo sistema de ejes coordenados, las curvas 

y = sen x, y = 3 sen x y y ~ Vi sen x. 

2. Mostrar el efecto del periodo en una sinusoide trazando, en el mismo 
sistema de ejes coordenados, las curvas 

y = sen x, y - sen 2x y y ~ sen y. 

3. Mostrar el efecto del angulo de fase en la sinusoide trazando, en el mis¬ 
mo sistema de ejes coordenados, las curvas 

y =* sen 2x, y = sen ( 2x + 60°) y y = sen ( 2x — 60°) . 

En cada uno de los ejercicios 4*15, tracese la curva cuya ecuacion se da. 
Determinense tambien su amplitud, periodo y angulo de fase. 


4. 

y — 2 sen 3x. 

10. 

y + 1 — sen (x — 1) . 

5. 

y - sen ™ 

11. 

y — 3 = Vi sen (x + 2) 


2 

12. 

x = sen 2y. 

6. 

y = 4 sen 2jix. 





13. 

x = - 2 sen 

7. 

y = Vi sen (x + 2). 


2 

8. 

y - 4 sen + 1^. 

14. 


9. 

y — — 2 sen (lx + n). 

15. 

x + 3 = 3 sen (2y + 4) 


16. Dar una discusion completa de la curva y = cos x . 

17. Dar una discusion completa de las curvas y — tg x y y = ctg x. 

18. Dar una discusion completa de las curvas y =* sec x y y = esc x. 

19. Dar una discusion completa de la curva y = a cos (Ax + a) , en que 

a. k y a son constantes. 

20. Construir la grafica de la ecuacion y = ctg x a partir de la grafica de 

«—(?-«)• 

En cada uno de los ejercicios 21-28, tracese la curva cuya ecuacion se da. 


1! 

> 

H 

CM 

cos A. 

25. 

y 


22. y « 

tg 2x. 

26. 

X 

= 2 cos 3y. 

to 

w 

'C 

II 

ctg T 

27. 

X 

WJ 

rs 

II 

24. y = 

sec 3x. 

28. 

y 

- 1 * 3 cos (x - 2) 


29. Dar una discusion completa de la curva seno inversa y — arc sen x y de 
la curva coseno inversa y = arc cos x. 

30. Dar una discusidn completa de la curva tangente inversa y = arc tg x 
y de la curva cotangente inversa y = arc ctg x. 
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31. Dar una discusion completa de la curva secante inversa y = arc sec a: y 
de la curva cosecante inversa y = arc esc x. 

En cada uno de los ejercicios 32-35, tracese la cuva cuya ecuacion se da. 

32. y = arc sen (jc — 1) . 34. y = 3 arc tg j-. 

33. y — 2 arc cos 2x, 35. x = 2 arc cos (2 — y) . 

103. Curva logaritmica. La funci6n logaritmica puede estudiarse 
por medio de la ecuacibn 

y = loga x, a>0, a^l, (1) 

cuya grafica se llama curva logaritmica . El numero positivo a es una 
constants llamada base y cuyos valores se discutiran m&s tarde. Por la 
definicibn de logaritmo (Apbndice IB , 4) , la ecuacibn (1) puede 
escribirse en la forma equivalente, 

x = a v . (2) 

La expresibn a v , llamada funcion exponential , es , evidentemente, la 
inversa de la funcibn logaritmica. La funcibn exponencial y su grafica , 
la curva exponencial, se estudiaran en el articulo siguiente. 

Trazaremos primero la curva logaritmica (1). Para x = 1 , y = 0 ; 
para x = 0, log a x , o sea y , no esta definido. Por tan to , la unica 
interseccidn con los ejes coordenados estd dada por el punto (1, 0) . 
Evidentemente no hay simetrla con respecto a ninguno de los ejes 
coordenados o al origen . Como los logaritmos de los ntimeros negati¬ 
ves son complejos, no se le pueden asignar a la variable x valores 
negativos; segtin esto, no hay curva a la izquierda del eje Y. Si la 
base a es mayor que la unidad, de la ecuacion (2) se sigue que y 
aumenta de valor a medida que x lo hace ; tarnbi4n , para x > 1 , 
y es positiva, de manera que la curva se extiende indefinidamente 
hacia la derecha y hacia arriba del eje X. Para valores de x com- 
prendidos en el intervalo 0 < x < 1 , y es negativa. A medida que 
x tiende a cero, y aumenta num6ricamente sin llmite en la direccidn 
negativa ; por tanto , la parte negativa del eje Y es una aslntota de la 
curva. 

La discusidn precedente da la localizacidn general de la curva en el 
piano coordenado , para a > 1. La determinacibn de las coordenadas 
de los puntos de la curva depende, sin embargo , del valor asignado a 
la base a. Hay dos bases de uso corriente, la base comiin 10 , para 
los calculos numbricos ordinarios, y la base neperiana e, igual a 
2 ,71828 , aproximadamente , empleada casi exclusivamente en Mate- 
maticas avanzadas. Para la base 10, las coordenadas de los puntos 
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de la curva (1) pueden obtenerse en una tabla de logaritmos comu- 
nes, tal como la Tabla A del Apdndice II; la gr&fica correspondiente 
es la trazada en la figura 146. Las tablas de logaritmos de base a, 
llamados logaritmos naturales o neperianos , tambi£n pueden usarse. 
La relacidn entre los logaritmos comunes y los logaritmos naturales 
puede obtenerse por medio de la formula dada en el Apdndice IB , 4 , 
segun la cual 


loge X = 


log IQ x 
logio e 


logio s 

0 ,43429 


= 2 ,3026 logio x . 


Por tan to, la grafica de la ecuacidn (1) cuando a * e puede obte¬ 
nerse a partir de la gr&fica para a ^ 10 multiplicando todas las orde- 
nadas de la curva de la figura 146 por 2 ,3026. 


Y 



Fig. 146 



Ejemplo. Trazar la curva logaritmica cuya ecuacion es 

y = 2 logi 0 2 V x — 1 . (3) 

Solucitfn. Por supuesto que se puede trazar la grafica directamente partien- 
do de la ecuacion (3) . Pero podemos simplificar el procedimiento usando los 
teoremas sobre logaritmos dados en el Apendice IB, 4, y escribiendo entonces la 
ecuacion en la forma 

y - logio 4 + logi 0 (x - 1) . 

Si pasamos logio 4 al primer miembro, y hacemos 

x f = x — 1, y f - u — logio 4, 
la ecuacion toma la forma 

y' = log 10 x'. (4) 

La grafica de la ecuacion (4) puede trazarse ahora tal como se trazo la de la 
ecuacion (1) anterior. La curva (fig. 147) se traza partiendo de la ecuacion (4) 
;on referencia a los nuevos ejes X' y Y / obtenidos trasladando los ejes origi- 
nales al nuevo origen 0'(1, logio 4). 

— 20 . 
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104. Curva exponential. La funci6n exponencial puede estudiarse 
por medio de la ecuacidn 

y “ a*| fl ^ 0 1 a ^ 11 ( 1 ) 

cuya gr&fica se llama curva exponencial . Se hizo notar en el articulo 
precedente que las funciones exponencial y logaritmica son inversas 
entre si, ya que la ecuacidn (1) puede escribirse en la forma equiva- 
lente 

x = lo g a y. (2) 

Es evidente, por la ecuacidn (2), que la curva exponencial (1) 
puede trazarse tai como se trazd la curva logaritmica 

y = loga x, a > 0, a ^ 1. (3) 

En suma, para el mismo valor de a, las dos curvas (1) y (3) son 
iddnticas en su forma ; difieren solamente en sus posiciones con relacidn 

a los ejes coordenados. En la figu- 
ra 148 se han trazado varias curvas 
exponenciales para diversos valores 
de a, incluyendo el caso importante 
en que a = e, la base de los logarit- 
mos neperianos. Todas estas curvas 
pasan por elpunto (0,1) y son 
asintdticas al eje X. 

La funcidn exponencial es de una 
gran importancia en las Matematicas 
avanzadas y sus aplicaciones. Se pre- 
senta en las expresiones matem&ticas 
de una gran variedad de fendmenos 
fisicos. Aparece frecuentemente en la 
forma 

Fig, 148 y = ce kx , (4) 

en que c y k son constantes diferentes de cero y e es la base neperiana. 
Para tener una idea de lo mucho que se presenta la funcidn exponencial 
en la pr&ctica , basta considerar que aparece en la represen tacidn ana- 
Utica de tan variados fendmenos como son el crecimiento de las bacte- 
rias, la descomposicidn del radio y la ley de Newton del enfriamiento. 
Se presenta tambidn en la fdrmula empleada para la determinacidn del 
interds continuo, y por esta razdn se le menciona a veces como la ley 
del interns compuesto. En los ejercicios 22-28 del grupo 47 aparecen 
varias aplicaciones de la funcidn exponencial; ademas se dan algunas 
ilustraciones m&s en el siguiente articulo. 
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La funcidn exponencial aparece tambien en la ecuacidn 

( 5 ) 

V Jt 

en donde h es una constante arbitraria. La grdfica de esta ecuacidn 
se Hama curva de probabilidad o curva de error . Es de importancia 
fundamental en la teoria de la probabilidad y sus aplicaciones. En el 
ejemplo siguiente se considera un tipo sencillo de curva de probabi¬ 
lidad ; sirve para que se vea la forma general de tales curvas. 

Como la funcidn exponencial e x ocurre tan frecuentemente en las 
aplicaciones, se han construido tablas de valores de e* y para 
facilitar los cdlculos num^ricos. Una pequena tabla de tales valores es 
la Tabla C en el Ap&idice II. 

Ejemplo. Trazar la curva de probabilidad cuya ecuacion es 

y =r ( 6 ) 

Solucitin. Como y es diferente de cero para todos los valores de x, no hay 
interseccion alguna con el eje X. Para x * 0, y — 1; por tanto, la interseccion 
con el eje Y esta dada por el punto (0 r 1). La curva es pues. evidentemente. 


Y 



sim^trica con respecto al eje Y . Como x puede tomar todos los valores reales, 
la curva se extiende indefinidamente hacia la derecha e izquierda del eje Y. 
Tambien, como y es positiva para todos los valores de x, la curva esta en sn 
totalidad arriba del eje X. Si escribimos la ecuacion (6) en la forma 



vemos, por ser e > 1, que, a medida que jc aumenta de valor sin Hmite en la 
direccion positiva o en la negativa, y tiende a cero. Por tanto, el eje X es una 
asintota. La ecuacidn (7) nos dice tambien que y alcanza su valor maximo 
cuando el valor de e x% es minimo, y esto ocurre cuando x «■ 0. Por tanto, el 
valor maximo de y es 1, y (0, 1) es un punto maximo de la curva. Las coor- 
denadas de algunos puntos del lugar geometrico pueden obtenerse por medio de 
la Tabla C del Aplndice II. La grafica es la represented* en la figura 149. 
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EJERCZCZOS. Grupo 47 


En cada uno de los ejercicios 1*12, 
ci6n se da. 

construir la 

curva logaritmica cuya ecua- 

1. y * log« x. 

7. 

y 

= logio V X . 

2. y = logio(jc — 2) . 

8. 

y 

= logc V x + 1 . 

3. y - - logio x. 

9. 

X 

- loga(y + 4) . 

4 . y - log 10 (— jc) . 

10. 

y 

-2 = 2 loge V x — \ . 

6. y 3 loga (x + 1) . 

11. 

y 

» logo sen x. 

©. y « logio X 2 . 

12. 

y 

— logr cos x . 

13. Discutir la curva logaiitmica 

y ■ loga x 

cuando la base a esta restiin- 


gida a tomar valores comprendidos dentro del intervalo 0 < a < 1. 
14. En el xnismo sistema de ejes coordenados, trazar las curvas y 


logo x 


cuando se le asignan a la base a los valores y, y, i, 2, 3 y 4. Comparense 

las curvas obtenidas haciendo variar el valor de a. 

15. Explicar por que en las ecuaciones de las curvas exponencial y logarit- 
mica la constante a esta restringida a tomar valores positivos diferentes de la 
unidad. 


En cada uno de los ejcrcicios 16*21, trazar la curva exponencial cuya ecua- 


ci6n se da. 



16. 

v = U%) x - 

19. 


17. 

y = 4e* -1 . 

20, 

V + 1 - 2 x+l . 

18. 

x « 3*. 

21. 

y-2m 3e x ~ 2 . 

22. 

Al final de n anos, 

el monto C producid 

o por un capital c al r por 


ciento de interes compuesto anual esta dada por la formula 

C - c(l + 0 n * 

Trazar la grafica de esta ecuaci6n cuando c *» 100 y r — 0,04, siendo C y n 
las variables. 

23. La presi6n P de h atmosfera a una altura h esta dada, aproximada- 
mente, por la f6rmula 

P = Poe- kl> , 

en la que P 0 es la presion al nivel del mar y k es una constante. Trazar la gra¬ 
fica de esta ecuacion cuando P 0 — 76 y k — 0,13, siendo P y h las variables, 

24. Si To es el exceso inicial de la temperatura de un cuerpo sobre la tempe- 
ratura de los cuerpos que le rodean, entonces el exceso de temperatura T despues 
de un lapso de tiempo t esta dado, aproximadamente, para valores pequenos 
de T, por la formula conocida como ley de Newton del enfliamiento: 

T = T 0 e~ kt , 

en la que k es una constante. Trazar la grafica de esta ecuacion cuando To — 100 
y k — 0,4 siendo T y t las variables. 
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25. Si Ao es la cantidad original de radio que contiene una muestra, la 
cantidad A no descompuesta despues de un lapso de tiempo r esta dada por 
la formula 

A = A 0 e~ kt y 

siendo k una constante. Trazar la grafica de esta ecuaci6n cu„ndo Ao ” 1 y 
k — 0,0004, siendo A y t las variables. 

26. Si 7o es la intensidad inicial de una corriente telef6nica, entonces su 
intensidad I despues de un lapso de tiempo t esta dada, bajo ciertas condiciones, 
por la formula 

/ = Ioe- H , 

en que h es una constante. Trazar la grafica de esta ecuaci6n cuando I 0 ** 0.2 
y k = 0,01, siendo / y t las variables. 

27. Si T y T 0 representan las fuerzas de tension que actuan sobre los 
lados util y libre, respectivamente, de una banda transmisora de energia, 
entonces 

T = Toe"*, 


en donde k es una constante. Trazar la grafica de esta ecuacion cuando To»100 
y k » 0,5 siendo T y 9 las variables. 

28. Si la carga inicial de un condensador es Qo* la carga Q despues de un 
lapso de tiempo t esta dada, bajo ciertas condiciones, por la formula 

Q - Q 0 e~ W , 

en donde k es una constante. Trazar la grafica de esta ecuacion cuando Qo - 10 
y k - 0,01 siendo Q y t las variables. 

En cada uno de los ejercicios 29 y 30, tracense las graficas de las curvas dadas 
por sus ecuaciones parametricas. 

29. x — sen r, y = e t . 30. x * 2 + r, y = log 10 r. 

105. Curvas compuestas. Si la ecuacidn de una curva es tal que 
puede considerarse como una combinacidn de las ecuaciones de dos o 
m&s curvas simples, diremos que su grdfica es una curva compuesta . 
Por ejemplo , la gr&fica de la ecuacidn 

y = x — cos x 

es una curva compuesta, ya que puede obtenerse como una combina- 
cidn de la recta y =■ x y de la cosinusoide y — cos x. Ilustraremos el 
procedimiento a seguir para la construccidn de la curva en el siguiente 
ejemplo. El m6todo se conoce con el nombre de adicidn de ordenadas . 

Ejemplo 1. Trazar la curva compuesta cuya ecuaci6n es 


y — x — cos x. 


a) 
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Solucldn* Fodemos, por supnesto, trazar la curva calculando directamente 
las coordenadas de varios puntos a partir de la ecuacion (1), Pcro podemos 
tambien considerar la recta 

y - x (2) 

y la curva 

1 / * - cos x . (3) 

Por metodos estudiados anteriormente, las graficas de las ecuaciones (2) y (3) 
pueden trazarse rapida y facilmente. Son las lineas punteadas de la figura 150- 
Para un valor particular de x, digamos * 1 , sean y i y y a, respectivamente, las 
ordenadas correspondientes sobre las curvas (2) y (3). Entonces la ordenada 



Fig. 150 


de la curva (1) correspondiente a este valor x = xi puede obtenerse tomando la 
suma algebraica de las ordenadas y\ y ya. Por este metodo, se pueden deter- 
minar graficamente puntos del lugar geometrico de la ecuacion (1) a partir de las 
graficas de las ecuaciones (2) y (3) corao se hizo para el punto Pi. La curva 
resultante, correspondiente a la ecuacion (1), aparece en la figura 150 en linea 
gruesa. 

Las gr&ficas de las funciones hiperbdlicas son ejemplos de curvas 
compuestas. El seno hiperbdlico de x , que se escribe senh x, se define 
por la fdrmula 

senh x =---, 

y el coseno hiperbdlico de x por 

e*+e~ x 

cosh x =-^-* 
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Las restanles funciones hiperbdlicas, tangente, cotangente, secante 
y cosecante hiperbdlicas de x , se definen de la misma manera que las 
funciones trigonom6tricas correspondientes. Esto nos da 


, _ senh x _ g — e~ x 

® X ” cosh x " e x + e ~ x ’ 

sech x cos h £ e* + e _x 1 


otghx ’Tib- 

csch x =* r— 

senh x 


e g + e ~ * 
e* — ’ 

2 

c x — c* ‘ 


En el siguiente ejemplo se ilustra una aplicacidn importante del cosh x. 


Ejemplo 2. Trazar la curva cuya ecuaci6n cs 

y = -±C“ + e _ “), a > 0. 


(4) 


Solucltin, La curva corta al eje Y solamente en el punto (0, a) . La curva 
es simetrica con respecto al eje Y . Como e x es positiva para Codos los valores 
de x , y es positiva para todos los valo¬ 
res de x. A medida que x tiende a infinito 
tomando valores positivos o negativos, 
y tiende a infinito positivamente. El va¬ 
lor minimo de y es a. La curva se extiende 
indefinidamente a la derecha e izquierda 
del eje Y y hacia arriba de la recta y = a. 

No tiene asintotas verticales ni horizonta- 
les. Para trazar la grafica podemos tomar 
a igual a la unidad y usar entonces los va¬ 
lores de e x y e~ x dados en la tabla C del 
Apendice II. La grafica puede tambi^n ob- 
tenerse partiendo de las curvas exponencia- 




y y = 


f* 


por el meto- 



do de adicion de ordenadas. La grafica 

aparece en linea gruesa en la figura 151; las curvas exponenciales estan indicadas 
por lineas punteadas. 

Por la definicion de cosh x dada arriba, la ecuacion (4) puede escribirse en 
la forma 

y *= a cosh •£. 

a 

La curva se llama catenatia . Es la forma que toma un cable uniforme y flexible 
suspendido de dos puntos y colgando bajo su propio peso. 


Consideremos ahora una curva de importancia fundamental en la 
teorla de las vibraciones. Se llama curva de las vibracionea decrecientes , 
y su ecuacidn general es de la forma 

y = ae~ c2x sen (ftx + a), 


( 5 ) 
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siendo a , c , k y a constantes. Esta ecuacidn describe el movimien- 
to, ba jo condiciones apropiadas, de un cuerpo vibratorio que estd 
sujeto a una fuerza resistente. La variable y mide el degplazamiento 
del cuerpo desde su posicion de equilibrio a cualquier tiempo medido 
por la variable x. Si no estuviera el factor la ecuacidn (5) 

tomarla la forma 

y = a sen (kx + a), (6) 

que es la sinusoide estudiada en el Articulo 100, ecuacidn (3). La 
amplitud de la curva (6) es constante e igual a \a\. En la ecua- 
cibn (5), en cambio, el factor e~ c2x tiene el efecto de disminuir la 


Y 



amplitud o el desplazamiento del cuerpo desde su posicidn de equilibrio , 
a medida que x crece. Por esto e~ c * x se llama factor de crecimiento . 
La forma general de la grdfica de la ecuacidn (5) se ilustra para un 
caso sencillo en el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 3. Trazar la curva cuya ecuacion es 

_ ~ 

y = 2e & sen jc. (7) 

Soluci6n. El trazado de esta curva es relativamente sencillo, pues cl valor 
absoluto de sen x nunca excede a la unidad. Por tanto, el valor de y no puede 

X_ jT 

exceder nunca a 2e 5 ni ser menor que — 2e 5 ; en consecuencia, la curva 
(7) esta en su totalidad dentro de las curvas 

_ _x _ 

y =* 2e 5 y y “ — 2e 5, (8) 

que por esto ban sido llamadas curvas circundantes de la curva representada por 
la ecuacidn (7) . Empezaremos, por tanto, trazando primero las curvas circun¬ 
dantes (S) que son las lineas de trazos de la figura 152. La grafica de la 



CURVAS PLANAS DE GRADO SUPERIOR 


313 


ecuacion (7) , trazada con Hnea gruesa en la figura 152, puede obtenerse ahora 
facilmente considerando las variaciones dc los valores de sen x. Para valores 
de x = 0, 2jt, ..., la curva (7) corta al eje X; para valores de 

ji 5jt 9jt 
* 2 * 2 * 2 * 

X 

corta a la curva circundante 7e 5 . y para valores de 

IJL lif? 

X ” 2 ’ 2 ' 2 * 

X 

corta a la otra curva circundante y — — 2e 5. 

Se pueden usar ventajosamente eurvas circundantes para trazar 
graficas cuyas ecuaeiones sean de la forma 

V = f(x)-g(x), 

en que una de las funciones f (x) y g(x) sea una funcidn seno o co- 
seno. Unos ejemplos de tales ecuaeiones son y = x sen x y t /=*± 2 cosx. 


EJERCICIOS. Grupo 48 


En cada uno de los ejercicios 1-10 construir la curva cuya ecuacion se da. 


1. 

y =* 2x — sen x. 

6. 

y = x 2 + sen x. 

2. 

y = 3x + cos 2x. 

7. 

y = 3x + logio 2x. 

3. 

y — 1 = x — sen 2x. 

8. 

y = x 2 + logio x. 

4. 

x — y + cos 2y. 

9. 

y “ loge x — sen x 

5. 

x + I = 2y — 2 sen y. 

10. 

y = sen x + e x . 


En cada uno de los ejercicios 11-14, construir la curva, a partir de su ecua¬ 
cion dada, por el metodo de adicidn de ordenadas. Compruebense los resultados 
por medio de las relaciones trigonometricas dadas en el Apendice IC, 9. 


11. y — 3 sen x + 4 cos x, 13. y — 4 sen 3x — 3 cos 3x. 

12. y = sen 2x + cos 2x. V * 2 sen — + 3 cos y • 


En cada uno de los ejercicios 15-18, construir la curva cuya ecuaci6n se da, 
y determinar su periodo. 


15. y — sen x + cos 2x. 

16. y = sen x + sen 2x. 


17. y * sen 2x + cos 3 jc. 

18. y - sen x + sen2x + sen 3x. 


19. Trazar la curva seno hiperbolico y 



e x + e~ x 


20 . 


Trazar la curva tangente hiperbolica y 
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21. En el mismo sistema de ejes coordenados, tracense las graficas de la 

curva de Agnesi, y = -!- , la curva de probabilidad, y - e~ x 2 , y la curva 

x 3 f 1 

2 

secante hiperbolica, y = -Observese la gran semejanza que tienen es- 

e x + e~ x 

tas curvas entre si. 

22. Trazar la grafica de la ecuacidn y — cosh x 4- senh x> Hallar la ecua- 
cion de la curva exponencial representada por esta ecuacidn. 

23. Trazar la curva seno hiperbolico inverso y — senh“ l x. 

En cada uno de los ejercicios 24-35, construir la curva cuya ecuacion se da, 


24. y — x sen x . 

30. 

y = sen 3 x . 

25. y = x 2 cos x. 

31. 

y — x sen 2 x . 

26. y — sen * . 

32. 

y ~ logio x + l 

X 


X 

27. y = 2e~ x sen 2x . 

33. 

y = xe x . 

28. y = 2e~ x cos ~. 

2 

34. 

y = e x loge x . 

29. y — 1 = 2e~ x sen (2x + 4) . 

35. 

x = e~~ v sen 2y, 
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CAPITULO XIII 


EL PUNTO EN EL ESPACIO 


106, Introduction. En la Geometrfa analitica plana solamente se 
consideran los puntos situados en un solo piano, el piano coordenado. 
Esta limitation no permite la investigation de las figuras generales en 
el espacio. Por esto, y con el fin de extender el mOtodo analitico al 
estudio de las figuras de tres dimensiones, quitamos la restriction im- 
puesta y consideramos que el punto puede ocupar cualquier posiciOn cn 
el espacio. 

Cuando un punto P estd en un piano coordenado, su posiciOn sc 
fija con respecto a los elementos de referenda del piano. Si considera¬ 
mos ahora que el punto P puede ser un punto cualquiera del espacio, 
su position puede determinarse por su distancia perpendicular, llamO- 
mosla z, al piano coordenado. Vemos, entonces, que para localizar 
la posiciOn de un punto en el espacio se requiere otra dimension z 
ademas de las dos dimensiones del sistema coordenado piano. En 
consecuencia , desde este punto de vista , un sistema coordenado en el 
espacio es un sistema tridimensional obtenido como una extension del 
sistema bidimensionaL TambiOn vemos que, cuando a z se le asigna 
el valor particular cero, el sistema tridimensional se reduce al bidi— 
mensional, por tanto, un sistema de coordenadas en el piano puede 
considerarse como un caso especial de un sistema de coordenadas en cl 
espacio. Desde este tiltimo punto de vista, es importante notar que 
una relaciOn en el espacio se reduce a la relaciOn correspondiente en el 
piano cuando se da a la tercera dimension el valor cero. En adelante 
tendremos ocasiOn muy frecuentemente de observar esta analogia entre 
los sistemas bi y tridimensional. 

En Geometrla analitica plana las relaciones y las propiedades geo- 
mOtricas se expresan por medio de ecuaciones que contienen , en gene¬ 
ral , dos variables. En Geometrla analltica del espacio, en eambio, 
tales ecuaciones contienen , en general, tres variables, y, es evidente, 
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que la presencia de esta variable adicional traera una mayor complica- 
ci6n analitica que las relaciones con el piano. Ademas, el estudiante 
comprendera perfectamente que la tercera dimensidn de la Geometria 
analitica del espacio exigir& mas trabajo de su poder de visualization 
de figuras en el espacio que el que requirid para figuras en el piano. 

107. Sistema de coordenadas rectangulares en el espacio. En 
Geometria analitica del espacio se emplean varios sistemas de coorde¬ 
nadas. El mas usado es el rectangular que describiremos y discutiremos 
en este articulo. 

Consideremos tres pianos mutuamente perpendiculares que se cortan 
en el punto comun 0 , tal como se indica en la figura 153. Como el 

Z 



punto en el espacio va a localizarse con referenda a estos elementos, 
los pianos se llaman pianos coordenados, las rectas de intersection de 
estos pianos ejes coordenados y el punto 0 origen del sistema de coor¬ 
denadas rectangulares. Teniendo lo anterior estamos en libertad de 
designar los ejes coordenados como queramos. Un convenio es el indi- 
cado en la figura 153 ; se dice entonces que el sistema de coordenadas 
es un sistema de memo derecha. Otro convenio, tambiOn muy usado, es 
el mismo que aparece en la figura 153 con excepcidn de que los ejes 
XX' y YY' estan intercambiados ; en este caso se dice que el sistema 
coordenado es un sistema de memo izquierda. En este libro empleare- 
mos, en general, el primer sistema. 

Los ejes coordenados XX', YY', ZZ' se llaman , respectivamente , 
el eje X, el Y y el Z. Estos ejes son rectas dirigidas, cuya direction 
positiva est& indicada en cada uno por una flecha. Cada piano 
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coordenado se designa por los dos ejes coordenados que contiene. As!, 
el piano coordenado que contiene al eje X y al eje Y se llama pia¬ 
no XY; analogamente, tenemos los pianos XZ y YZ. Los tres 
pianos coordenados dividen el espacio en ocho regiones llamadas octan - 
ies. El octante determinado por las partes positivas de los ejes coor¬ 
denados se llama 'primer octante; no se acostumbra asignar ningun 
numero a los siete octantes restantes. El estudiante puede concebir 
facilmente el primer octante considerando una de las esquinas de una 
habitacidn rectangular en donde dos paredes adyacentes y el piso 
representan a los pianos coordenados. 

En seguida veremos c<5mo puede localizarse un punto en el espacio 
por medio del sistema de coordenadas rectangulares. En la practiea , 
no es necesario representar el siste¬ 
ma de coordenadas trazando los 
pianos coordenados como aparecen 
en la figura 153; serd suficiente 
para nuestros fines trazar solamen- 
te los ejes coordenados como se 
indica en la figura 154. Sea P un 
punto cualquiera del espacio. Su 
posicidn puede determinarse hacien- 
do pasar por P pianos paralelos a 
los tres pianos coordenados y con¬ 
siderando los puntos A , B y C 
en que cortan a los ejes X, Y y Z , 
respectivamente. E s t o s pianos, 
juntos con los coordenados forman un paralelepipedo recto rectan¬ 
gular . Evidentemente, la posicidn de P con relacidn al sistema de 
coordenadas estd determinada por sus distancias a los pianos coorde¬ 
nados . Estas distancias estan dadas por las longitudes de los segmen- 
tos dirigidos OA , OB y OC , llamados x, y , z, respectivamente. 
Entonces los tres niimeros reales x , y y z constituyen la coordenada x , 
la coordenada y y la coordenada z de F. Cada coordenada se mide-a 
partir del origen 0 sobre el eje coordenado correspondiente, y es posi- 
tiva o negativa segun que su direction sea la misma o la opuesta a la 
de la direccidn positiva del eje. Para el punto P (fig. 154) todas las 
coordenadas son positivas, y el punto esta en el primer octante. Las 
coordenadas x , y , z de cualquier punto P se escriben en ese orden , 
se encierran en un par£ntesis y el punto se representa por P(x , y , z). 

Un punto P en el espacio tiene una y solamente una terna de 
coordenadas (x, y , z) relativa a un sistema coordenado rectangular 
especificado. Redprocamente, una terna de coordenadas (x, y , z) 


Z 
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determina uno y solamente un punto P en el espacio con respecto a 
un sistema coordenado fijo. 

Es importante escribir las coordenadas (x y y , z) de un punto P 
del espacio en su propio orden , ya que la posici6n de una coordenada 
en el conjunto indica a lo largo de qu£ eje se mide la coordenada par¬ 
ticular. Por esto, las coordenadas de un punto en el espacio forman 
una terna ordenada de numeros reales. Por tan to, en vista de nuestra 
discusion previa, podemos decir que un sistema de coordenadas rectan- 
gulares en el espacio establece una correspondencia biunivoca entre cada 
panto del espacio y una terna ordenada de niimeros reales . 

Como en Geometria analftica plana, la construccidn de figuras 
apropiadas constituye una parte importante del trabajo desarrollado en 

la Geometrfa analitica del espacio. 
En este libro haremos uso de un m6- 
todo muy comun llamado de proyec - 
ciones paralelas . Como se ve en la 
figura 154 , los ejes X y Z $e trazan . 
en este sistema de proyeccion , per¬ 
pendiculars entre si, pero el eje X 
se traza de tal manera que el angulo 
XOY sea mayor dc 90° y, usual- 
mente, se toma igual a 135°. En- 
tonces 1 a s distancias medidas a lo 
largo de , o paralelas a , los ejcs Y y Z 
se trazan a escala completa, y las 
distancias medidas a lo largo de , o 
paralelas a, el eje X se acortan una 
cierta cantidad , generalmente h a s t a alrededor de siete decimos 

de la escala completa. Enla figura 155, los puntos 

Pi(3, 4, — 2) y P2(—3 ; —5,3) estan trazados de acuerdo con 
estos convenios. 


Z 



EJERCICIOS. Grupo 49 
Dibujar una figura para cada ejercicio. 

l a Trazar los puntos cuyas coordenadas son (2, 0, — 1), (4, — 3, 7), 

(- 5, - 9, 2) y (3, - 1, 4). 

2. Escxibir las coordenndas de los puntos O. A, B, C y D de la figura 154 
del Artfculo 107. 

3. Escribir los signos de las coordenadas de los puntos situados en cada uno 
de los ocho octantes. 
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4. Construir el triangulo cuyos vertices son (2, — 1, 3), (— 1, 1, 2) y 

( 1 . - 2 ). 

5. Desde el punto P (x , y, z) se trazan perpendiculars a los tres ejes 
coordenados. Hallar las coordenadas de los pies de estas perpendiculares. 

6. Construir el tetraedro cuyos vertices son (0, 0, 0,) , (2, 0, 0) , 
(0, 2, 0) y (0, 0, 2) . 

7. El punto P(2, 3, 3) es un vertice del paralelepipedo recto rectangular 
formado por los pianos coordenados y los pianos que pasando por P son para- 
lelos a ellos. Hallar las coordenadas de los otros siete vertices. 

8. Hallar el volumen del paralelepipedo recto rectangular del ejercicio 7 y 
la longitud de su diagonal. 

9. Empleando la figura 154 del Articulo 107, hallar la distancia del punto 
P (x, y, z ) a cada uno de los ejes coordenados. 

10. Empleando la figura 154 del Articulo 107, hallar la distancia del origen 
al punto P (x, y, z) . 

11# Se ha trazado una recta del origen al punto (1, 2, 1). Hallar el angulo 
que forma dicha recta con la parte positiva del eje Y. 

12. Establecer una propiedad comun de las coordenadas de todos los puntos 
que estan: a) en el piano XY; b ) en el piano XZ; c) en el piano YZ. 

13* Establecer propiedades comunes de las coordenadas de todos los puntos 
que estan : a) sobre el eje X; 6) sobre el eje Y; c) sobre el eje Z. 

14. ^Cual es el lugar geometrico de los puntos cuya coordenada z es igual 
a - 5 ? 

15. ^Cual es el lugar geometrico de un punto que se roueve de tal manera 
que su coordenada x es siempre igual a 4? 

16. ^Cual es el lugar geometrico de un punto que se mueve de tal manera 
que su coordenada y es siempre igual a 2 y su coordenada z siempre igual a 3? 

17. Demostrar que los puntos Pi (x, y, z ) y Pa(*» — y, — z) son sime- 
tricos con respecto al eje X. 

18. Establecer y demostrar teoremas analogos al del ejercicio 17 para la 
simetria de dos puntos con respecto al eje Y y al eje Z. 

19. Se ha formado un paralelepipedo recto rectangular haciendo pasar pia¬ 
nos paralelos a los pianos coordenados por cada uno de los puntos Pi(l, 2, 2) 
y P 2 (3, 6, 7) . Hallar las coordenadas de los otros seis vertices y las longitudes 
de las aristas. 

20. Hallar la longitud de la diagonal PjP 2 del paralelepipedo recto rectan¬ 
gular del ejercicio 19. 

108. Distancia entre dos puntos dados en el espacio. En date y 
los articulos siguientes, tendremos ocasidn de emplear el concepto de 
proyeccidn ortogonal de un punto sobre un piano y sobre una recta en 
el espacio. La proyeccidn ortogonal de un punto P sobre un piano 
es el pie de la perpendicular trazada de P al piano. La proyeccidn 
ortogonal de un punto P sobre una recta l es el punto de interseccidn 
de l y el piano que pasando por P es perpendicular a I. La proyec^ 
cidn de un segmento rectilineo sobre un piano (o una recta) se deduce 
inmediatamente de estas definiciones. Asi, si P\ y P'a son las pro- 
yecciones ortogonales respectivas sobre un piano (o una recta) de los 
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extremos Pi y Pi de un segmento , entonces la proyeccion Pi Pi sobre 
ese piano (o recta) es el segmento Pi'Pi'. 

Consideremos (fig. 156) dos puntos dados cualesquiera en el espa- 
cio Pi(xi, yi f zi) y Pi{xi, yi , zi) . Vamos a determinar la distancia 
d = | Pi Pi |. Por cada uno de los puntos Pi y Pi hagamos pasar 
pianos paralelos a los tres pianos coordenados. Estos pianos forman 
un paraleleplpedo recto rectangular que tiene a Pi Pi por diagonal y 
a PiVi, P 1 V 1 y PiV 3 por aristas. Estos pianos dan tambi4n las 
proyecciones ortogonales de Pi y Pi sobre los pianos y ejes coorde¬ 
nados. Asl, P'i y P ; 2 son las proyecciones ortogonales respectivas 

Z 



Fig. 156 

de Pi y Pa sobre el piano XY , y P'iP'i es la proyeccidn P 1 P 2 sobre 
el piano XY . Tambi4n Ai , Pi y C 1 son las proyecciones ortogona¬ 
les respectivas de Pi sobre los ejes X , Y y Z y y Ai } Bi, Ci son 
las proyecciones respectivas de Pi sobre los ejes X } Y y Z. Para 
simplifies r la figura , algunas de las proyecciones y Hneas proyectantes 
se han omitido. 

Es muy sencillo demostrar, mediante una doble aplicacidn del 
teorema de Pit&goras, que el cuadrado de la longitud de la diagonal 
de un paraleleplpedo recto rectangular es igual a la suma de los cua- 
drados de las longitudes de sus aristas. Por tanto , podemos escribir 

d ! = P 1 P 2 2 = Pi 7i 2 + YiVi + pTv? . (1) 

Evidentemente, por la defmicion de las coordenadas de un punto 
en el espacio, las coordenadas de Ai y Ai son (*i, 0, 0) y 
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(£2 j 0, 0), respectivamente. Por tanto, por el teorema 1 del Ar- 
ticulo 3 , tenemos 

Pi V\ — Ai A 2 =» X 2 - xi. 

An&logamente, tenemos 

Pi V 2 = B\ B 2 = y 2 — yi, 

y _ _ 

Pi 7s = Ci C 2 = z 2 - 3!. 


Sustituyendo estos valores en la ecuacidn (1), tenemos 
d 2 = (X 2 - xi) 2 +( 2/2 — 2/1 ) 2 + (^2 — zi) 2 , 

de donde, 

d = a/(x 2 — xi ) 2 + — y\ ) 2 + (22 — zi ) 2 

De aquf el siguiente 

Teorema 1. La distancia d entre los dos puntos Pi (xi, yi, zi ) y 
P 2 (X 2 , y 2 , Z 2 ) estd dada por la fdrmula 

d = V( x 2 — xi ) 2 i- (y 2 — yi ) J -h (za — zi ) 2 . 

Notas. 1. Si los puntos Pi y P 2 estan sobre el piano XY, las coordena- 
das z 1 y z 2 son ambas cero, y la formula dada en el teorema 1 se reduce a la 
formula dada en Geometria analitica plana, en el teorema 2 del Articulo 6. 

2. Por medio del teorema 1 y las definiciones de las coordenadas de un pun- 
to, podemos determinar facilmente la distancia de cualquier punto del espacio a 
cada uno de los pianos y ejes coordenados, y al origen. Asi, (fig. 156) las 
coordenadas del punto B 1 son (0, y\ t 0). Por tanto, para la distancia de Pi 
al eje Y, tenemos 

I Pifii I = V (0 — * 1 ) a -h tyi - yi) a + (0 — zi) 2 = V jci 3 + zi*. 

Ejemplo. Demostrar que el punto Pi (2, 2, 3) equidista de los puntos 
P»(1. 4, - 2) y P3(3. 7. 5). 

SoluciOn. Segun el teorema 1 anterior, tenemos 

| fYP, | = V(1 -2)* + (4 - 2)*+(- 2 - 3)* = V30 

y ,_ _____ 

I P 1 P 3 1 = \/(3 - 2) 3 + (7 - 2) 2 + (5 - 3; 2 = V30. 

Por tanto, | P 1 P 2 | = I P 1 P 3 |. El estudiante debe trazar la fignra correspon- 
diente al ejemplo. 


109. Divisi6n de un segmento en el espacio en una raz6n dada. 

Ahora consideraremos la divisidn de un segmento dado en el espa¬ 
cio en una razdn dada, Esto es, simplemente, una ampliacidn del 
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problema an£logo en el piano, que se ha estudiado en el teorema 3 del 
Articulo 7. 


Teorema 2. Si Pi(xi, yi, zi) y P^Cxs, y2 , Z2) son los extremos 
de un segmento dirigido PiP 2 , las coordenadas (x, y, z ) de un punto 
P que divide a este segmento en la razdn r = Pi P : PP 2 son 


x 


Xi + r x2 yi + ry2 

1 + r ’ y_ 1 + r ’ Z 


zi + rz2 
1 + r ’ 


(r 5 ^ — 1 ). 


Demostraci 6 n . Sean P'i, P' y P’r (fig. 157) las proyecciones 
respectivas de los puntos Pi, P y Pt sobre el piano XY, y Ai, A 
y Ai sobre el eje X. Las rectas proyectantes Pi Pi', PP' y P 2 P '2 



Fig. 157 


son paralelas y estdn todas en el mismo piano ; por tanto, por Geo- 
metrla elemental, estas rectas interceptan segmentos proporcionales 
sobre las dos transversales P 1 P 2 y P'iP'j , y tenemos 


r 


PiP 

PP 2 


P f iP' 
P'P'j ’ 


( 1 ) 


An&logamente, considerando las rectas paralelas A\P f \ , AP f y AiP f 2 , 
tenemos 

P f \P f _ A\ A __ x — xi 

m TJ 2 ~ X2-X* 


De las relaciones (1) y (2), resulta 


r — 


X — Xi 
Xi — X 


1 


(2) 
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de donde, 


x 


xi + rii 
1 + r 


Por un procedimiento semejante obtenemos los valores de las coor- 
denadas y y z. 

NOTA. A este teorema se aplican las mismas observaciones hechas para el 
teorema analogo en el piano (teorema 3, Art. 7) . 


Para el caso particular en que P es el punto medio del segmento 
de recta dirigido Pi P 2 , r =■ 1, y tenemos : 

Corolario . Las coordenadas del punto medio del segmento dirigido 
cuyos extremos son los puntos (xi, yi, zi) y (x 2 , y 2 , Z 2 ) son 

xi + x 2 yi + y 2 zi + z 2 

x>= 2 » y 2 f z 2 

EJemplo. Hallar las coordenadas de los puntos de triseccidn y el punto 
medio del segmento Pi (1, - 3, 5) y P 3 ( — 3,3, —4). 


Z 



Solucldn. Sean A 1 y Aa (fig- 158) los puntos de triseccidn y M el punto 

P\Ai 1 

r ■ y para A* tenemos 
_ AiPa 2 

PiAa . _ ... - 

r ~ " ■ 2. Por tanto, para el punto Ai, por el teorema 2 anterior. 


medio de Pi Pa. Para Ai tenemos r j 


Aj Pa 


_ _ *1 4- rjca 
T+r 


1 + 3) _I _ — 3 + H (3) 

1 + J* 3' * 1 + M 

z - ! + - 2. 

1 + Vi 


1. 
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AnSlogamente, para el punto A 2 , tenemos 


1 + 2 



-3+2(3) = . 
1 + 2 


Las coordenadas del punco medio M, son 


__ 5 + 2 (-4) 
1 +2 


- 1 . 


x 



-3+3 

2 


0 y 


z — 


5 - 4 1 

2 2 


EJEBCICIOS. Grupo 50 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Hallar la distancia entre los puntos Pi (-1, — 2, 2) yP 2 (2, 4, — 1). 

2. Demostrar que los puntos Pi (—2, 4, -3), P 2 (4, — 3, — 2) y 
Pa(— 3, — 2, 4) son los vertices de un triangulo equilatero. 

3. Hallar el perimetro del triangulo cuyos vertices son A (—2, —3, —2), 
£ (— 3, L 4) y C (2, 3,-1). 

4. Calculando ciertas distancias, demostrar que los tres puntos 
(2, 0, — 1), (3, 2, — 2) y (5, 6, —4) son colineales. 

6. Determinar la forma que toma la formula de la distancia entre dos pun¬ 
tos (teorema 1, Art. 108) cuando P, y P 2 estan en un piano paralelo al pia¬ 
no XY y a k unidades de el. 

6. Determinar la distancia desde un punto cualquiera P(x, y, z) a cada 
uno de los pianos y ejes coordenados, y al origen (vease la nota 2 del teorema 1, 
Art. 108) . Ordenense los resultados en una tabla y observese la simetria en las 
letras a:, y y z. 

7. Hallar la distancia del punto ( — 2, 6, 3) a cada uno de los pianos 
coordenados y al origen. 

8. Hallar la distancia del punto (3, — 4, 2) a cada uno de los ejes coor¬ 
denados. 

9. Demostrar que el cuadrado de la distancia de cualquier punto al origen 
es igual a la suma de los cuadtados de sus distancias a los pianos coordenados. 

10. Los puntos extremos de un segmento son Pi (—4, 1, 3) y 

Pa (5, —2, 1). Hallar las longitudes de sus proyecciones sobre los ejes coor¬ 
denados. 

11. Hallar las longitudes de las proyecciones del segmento del ejercicio 10 
sobre los pianos coordenados. 

12. Las longitudes de las proyecciones de un segmento sobre los ejes coor¬ 
denados son 2, 2 y — 1, respectivamente. Hallar la longitud del segmento. 

13. Los puntos extremos de un segmento son Pi(jci. yi, z i) y 
Pa (xt, t/a. 2 2 ) . Demostrar que la longitud de su proyeccion sobre el piano XY 
es igual a y/ (x 2 — xi) 2 + ( 1/2 — y 1 ) 2 . Sugestion. Usese la figura 156 del 
Articulo 108. 

14. Uno de los extremos de un segmento de longitud 3 es el punto 
(3. 2, 1). Si las coordenadas x y y del otro extremo son 5 y 3, respectiva¬ 
mente, hallese la coordenada z. (Dos soluciones. ) 

15. Hallar la ecuacion algebraica que expresa el hecho de que la distancia 
del punto (x, y> z) al punto (2, 1, 4) es igual a 5. iQue representa esta 
ecuacidn? 
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16. Determinar la ecuaci6n algebraica que expresa el hecho de que el punto 
( x , y, z) equidista de los dos puntos (3, 0,-1) y (—2, 2, 1) ^Qu£ 
representa esta ecuacidn? 

17. Deducir las formulas para calcular los valores de y y z, y dibujar las 
figuras correspondientes, relativas al teorema 2 del Articulo 109. 

18. Los puntos extremos de un segmento son Pi (—2, 1, 4) y 
P 2 O, 2, — 1) . Hallar las coordenadas del punto P que divide a este segmento 
en la razon P,P : PP 2 — 3. 

19. Hallar las coordenadas de los puntos de triseccion y el punto medio del 
segmento cuyos puntos extremos son (5, — 1, 7) y (—3, 3, 1). 

20. Los extremos de un segmento son Pi (3, 2, 6) y Pa (8, 3. 8). Hallar 
las coordenadas del punto P que divide a este segmento en la razon 

pTp : ppT = - 2. 

21. Los extremos de un segmento son Pi (5. 1, 2) y Pa(l. 9, 6). Hallar 
la raz6n PiP : PPa en la cual el punto P(2. 7. 5) divide a este segmento. 

22. El punto P esta sobre el segmento cuyos extremos son (7, 2, 1) y 
(10, 5, 7). Si la coordenada y de P es 4, hallense sus coordenadas x y z. 

23. Los vertices de un triangulo son los puntos (8, 0, 1), (2, 3, 6) y 
(— 1, —3, 2). Hallar las coordenadas de su centro de gravedad. (Vease el 
ejercicio 19 del grupo 2, Art. 7.) 

24. Los vertices de un triangulo son los puntos (* 1 , y 1 , z t ) , (x 2 , ya. z 2 ) 
y (* 3 . y 3 / zs) . Demostrar que las coordenadas de su centro de gravedad son 
(Yz\xi + x 2 + *3] • >3 [ y 1 + y 2 + y 3 ] . }ilz I + Z 2 + z 3 ] ) . Usese este resul- 
tado para comprobar el ejercicio 23. (Vease el ejercicio 20 del grupo 2, Ar- 
ticulo 7.) 

25. Demostrar que los tres segmentos que unen los puntos medios de las 
aristas opuestas de cualquier tetraedro pasan todos por un punto P que los 
biseca. El punto P se llama centroide o centro de gravedad del tetraedro. 

110. Cosenos directores de una recta en el espacio. Vimos en 
Geometrla analitica plana que la direcci6n de una recta en el piano se 
determina por medio de su angulo de inclinacidn o de su pendiente 
(Art. 8). En este articulo veremos cdmo se determina la direccidn de 
una recta en el espacio. 

Si dos rectas estan en el mismo piano se dice que son coplanarias . 
Tales rectas pueden cortarse 0 no; si no se cortan, se dice que son 
paralelas . Por tanto, para que dos rectas cualesquiera en el espacio 
se corten o sean paralelas , es necesario que sean coplanarias. Conse- 
cuentemente , dos rectas cualesquiera en el espacio que no sean copla¬ 
narias no pueden ni cortarse ni ser paralelas ; se llaman entonces rectas 
que se cruzan. Hasta aqul se ha definido el angulo entre dos rectas 
dirigidas sobre el supuesto de que las dos rectas o se cortan o son 
paralelas (Art. 8). Es evidente, entonces, que debemos definir lo 
que entendemos por angulo formado por dos rectas que se cruzan. Se 
llama dngulo de dos rectas que se cruzan al formado por dos rectas cua- 
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lesquiera que se cortan y son paralelas , respectivamente , a las rectas dadas 
y tienen el mismo sentido . 

La direccidn de una recta cualquiera en el espacio se determina por 
los Angulos que forma con los ejes coordenados. Sea l (fig. 159) cual- 
quier recta dirigida en el espacio. Si l no pasa por el origen 0 , sea l f 
la recta que pasando por 0 es paralela a l y del mismo sentido. 
Entonces los Angulos a, fi y y formados por las partes positivas de 
los ejes X, Y y Z y la recta V se llaman dngulos directores de la 

recta dirigida l. Un Angulo director 
puede tener cualquier valor desde 0° 
hasta 180° inclusive. Evidentemente, 

a * 7 

vr' 1, si la recta l es de sentido opuesto , sus 

Angulos directores son los Angulos 
, suplementarios respectivos. 

En la resolution de nuestros pro- 
blemas, veremos que generalmente es 

\ p _ ^y mAs conveniente usar los cosenos de 

los Angulos directores en lugar de los 
/ angulos mismos. Estos cosenos, 

cos a , cos P , cos y , se llaman cose - 
Fig. 159 nos directores de la recta dirigida l. 

Como cos (jc — 0 ) = — cos 0 , se si- 
gue que si l es de sentido opuesto sus cosenos directores son — cos a , 
— cos |3 y — cos y . Por tan to , cualquier recta del espacio , no diri¬ 
gida , tiene dos sistemas de cosenos directores, iguales en valor abso¬ 
lute , pero opuestos en signo. 

Vamos a determinar los cosenos directores de una recta cuya posi- 
cidn en el espacio estA dada por dos de sus puntos. Sea l [fig. 160 (a) ] 
una recta que pasa por los puntos Pi (xi, yi , zi) y P 2 (x 2 , 2 / 2 , zi) . 
Primero coneideraremos el caso en que l tiene el sentido indicado en la 
figura. Por cada uno de los puntos Pi y P 2 , hagamos pasar pianos 
paralelos a los coordenados, formando asi un paraleleplpedo recto 
rectangular cuya diagonal es Pi P 2 , y cuyas aristas paralelas a los ejes 
X, Y y Z son, respectivamente, P 1 F 1 , PiF2 yPiF3 . Si cada aris¬ 
ta tiene el mismo sentido que el eje a que es paralela, los Angulos 
directores son 


a = Angulo P 2 Pi Vi , P = Angulo P 2 Pi V 2 , 

Y = Angulo Pz Pi V 9 . 

Ahora consideremos [figs. 160(6), (c) y (d) ] los tres triAngulos 
rectAngulos formados por los dos puntos Pi, P 2 y cada uno de los 
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vertices V 1 , V 2 y Vs. Para cada uno de estos triangulos sea 
d = | Pi P 2 1, en que d se determina como en el teorema 1 del Ar- 
ticulo 108. Tambi&i , como se vi6 en el Articulo 108 , 

Pi Vi « x 2 — xi, Pi V2 = 2/2 — yi , Pi P 3 = Z2 — zi * 


Por tanto, de los tres triangulos, tenemos, para los cosenos direc¬ 
tors , 


X2 — Xl 

cos a =-^-, 


COS P = 



COS Y = 



( 1 ) 


p 2 



Fig. 160 


Si la recta Z se considera dirigida en el sentido de P 2 a Pi, entonces 
los tres cosenos directores son 


Xl — X2 

d 


COS P = 


y\ - y 2 


cos y = 


Los resultados precedentes conducen al siguiente 

Teorema 3 . Los cosenos directores de la recta determinada por los 
dos puntos Pi(xi, yi, zi) y P 2 (x 2 , y 2 , z 2 ) y dirigida en el sentido 
de Pi a P 2 , son 


x 2 — Xi 

cos a = —j— , 



cos v 



siendo d la distancia entre Pi y P 2 . 


NOTA. £1 estudiante debe observer particularmente que d es un numero 
positivo y que el signo de cada coseno director se determina por el aigno del 
numerador que es la longitud de un segmento de recta dirigido (la proyeccidn 
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de PiP 2 sobre el eje coordenado correspondiente) . Este numerador se obtiene 
siempre restando la coordenada del origen de la coordenada correspondiente del 
extremo del segmento. (Vease el teorema 1, Art. 3.) 


Si elevamos al cuadrado ambos miembros de cada una de las ecua- 
ciones (1) y (2), y sumamos, obtenemos 


cos 2 a + cos 2 3 + cos 2 y 


(X 2 — X 1) 2 + (y 2 — y\Y + (Z 2 — zi) 2 
d 2 


Pero, por el teorema 1, Articulo 108, 

d 2 = ( Z2 — X]) 2 + (t/2 — 2/1 ) 2 + (z 2 — zi) 2 . 

Por tanto, tenemos el siguiente importante resultado, 

cos 2 a + cos 2 3 + cos 2 y = 1, ( 3) 

que dice : 

Teorema 4 . La suma de los cuadrados de los cosenos directores de 
cualquier recta es igual a la unidad. 


NOTA. Por la ecuacion (3) se ve que los angulos directores de una recta no 
son todos independientes. En efecto, fijados dos de ellos, el tercero y su suple- 
mento quedan determinados. 


Por la ecuacidn (3) vemos tambi^n que no todos los cosenos direc¬ 
tores de una recta pueden ser nulos. Como tendremos ocasidn de rcfe- 
rirnos a este hecho , lo anotaremos como un corolario al teorema 4. 

Corolario. De los cosenos directores de una recta uno , cuando 
menos , es diferente de cero . 


Ejemplo. Hallar los cosenos directores de la recta l (fig. 161) que pasa por 
los puntos Pi (2, 1, —2) y P 2 ( — 2 , 3, 3) y esta dirigida de P 2 a Pi. 

Solucidn. La distancia entre 
Pi y P 2 es 

d = V(2 + 2) 2 + (1-3) =+ (-2-3)? 

= 3 V5. 

Entonces, como l esta dirigida de P 3 a 
Pi. tenemos 



Fig. 161 


cos a 


cos p 


cos y 


2 — ( — 2 ) 


3 V7 

-2-3 
3 y/l 


d 3 VT" 
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111. Numeros directores de una recta en el espacio. En lugar de 
los cosenos directores de una recta l conviene, a veces, emplear tres 
ntimeros reales, llamados numeros directores de l , que sean propor- 
cionales a sus cosenos directores. Asi, a, b y c son los numeros 
directores de una recta l , siempre que 


cos a cos P cos y 1 J 

en donde cos a , cos P y cos y son los cosenos directores de l . Evi- 
dentemente , si r ^ 0 , cualquier grupo de tres numeros , ra 7 rb y rc , 
puede servir como sistema de numeros directores, Del numero infinito 
de sistemas de ntimeros directores de cualquier recta, elegimos gene- 
ralmente , por simplicidad , el compuesto por enteros de valor numd- 
rico minimo. 

Como tendremos que usar frecuentemente los numeros directores 
de una recta , es conveniente introducir una notacidn especial para 
ellos. Si tres numeros reales cualesquiera , a , b y c , representan los 
numeros directores de una recta , indicaremos esto encerrandolos entre 
par6ntesis rectangulares , asi: [ a , b , c ]. Los par&itesis rectangula- 
res sirven para distinguir los ntimeros directores de una recta de las 
coordenadas de un pun to que se encierran en parentesis ordinarios. 

Los cosenos directores de una recta pueden determinarse facilmente 
a partir de sus ntimeros directores. En efecto , igualemos cada una de 
las razones de (1) a algun numero k diferente de cero, de modo que 

a = i: cos a , b = k cos P , c = k cos y . (2) 

Si elevamos al cuadrado ambos miembros de las ecuaciones (2), y 
sumamos, obtenemos 

a 2 + b 2 + c z = k 2 (cos 2 a + cos 2 P + cos 2 y ), 


la cual, por el teorema 4 , Art. 110 , se reduce a 

a 2 + b 2 + c 2 = k 2 , 

de manera que k = =±= V a 2 + b 2 + c 2 . 

Por tanto , de las ecuaciones (2), tenemos el 

Teorema 5. Si [ a, b, c ] son los numeros directores de una recta, 
sus cosenos directores son 


cos a = 


a 


■ f COS P = ± 


Va 2 + b 2 + c 2 9 ' Va 2 -f b 2 + c 2 * 

c 

COS V = ± — > . , 

Va 2 + b 2 + c 2 
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en donde se escoge el signo superior o el inferior segun que la recta estt 
dirigida en un sentido o en el sentido opuesto . 

Por el corolario al teorema 4, Articulo 110, y por las ecuacio- 
nes (2) anteriores, tenemos el siguiente 

Corolario 1. De los numeros directores de una recta uno , cuando 
menos , es diferente de cero. 

Por el teorema 3 , Articulo 110 , tenemos : 

Corolario 2. Un sistema de numeros directores para la recta que 
pasa por los puntos Pi (xi, yi, zi) y P 2 (x 2 , y 2 , z 2 ) esld dado por 

[ x 2 — xi, y 2 — yi, z 2 — zi ]. 

EJemplO. Los numeros directores de una recta l son [2, — 2, — 1]. Ha- 
Uar los cosenos directores de l si la recta esta dirigida de tal manera que el 
angulo (3 es agudo. 

Soluci6n. Por el teorema 5 anterior, los cosenos directores de l, cuando la 
recta no esta dirigida, son 

2 

cos a = =fc — , = ± cos |3 = =f %, cos y = =f }&. 

V 2 »+(- 2 J»+(-l)* 

Como / esta dirigida de tal manera que p es agudo, cos P es positivo. Por 
tanto, tomando los signos inferiores para los cosenos directores, tendremos 

cos a = - %, cos p *= cos y = }$. 

EJERCICIOS. Grupo 51 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Hallar los cosenos directores de la recta que pLsa por los puntos 
1\( 2, 5, — 1), P 2 (3, —2, 4) y que esta dirigida de 1\ a 1\. 

2. Hallar los cosenos directores de la recta que pasa por los puntos 
Pi(—9, 2. 1), jPa(—7, 0, 2) y que esta dirigida de P 2 a Pi. 

3. Dos de los cosenos directores de una recta son % y — Hallar el 

tercer coseno director. 

4. Hallar los cosenos directores de una recta si los angulos directotes a y p 
son 60° y 30°, respectivamente. 

5. Hallar los cosenos directores de una recta si a — 45°, y * 60° y p es 
agudo. 

6. Hallar los cosenos directores de una recta si p ■ 45° y a = y. 

7. Hallar los cosenos directores de una recta que forma angulos iguales con 
los ejes coordenados. 

8. Hallar el valor comun de los ingulos directores de la recta del ejercicio 7. 
(Dos soluciones.) 

9. Por medio de los cosenos directores, demostrar que los tres puntos 

(4, 3, 1), (- l, 2, - 3) y (- 11, 0, - 11) son colincales. 




EL PUNTO EN EL ESPACIO 


333 


10. Si dos de los angulos directores de una recta son cada uno de 60°, hallese 
el tercer angulo director. 

11. Hallar los angulos directores de la bisectriz del angulo formado por 
las partes positivas de los ejes X y Y, y despues determinar sus cosenos 
directores. 

12. Demostrar que si una recta esta en el piano XY, la relacion del teore- 
ma 4 (Art. 110) se reduce a cos 5 a + cos 2 p = 1. (Vease el ejercicio 19 del gru- 
po 14, Art. 37.) 

13. Determinar a que se reduce la relacion del teorema 4 (Art. 110) para 
una recta que esta: a) en el piano XZ; b ) en el piano YZ. 

14. El segmento dirigido Pi P 2 tiene por cosenos directores — %, 2 /z y ~ 3s. 
Si la distancia de Pi a P 2 es 3 y las coordenadas de Pi son (7, 4, 1), hallar 
las coordenadas de P 2 . 

15. El segmento dirigido Pi P 2 tiene por cosenos directores %, — y 

Si la distancia de Pi a P 2 es 7 y las coordenadas de P 2 son (8, — 2, 12) , 
calcular las coordenadas de Pi. 

16. Hallar los cosenos directores de una recta cuyos numeros directores 
son [2, 4. — 1 ] . 

17. Los numeros directores de una recta son [— 1, — 1, 3]. Hallar los 
cosenos directores de la recta si esta dirigida de tal manera que el angulo a es 
agudo. 

18. Los numeros directores de una recta son [5, — L 2]. Hallar los 
angulos directores de dicha recta si esta dirigida de tal manera que el angulo y 
es agudo. 

19. Sea P un punto cualquiera distinto del origen, contenido en una recta l 
que pasa por el origen. Demostrar que un sistema de numeros directores para l 
esta dado por las coordenadas de P. 

20. Construir la recta que pasa por el origen y tiene por numeros directo¬ 
res [ I. — 4]. 

21. Una recta l pasa por los puntos Pi y P 2 . Demostrar que un sistema 
de numeros directores de l esta dado por las longitudes de las proyecciones del 
segmento Pi P 2 sobre los ejes coordenados. 

22. Obtener el tesultado del ejercicio 19 como un caso particular del ejer¬ 
cicio 21. 

23. Construir la recta que pasa por el punto (6, — 9. 2) y que tiene por 
numeros directores [4, 2. —I]. 

24. Hallar un sistema de numeros directores para la recta del ejercicio 7. 

25. Por medio de numeros directores demostrar que los tres puntos 
(2, L 4), (4, 4, — 1) y (6, 7, — 6) son colineales. 

112. Angulo formado por dos rectas dirigidas en el espacio. 
Vamos a determinar el Angulo 6 formado por dos rectas cualesquiera 
dirigidas, h y h , en el espacio. Sean V 1 y l f 2 (fig. 162) dos rectas 
trazadas por el origen y paralelas, y del mismo sentido, a 1 1 y 1 2 , 
respectivamente. Por definicibn (Art. 110), el Angulo formado por 
las rectas dirigidas y ^ es el Angulo $. Sea Pi(xi, y \, zi) un 
punto cualquiera, distinto del origen, sobre V \, y P 2 (x *, y 2 , z 2 ) 
otro punto cualquiera, distinto del origen sobre V 2 . TambiAn, sea 
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| OPi | = di , | OP 2 1 * d ,2 y | Pi P 2 | = d. Por la ley de los cosenos 
(Ap6ndice IC , 11), tenemos, para el tri&ngulo OPi P 2 , 


cos 0 = 


di 2 + &*-<!* 
2di d,2 


( 1 ) 


Por el teorema 1 del Articulo 108, tenemos 

di 2 = X 1 2 + yi 2 + Zi 2 f di 2 = x 2 2 + yi 2 + z 2 2 , 
d 2 = (x 2 - xi) 2 + ( 2/2 — 2 / 1) 2 + (22 - zx) 2 . 



Fig. 162 


Si sustituimos estos valores en el numerador del segundo miembro de 
la ecuacidn (1), y simplificamos, obtenemos 


cos 6 = 


Xi *2 4- y 1 -4- 2122 

di a?2 


( 2 ) 


Sean ai, pi, yi los dngulos directores de h y, por tan to , de Pi , 
y « 2 , P 2 , Y 2 los angulos directores de 1 2 y, por tan to, de P 2 . Por 
el teorema 3 del Articulo 110 , tenemos v 


y 


x 1 Q y 1 

cos ai = —, cos pi = -T-, 

ai ai 


cos yi 


di 


COS d2 = 


X2 

d2 * 


cos P 2 



22 


COS Y2 = -3-. 

U2 


Sustituyendo estos valores en la ecuacidn (2 ), obtenemos la relacidn 
buscada 

cos 0 = cos ai cos a 2 + cos pi cos P 2 + cos yi cos y 2 . (3) 
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Esta igualdad nos dice : 

Teorema 6. El dngulo 0 formado por dos rectas dirigidas cua- 
lesquiera en el espacio, cuyos dngulos directores son ai, |ii, yi y 
ct2 , [32, Y2, respedivamente, se determina por la relacion 

cos 6 = cos ai cos 012 4- cos (3i cos |3 2 + cos yi cos y 2 . 


Del teorema 6 se deducen los dos siguientes corolarios : 

Corolario 1 . Para que dos rectas sean paralelas y del mismo sen - 
tido es condicidn necesaria y suficienie que sus dngulos directores corres- 
pondientes sean iguales; para que sean paralelas y de sentidos opuestos 
es necesario y suficienie que sus dngulos directores correspondientes sean 
suplementarios . 

Corolario 2 . Para que dos rectas dirigidas sean perpendiculares 
es necesario y suficienie que la suma de los producios de sus cosenos 
directores correspondientes sea igual a cero . 


Ahora vamos a obtener los resultados del teorema 6 y sus dos 
corolarios en funcidn de los numeros directores de las dos rectas. 

Sean [ 01 , 61 , ci] y [a 2 , 62 , c 2 ] los numeros directores de las dos 
rectas ii y I 2 , respectivamente. Por el teorema 5 del Articulo 111 , 
tenemos 


cos ai = 


_ai_ 

V 01 2 + 61 2 +7? ' 


cos |3i = 


61 

V ai 2 + 61 2 + ci 2 9 


Ci 


COS <X2 = 


COS Vi » ± — - , 

V ai 2 + 61 2 + ci 2 
, cos (3 2 = ± 


a 2 


b 2 


V a 2 2 -h b 2 2 + c 2 2 


V a 2 2 + b 2 2 + C 2 2 9 


cos Y2 = 


± 


_C2_ 

V a 2 2 + b 2 2 + C2 2 


Sustituyendo estos valores en la relacidn del teorema 6, obtenemos: 

Teorema 7. El dngulo 6 formado por dos rectas dirigidas cua- 
lesquiera en el espacio , cuyos numeros directores son [ ai, bi, ci ] y 
[ a 2 , b 2 , c 2 ], respedivamente , esta determinado por la relacidn 

* ai a 2 + bi b 2 + ci c 2 

COS 0 = =b . — y 

V ai 2 + bi 2 + ci 2 V a 2 2 + b 2 2 + c 2 2 

Nota. El doble signo indica que hay dos valores de 9 . suplementarios 
entre si. Un valor especifico de 0 puede obtenerse siempre considerando los dos 
sentidos de las rectas. Esto se ilustra en el ejemplo que damos a continuacion. 
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Del teorema 7 se deducen los dos corolarios siguientes : 

Corolario 1. Para que dos rectas dirigidas sean paralelas es nece- 
sario y suficiente que sus numeros direciores correspondientes sean pro - 
porcionales . 

Corolario 2. Para que dos rectas dirigidas sean perpendicular es 
es necesario y suficiente que la suma de los productos de sus numeros 
direciores correspondientes sea igual a cero. 

EJemplo. Hallar cl area del triangulo cuyos vertices son los puntos 
Pi( 1. -L 2 ), P 2 (4, 5, — 7) y P 3 (- 1, 2 , 1 ). 

Solucidn. El triangulo es el de la 
figura 163. Sea el angulo P 2 Pi P 3 — 9, 

I Pi P 2 I * d\ y | P\ P 3 | — d 2 * HI area del 
triangulo es (Apendice IC, 12 ) 

K = Vzdidi sen 9, (4) 

El sentido de los lados del angulo 6 
correspondent* al vertice Pi es el indicado 
en la figura. Para obtener los signos co- 
rrectos de los cosenos directores de estos 
lados, restamos las coordenadas de Pi de las 
coordenadas correspondientes de P 3 y P 3 
(nota, teorema 3, Art. 110). Por tanto, 
por el corolario 2 del teorema 5, Art. Ill, 
los numeros directores de 

PiP 2 son [4 - 1 , 5 + 1 , - 7 - 2 ], 
o sea. [3, 6 , -9] 6 [1. 2, -3], 

y los de Pi P 3 son [—1—1, 2 + 1, 1—2],o sea, [ — 2 , 3, — 1 ]. 

Por tanto, por el teorema 7 6 por el teorema 6 , tenemos 

1 (— 2) + 2*3 + (— 3) (— 1) -2 + 6 + 3 1 

c °s e = — — — - = 1= ~ = y * 

V l 2 + 2 2 + (- 3) a \/(-2) 2 +3 2 + (- l ) 2 \/ 14 V 14 

Como 9 es agudo, sen 6 — y/ 1 — cos 2 9 = 

2 

Por el teorema 1 del Articulo 108, 

d 1 = + (- 9) 2 = Vl26 = 3 \Z~li 

y 

d 3 - V(-2)*H-3* + (-D* = Vl4. 

Sustituyendo estos valores en la relacidn (4) , tenemos, para el area buscada, 


Z 
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113 . Numeros directores de una recta perpendicular a dos dadas. 
En este artlculo vamos a considerar un artificio para obtener los 
numeros directores de una recta perpendicular a dos rectas dadas 
que nos va a ser muy util al trabajar con pianos y rectas en el es- 
pacio. 

Sean [ oi, bi , ci ] y [ 02, b 2 , ca ] los numeros directores dados de 
dos rectas no paralelas, lx y h, respectivamente. Queremos deter- 
minar los ntimeros directores [ a , b , c ] de una recta cualquiera l 
perpendicular a ambas Zi y I2. Tal recta existe. En efecto , si h y U 
se cortan, l puede representar una cualquiera de las rectas paralelas 
perpendiculares al piano determinado por 1 1 y 1 2. Si 1 1 y 1 2 se cru- 
zan , entonces l puede representar una cualquiera de las rectas per¬ 
pendiculares al piano determinado por dos rectas que se cortan y son 
paralelas respectivamente a 1 1 y 1 2. 

Como l es perpendicular a lx y 1 2, tenemos, por el corolario 2 
del teorema 7 , Artlculo 112 , las dos relaciones siguientes 

aid + bib + cic = 0 , \ 

02 a 4- Z?? & + c 2 c = 0. / 


El sistema ( 1 ) consta de dos ecuaciones con tres incdgnitas, 
a , b y c. Podemos resolver este sistema para dos cualesquiera de 
estas incdgnitas en funcidn de la tercera por la regia de Cramer 
(Ap£ndice IB , 6) siempre que el determinante del sistema sea dife— 
rente de cero Este determinante puede ser uno cualquiera de los tres 
determinantes 


01 &l 


Ol Ci 


bi ci 

02 62 


02 C2 


Z>2 c 2 


Uno, por lo menos, de estos determinantes es diferente de cero. 
En efecto , si fueran todos nulos, tendrfamos, respectivamente , 

dl 62 = 02 61 , Oi C2 = 02 Cl , 61 C2 = &2 Ci , 

de donde, 

oi J bi ci 

o 2 62 c 2 * 

y por el corolario 1 del teorema 7 , Artlculo 112, esta dltima rela- 
ci6n implica que 1 1 y 1 2 sean paralelas, lo que contradice la hipdtesis. 
Por tan to , podemos suponer que el primero de los determinantes ( 2 ) 
es diferente de cero, y resolver el sistema (1) para a y b en t6rmi- 
nos de c. 


Lehmann • —• 22. 
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Esto nos da 


— Ci c 

bi I 


bi 

Cl 


ai 

— CiC 


Cl 

Ol 

— C 2 C 

h 


62 

C2 

- r h — J 

0 2 

— C 2 C 


C2 

02 

Ol 

bi 


Oi 

bi 

C y 0 — 

Ol 

61 


Ol 

bi 

d 2 

b 2 


02 

62 


02 

62 

1 

02 

62 


Ahora bien , c no puede ser cero . Porque , si c = 0 , las ultimas rela- 
ciones indican que a y b son ambas iguales a cero, lo que esta en 
contradiccidn con el corolario 1 del teorema 5 , Artlculo 111. Como 
los ntimeros directores de una recta no son unicos, podemos, por 
simplicidad , escoger el sistema en que c = 1. Entonces los numeros 
directores de l son 


61 

Cl 


Cl 

Ol 

62 

c 2 


C2 

02 

Ol 

bi 

, 0 — j 

Ol 

bi 

02 

b 2 


02 

bi 


Para mayor simplicidad, multipliquemos este sistema por el denomi- 
nador que es diferente de cero. Esto nos da, finalmente, el sistema 
de mimeros directores 


bi ci 

&2 C2 


b 


Cl CLi 
C2 d2 


d\ b\ 
d 2 b 2 


Este resultado nos dice : 

Teorema 8. Si [ai, bi, ci ] y [a 2 , b 2 , C 2 ] son los numeros direc¬ 
tores dodos de dos rectos no paralelas , h y h, respectivamente , los 
numeros directores [a, b, c ] de cualquier recto 1 perpendicular a ambas 
1 1 y h estdn dados por los deierminantes 


a = 


bi ci 
b2 C2 


b 


ci ai 
C 2 a2 


c = 


ai bi 
a2 b2 


Nota. En la practica, los trcs dcterminantes del teorema 8 pueden obtenerse 
simplemente escribiendo primero los dos sistemas dados de numeros directores 
en tres columnas: 

fli b\ ci 
02 t>2 C 2 

El primer determinante se forma de las segunda y tercera columnas, el segundo 
de las tercera y primera columnas y el tercero de las primera y segunda columnas. 

Nos referiremos en adelante a este esquema como el artificio de los numeros 
directores* 
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Ejemplo. Hallar un sistema de numeros directores para una recta cual- 
quiera l que sea perpendicular al piano que contiene el triangulo cuyos vertices 
son Pi (2, — L 1), P 3 (- 3, 2, 2) y P 3 (3. 3, -2). 

Soluci6n. Por el corolario 2 del teorema 5, Articulo 111, dos sistemas de 
numeros directores para los lados P\p2 y Pi Pa son, respectivamente, 

[-3-2. 2 + 1, 2-1], o sea, [-5, 3, 1] 

[3-2, 3 +L -2-1], o sea, [1, 4, - 3] . 


Por tanto, por el artificio de los numeros directores, los numeros directores 
de l son 


3 1 

4-3 



14, 


- 5 3 

1 4 


- 23. 


Los resultados de este capitulo son de importancia fundamental en 
el estudio de la Geometria analitica del espacio. Por esto se reco- 
mienda al estudiante que haga un cuadro resumen con todos ellos. 


EJERCICIOS. Grupo 52 

1. Hallar el coseno del angulo formado por las dos rectas dirigidas cuyos 
cosenos directores son 

/i V t>, /3 V 6 , — % \/ b y - Y? \J 14 , Yu \/ 14 , Vu \/ 14 . 

2. Hallar el angulo formado por las dos rectas dirigidas cuyos cosenos 
directores son /7 , — % , ®7 y — % , /3 , % . 

3. Si las dos rectas del teorema 6, Articulo 112, estan en el piano XY, 
demuestrese que la relacion se reduce a cos B = cos ai cos a 3 + cos 0i cos 
(Ver el ejercicio 20 del grupo 14, Art. 37.) 

4. La recta h pasa por los puntos (—6, — 1, 3), (—3, 2, 7) , y la 

recta / 2 pasa por los puntos (4, 2, 1), (3, —2, 5). Hallar el angulo agudo 
formado por / 1 y / 2 . 

5. Los numeros directores de las rectas /1 y 1 2 son [2, — 1, 2] y 
[6, 2, —3], respectivamente. Hallar el angulo obtuso formado por l\ y / 2 . 

6. Por dos metodos diferentes demostrar que los puntos (3, —5, 2), 
(—5, 2, 3) y (2, 3, —5) son los vertices de un triangulo equilatero. 

7. Demostrar que los puntos (4, 0, 1), (5, 1, 3), (3, 2, 5) y (2, 1, 3) 
son los vertices de un paralelogramo. 

8. Hallar el angulo agudo del paralelogramo del ejercicio 7. 

9. Hallar los angulos del triangulo cuyos vertices son (4, 1, 0) , 
(2, - 1. 3) y (1, -3, 2). 

10. Demostrar que los puntos (2, 1, 3), (3, 3, 5) y (0, 4, 1) son los 
vertices de un triangulo rectangulo, y hallar sus angulos agudos. 

11. Hallar el area del triangulo cuyos vertices son (1, 0, 1), (2, —2, 3) 
y (7, -2, 4). 

12 .. Hallar el area del triangulo cuyos vertices son (6, 2, 1), (4, — 1, 3) 
y (-2, 1, 0). 
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13. Hallar el volumen del prisma de altura 4 y cuya base es el triangulo de 
vertices (3, 0, 0) , (0, 2, 0) y (0, 0, 0) . 

14. Hallar el volumen de la piramide de altura 6 y cuya base es el triangulo 
de vertices (0, 0, 0), (0. —7,0) y (—3, 0, 0). 

15. Hallar un sistema de numeros directores para cualquier recta perpen¬ 
dicular a cada una de las rectas que tienen [l, —4, 2] y [2, 3, —1] por nu¬ 
meros directores respectivos. 

16. Hallar un sistema de numeros directores para cualquiera de las rectas 
perpendiculares a los lados del triangulo cuyos vertices son (—5, I, 2), 
(3. 0. 2) y (1. -8, 9). 

17. Hallar las relaciones que deben satisfacer las coordenadas de un punto 
P(x t y, z) si debe estar sobre la recta que pasa por los puntos (1, 4, 1) y 
(2, -3, 5). 

18. Hallar las relaciones que deben satisfacer las coordenadas de un punto 
P(x, y, z) si debe estar sobre la recta que pasa por el punto (4, 11, — 2) y 
que tiene por numeros directores [2, 3, — 1] . 

19. Un punto P esta sobre la recta que pasa por los puntos (4, 2. 2) y 

(—2, 0, 6) . Si la coordenada y de P es 1, hallense sus otras coordenadas. 

20. Una recta / pasa por los puntos (1, — 4, 3) y (4, — 11, 6). Hallar 

las coordenadas del punto en que l corta al piano XY. 

21. Los numeros directores de una recta / son [5, —3, 4], y la recta pasa 
por el punto (5, — I, 1). Hallar las coordenadas del punto en que / corta al 
piano YZ. 

22. Los numeros directores de dos rectas l\j I 2 son [—1, —6, 7] y 
[3, 2, —4], respectivamente. El angulo formado por /1 y una recta l es 
de 60°. Hallar los numeros directores de l si se sabe que es perpendicular a / 2 . 

23. Hallar el punto de interseccion de la recta que pasa por los puntos 
(3, —5, 2), (11, — 3, 6) y la que pasa por los puntos (5, —3, 2), 
(9, -5, 6) . 

24. Una recta /1 pasa por los puntos (2, 1, — 1), (5, — 1, 3) y otra 

recta / 2 pasa por el punto (— 4, 2, — 6) y por el punto P cuya coordenada x 

es 2. Hallar las otras coordenadas de P si i 1 es paralela a 1 2 . 

25. Hallar el punto de interseccion de la recta que pasa por los puntos 
(7, 3, 9), (1, 1, 1) y la que pasa por los puntos (2, 3, 3), (6, I, 7). 
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114 . Introducci6n. En el capituio precedente, consideramos el 
punto en el espacio y obtuvimos algunas propiedades fundamentales 
del punto y de la recta en la Geometria de tres dimensiones. Ahora 
vamos a comenzar el estudio sistematico de las ecuaciones de las figu- 
ras en el espacio. A medida que progresemos en nuestro estudio, 
veremos que una sola ecuacidn representa , en general, una superficie. 
Una curva en el espacio, en cambio, se representa analiticamente por 
dos ecuaciones rectangulares independientes. Desde este punto de 
vista, parece mas simple considerar primero el problema general de las 
superficies. Comenzaremos naturalmente con la m&s sencilla de todas 
las superficies, el piano. 

115 . Forma general de la ecuacion del piano. Vamos a obtener 
la ecuacion de un piano cualquiera partiendo de sus bien definidas pro¬ 
piedades (Art. 22). En Geometria elemental, se dice que una recta 
es perpendicular a un piano si es perpendicular a cualquier recta del 
piano que pase por su pie. En vista de nuestra definicidn de dngulo 
formado por dos rectas que se cruzan (Art. 110) , diremos ahora que 
una recta es perpendicular a un piano si es perpendicular a toda recta 
del piano, sin considerar si la recta del piano pasa por el pie de la 
perpendicular o no. Hay un numero infinito de rectas perpendiculares 
a un piano ; cada una de tales rectas se llama normal al piano. 

Sea Pi(xi , yi, zi) un punto fijo cualquiera y n una recta fija 
cualquiera en el espacio. Sean [ A , B , C ] los numeros directores 
de n. Queremos hallar la ecuacidn del piano unico que pasa por el 
punto Pi y es perpendicular a la recta n. 

Sea P(x, y } z) un punto cualquiera, diferente de Pi, sobre el 
piano (fig. 164 ). Sea l la recta que pasa por los puntos Pi y P, y 
que, por tanto, esta contenida en el piano. Entonces l y n son 
perpendiculares entre si. Por el corolario 2 del teorema 5, Articulo 111, 
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los numeros di recto res de l son [ x — Xi , y — yi , z — z\ ] . Por tanto , 
por el corolario 2 del teorema 7 , Articulo 112 , tenemos 

A(x — Zi) + B(y — yi) + C(z — zi) = 0 , ( 1 ) 

y esta es la condicibn que debe satisfacer cualquier punto del piano. 
La ecuacibn ( 1 ) puede escribirse en la forma 

Az + By + Cz — (Ax i + Byi + Czi) = 0 , 

y como la expresibn encerrada entre parbntesis es una constante y, 

por tanto , puede reemplazarse por 
Z el tbrmino constante — D , resulta 

\ J 1 que la ecuacidn es de la forma 

Ax+ By + Cz+ D = 0 . ( 2 ) 

Reclprocamente, si P<i(x2 y 22) 
es un punto cuyas coordenadas sa- 
tisfacen la ecuacibn (2 ) y, por 
tanto , a la ecuacibn (1), se veri- 
fica que 

A(x 3 — x\) + B(yi — yi) 

+ C(z 2 “Zi) = 0, 

Fig. 164 y como esta igualdad establece que 

la recta l ', que pasa por los pun- 
tos Pi y P 2 es perpendicular a la normal n y, por tanto, estd sobre 
el piano, resulta que el punto P2 que est& sobre l f estd tambibn so¬ 
bre el piano. Por tanto, la ecuacibn (2) es la ecuacibn del piano. 
Se le llama forma general de la ecuacibn del piano. 

Este resultado se expresa en el siguiente 

Teorema 1. La ecuacidn general de un piano es de la forma 
Ax + By + Cz + D = 0, 

en donde A , B , C y D son constantes , y [ A , B , C ] son los nume¬ 
ros directores de su normal . 

Vamos a establecer ahora el redproco del teorema 1 : 

Teorema 2 . Toda ecuacidn lineal de la forma 
Ax + By+ Cz + D = 0, 

en la que por lo menos uno de los tres coeficientes A , B y C es diferente 
de cero , representa un piano cuya normal tiene por numeros directo¬ 
res [ A , B, C ]. 
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Demostraci6n. La ecuacidn 

Ax + By + Cz + D = 0 , (2) 

tiene un numero infinito de soluciones. En efecto , por hipdtesis , uno 
por lo menos de los tres coeficientes A , B y C es diferente de cero, 
Si suponemos que A ^ 0 , podemos escribir 



Ahora estamos en libertad de asignar cualquier par de valores a y y a z 
y calcular el valor correspondiente de x; cada terna tal de valores 
rep resen ta una solucidn de la ecuacidn ( 2 ) y, en consecuencia, las 
coordenadas de un punto que est& sobre el lugar geomStrico de la 
ecuacidn ( 2 ). Sean Pi(xi, yi, Zi) y P z {x 2} y z , z 2 ) dos de estos 
puntos. Tendremos : 

Axi + B yi + Czi + D = 0 , ( 3 ) 

Ax 2 + By 2 + Cz2 + D = 0 . ( 4 ) 

Restando la ecuacidn ( 4 ) de la eeuacidn ( 3 ), resulta 

A{x i — x 2 ) + B(yi - y 2 ) + C(zi — z 2 ) = 0 . ( 5 ) 

Sea l la recta que pasa por Pi y Pj. Sea P*{xz y yz , za) otro 
punto cualquiera, diferente de Pi y P2, de la recta l. Entonces, 
como un piano contiene a todos los puntoa de la recta que pasa por dos 
de sus puntos, podemos demostrar que la ecuacidn ( 2 ) representa 
un piano demostrando que las coordenadas de Ps satisfacen a esta 
ecuacidn. 

Por el corolario 2 del teorema 5 , Artfculo 111 , los ntimeros direc- 
tores de l , obtenidos a partir de Pi y P 2 , son 

[xi — x 2} yi — 2/2, zi - z 2 ], 

y, obtenidos a partir de Pi y P3, son 

[xi — xs, yi — ys, zi — z 3 ]. 

Como estos son ndmeros directores para la misma recta Z, debemos 
tener (Art. 112 ), 

xi — x? = k(x 1 — s 3 ), yi — t/2 = k(yi — yz ), 

zi — Z2 = k (zi — Z3); k 7^ 0. 

Sustituyendo estos valores en la ecuacidn ( 5 ), obtenemos 

Ak(x 1 — z 3 ) + Bk(yi - yz) -f Ck(zi — za) = 0 ; 
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de donde , como k 7* 0, resulta : 

A (xi — X3) + B(yi — 2/3) + C(z\ — 23) = 0. (6) 

Si restamos la ecuacibn (6) de la ecuacidn ( 3 ), obtenemos 
Ax 3 + Byz + C23 + 0 * 0 , 

lo que demuestra que el punto P% esta sobre el lugar geombtrico de la 
ecuacibn (2). Por tanto, la ecuacibn (2) representa un piano. Ade- 
mas, las ecuaciones ( 5 ) y (6) muestran que la normal a este piano 
tiene por nbmeros directores [ A , B , C ] . Esto completa la demos- 
tracibn. 


Ejemplo 1. Hallar la ecuacion del piano que pasa por el punto 
Pi( — 2, — 1, 5) y es perpendicular a la recta / determinada por los puntos 
P 2 (2, - 1. 2) y P 3 (- 3, 1, -2). 

Soluci6n. Por el corolario 2 del teorema 5, Articulo 111, los numeros 
directores de / son [—3—2, 1 + 1, — 2— 2], o sea, [5, — 2, 4 ] . Como / 
es perpendicular al piano, los numeros directores de su normal son tambien 
[5, - 2, 4] . Por tanto, por pasar el piano por el punto P i(— 2, — 1, 5], 
lenemos que la ecuacion buscada del piano es 

5(* + 2)-2(„ + l) + 4(z-5)-0 

o sea, 

5x — 2y + 4z — 12 = 0. 


Ejemplo 2 . Hallar la ecuacidn del piano que pasa por los tres puntos no 
colineales Pi(2, -1, 1). P 2 (-2, 1. 3) y P a (3, 2, -2). 

Solucitin, Como se nos han dado tres puntos del piano, nos queda por 
determinar simplemente los numeros directores de la normal al piano. Los nu¬ 
meros directores del segmento P 1 P 2 son [-2 — 2 , 1 + 1 , 3 — 1 ], o sea, 
[2, — 1, — 1 ], y los del segmento Pi P 3 son [3—2, 2+1, —2—1], o 
sea, [ 1 , 3, —3]. Como estos segmentos estan en el piano, son ambos per- 
pendiculares a su normal. Por tanto. por el artificio de los numeros directores 
(Art. 113), los numeros directores de la normal son 




- 1 2 
-3 1 


= 5. 


2 

1 



= 7 


Consecuentemente, usando las coordenadas del punto Pi (2, —1, 1), hallamos 
que la ecuacion buscada es 

6U-2)+5(y+l) + 7(z-l) = 0 

o sea, 

6 jc + 5y + 7z — 14 — 0. 


116 . Discusidn de la forma general. En el articulo anterior hemos 
obtenido que la forma general de la ecuacidn de cualquier piano, es 

(i) 


Ax + By + Cz + D = 0, 
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en donde [A , B , C ] son los numeros directores de la normal. Como 
por lo menos uno de los coeficientes A , B y C es diferente de cero, 
supongamos que A ^ 0, Entonces podemos escribir la ecuacidn en la 
forma 

x + '2 v + % z + ~j = °- (2) 

La ecuacion (2) contiene tres constantes arbitrarias independientes. 
Por tanto , anallticamente , la ecuacion de cualquier piano queda perfec- 
tamente determinada por tres condiciones independientes . Geometrica- 
mente, un piano tambi6n queda determmado por tres condiciones 
independientes; por ejemplo , tres puntos dados no colineales deter- 
minan un piano unico. 


Ejemplo 1. Hallar la ecuacion del piano determinado por los tres puntos 
no colineales ?, (2, - 1, 1), P a (- 2, 1, 3) y P a (3, 2. -2). 

Solucion. Este problema es idcntico al ejemplo 2 del Articulo 115, pero 
vamos a emplear un metodo diferente para su solucion. 

La ecuacion buscada es lineal de la forma (1) anterior; hay que encontrar los 
valores de los coeficientes. Como los puntos Pi, P 2 y P 3 estan sobre el piano, 
sus coordenadas deben satisfacer su ecuacion, y tenemos, respectivamente, 

2A — B4 C + D - 0, ^ 

- 2A + B + 3C + D = 0, > (3) 

3A + 2B - 2C + D = 0. j 


Podemos resolver este sistema para tres cualesquiera de las literales en terminos 
de la cuarta, siempre que esta ultima no sea igual a cero. Si D ^ 0, la solu¬ 
cion del sistema (3) es 


A = "y D ’ B “ “ i4 D ' c 


D_ 

2 


Sustituyendo estos valores de A, J3 y C en la forma general (I), obtenemos 

-±Dx -J-Dy + E> = 0. 

7 14 2 


Dividiendo toda la ecuacion por D ^0, y simplificando, obtenemos como 
ecuacion del piano 

6* + + 7z — 14 — 0. 


Una de las partes mas importantes de la Geometria analitica es la 
construccidn de figuras a partir de sus ecuaciones. La construccion de 
una superficie se facilita considerablemente por la determinacidn de sus 
intersecciones con los ejes coordenados y de sus trazos sobre los pianos 
coordenados. 
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Definiciones . Llamaremos intercepcidn de una superficie sobre 
un eje coordenado a la coordenada correspondiente del punto de inter- 
seccidn de la superficie y el eje coordenado. 

La traza de una superficie sobre un piano coordenado es la curva 
de interseccidn de la superficie y el piano coordenado. 

Vamos a ver ahora como se obtienen las intercepciones y trazas 
de cualquier piano a partir de su ecuacidn. La interseccidn de un 
piano y el eje X es un punto que esta sobre el eje X. Ambas coor- 
denadas y y z de tal punto son cero. Por tanto, haciendo y — z — 0 
en la ecuacidn (1) y despejando x , hallamos la intercepcidn de este 

piano sobre el eje X que es — An&logamente, las intercepciones 

A 

sobre los ejes Y y Z son — ■—- y — , respectivamente. 

La interseccidn de un piano y el piano XY es una recta que esta 
en el piano XY . La coordenada z de cualquier punto del piano XY 
es igual a cero. Por tanto , haciendo z = 0 en la ecuacidn ( 1 ) , obte- 
nemos la ecuacidn 

Ax + By + D = 0. 

Esta ecuacidn sola, sin embargo, no es suficiente para identificar la 
traza del piano (1) sobre el piano XY. Debemos indicar tambidn 
que la traza est& sobre el piano XY empleando la ecuacidn 2 = 0. 
Por tanto, la traza del piano (1) sobre el piano XY estd represen- 
tada analiticamente por las dos ecuaciones 

Ax + By + D = 0 , 2 = 0 . 

Tenemos aqui el primer ejemplo del hecho de que una curva en el espa- 
cio se representa analiticamente por dos ecuaciones independientes, 
Analogamente, haciendo y = 0 en la ecuacidn (1), hallamos que las 
ecuaciones de la traza del piano ( 1 ) sobre el piano XZ son 

Ax + Cz + D = 0 , y = 0 ; 

y, haciendo x = 0 en la ecuacidn (1), hallamos que las ecuaciones 
de la traza sobre el piano YZ , son 

By + Cz + Z> = 0 , x — 0. 

Ejemplo 2. La ecuacion de un piano es 

4x +6*/ + 3z - 12 - 0. (4) 

Hallar sus intercepciones con los ejes coordenados y las ecuaciones de sus trazas 
sobre los pianos coordenados. Construir la figura. 
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Solucidn. Haciendo y = z = 0 en la ecuacion (4) y despejando x, halla- 
mos quc la intercepcion con el eje X es 3. Similarmente hallamos que las in- 
tercepciones con los ejes Y y Z son 2 y 4, respectivamente. 

Haciendo z = 0 en la ecuacion (4) , hallamos que las ecuaciones de la iraza 
sobre el piano XY son 

2x 3y — 6 ■= 0, z — 0. 

Analogamente, se balla que las ecuaciones de las otras dos trazas son 
4x + 3z — 12 = 0, y — 0, sobre el piano XZ; 

2y H- z — 4 = 0, x — 0, sobre el piano YZ. 

Las intercepciones y trazas aparecen en la figura 165. Evidentemente, las 
trazas limitan aquella porcion del piano situada en el primer octante. Como un 


Z 



Fig. 165 

piano es ilimitado en extension, podemos trazar solamente una parte de el. La 
porcion que aparece en la figura 165 sera suficiente, en general, para nuestros 
propositos. 


EJEECICIOS. Grupo 53 


Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Hallar la ecuacion del piano que pasa por el punto (5, — 1, 3) y cuya 
normal tiene por numeros directores [1, —4, 2]. 

2. Un piano pasa por el punto (3, 3, — 4) , y los cosenos directores de su 

normal son 31 — Hallar la ecuacidn del piano. 

3. El pie de la perpendicular trazada desde el origen a un piano es el 
punto (1, —2, 1). Hallar la ecuacidn del piano. 
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4. Desde el punto (5, 4, — 7) , se ha trazado una recta perpendicular a 
un piano. Si el pie de esta perpendicular es el punto (2, 2, — 1), hallese la 
ecuacion del piano. 

5. Hallar la ecuacion del piano que contiene al punto (6, 4, — 2) y es 
perpendicular a la recta que pasa por los puntos (7, — 2. 3) y (1, 4. — 5) . 

En cada uno de los ejercicios 6 y 7, hallar la ecuacion del piano que pasa por 
los tres puntos dados. Usese el metodo del ejemplo 2 del Articulo 115. 

6. (- 3, 2, 4), (1. 5, 7), (2. 2, - 1). 

7. (1. 4, - 4), (2. 5. 3), (3, 0, -2). 

8. Resolver el ejercicio 6 por el metodo del ejemplo 1 del Articulo 116. 

9. Un piano pasa por el punto (5, — 1, 3), y dos de los angulos direc- 
tores de su normal son a = 60° y P = 45°. Hallese la ecuacion del piano. (Dos 
soluciones.) 

10. Hallar la ecuacion del piano que pasa por el punto (— 4, 2, 9) y es 
perpendicular al eje Z. 

11. Hallar la ecuacion del piano que pasa por el punto (3, —5,7) y es 
paralelo al piano XZ. 

12. Hallar la ecuacion del piano perpendicular al segmento A{3, 2, — 7) 
y B (5, — 4, 9) en su punto medio. 

13. Demostrar que los cuatro puntos (2, 1, 3), (3, — 5, — 1), 

(— 6, 7,-9) y (— 2, 4, — 3) son coplanares. 

En cada uno de los ejercicios 14-19, partiendo de la ecuacion dada del piano, 
hallense sus intercepciones con los ejes coordenados y las ecuaciones de sus trazas 
sobre los pianos coordenados. Construyase la figura en cada caso. 

14. x + y + 2 — 1 =0, 17. x y + z =0. 

15. * + 2y-z-2 = 0. 18. * + 3y~6 = 0. 

16. 5x — 3 y 1 5z — 15 = 0. 19. 2y — 5z 4* 5 — 0. 

20. Hallar el volumen del tetraedro formado por los pianos coordenados y 
el piano 6x + 7y + 14z — 42 = 0. 

21. Si At B, C y D son todos diferentes de cero, demuestrese que el tetrae¬ 
dro formado por los pianos coordenados y el piano Ax + Bu + Cz 4* D = 0 

tiene un volumen igual a — I —I. 

6 | ABC | 

22. Construir el paralelepipedo rectangular formado por los pianos coorde¬ 
nados y por los pianos x — 4, y — 3 yz = 2. Hallar su volumen. 

23. Construir el prisma triangular formado por los pianos coordenados y 
por los pianos x+2y—4 = 0 y z — 5=0. Hallar su volumen. 

24. Construir el prisma formado por los pianos coordenados y los pianos 
y + 3z—6 = 0 y x — 7 = 0. Hallar su volumen. 

25. Construir el prisma limitado por los pianos z — y = 0 , t/-j~z=4, 
z = 0, jc = 0 y jc = 5. Hallar su volumen. 


117 . Otras formas de la ecuacidn del piano. Supongamos que el 
piano 

Ax + By + Cz + D = 0 ( 1 ) 
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tiene por intercepciones respectivas con los ejes X , Y y Z a los nu- 
meros a , b y c diferentes de cero, es decir, que determina sobre 
los ejes tres segmentos medidos en magnitud y signo por los numeros 
a , b y c . Entonces los tres puntos (a, 0 , 0 ), (0 , b , 0 ) y (0 , 0 , c) 
est&n sobre el piano , y sus coordenadas satisfacen la ecuacion ( 1 ). 
Por tanto , tenemos las tres ecuaciones 

Aa + Z) = 0 , Bb + D = 0 , Cc + D = 0 , 

de donde, 



Sustituyendo estos valores de A , B y C en la ecuacidn ( 1 ), y divi- 
diendo por — D , obtenemos la ecuacidn 



( 2 ) 


La ecuacidn ( 2 ) se conoce como la forma simetrica de la ecuacidn de 
un piano o forma de las intercepciones , o forma segmenlaria. Es una 
forma restringida ya que no se puede aplicar, por ejemplo , a un piano 
que pasa por el origen. Este resultado conduce al siguiente 


Teorema 3 . El piano cuyas intercepciones respectivas con los ejes 
X, Y, y Z son los numeros a, b y c, diferentes de cero , tiene como 
ecuacion 



1. 


Consideremos ahora que el piano ( 1 ) contiene a los tres puntos no 
colineales Pl(xi, yi, zi ), P 2 (z 2 , 2/2, zi) y P* (£3, 2/3, 23). Enton- 
ces deben cumplirse las tres condiciones siguientes 

Ax 1 + Byi + Czi + D = 0 , 

Ax 2 + By2 + Cz2 + D = 0 , 

Ax 3 + Byz + Czz + D = 0 . 

Estas tres ecuaciones, juntas con la ecuacidn ( 1 ), constituyen un 
sistema de cuatro ecuaciones lineales homog^neas en A , B , C y D . 
Dicho sistema tiene una solucidn diferente de cero, solamente en el 
caso de ser cero el determinante del sistema (Ap 6 ndice IB , 6 ; teore¬ 
ma), es decir , el determinante de los coeficientes. 
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Segun esto debe verificarse la igualdad : 

x y z 1 
X\ y i z\ 1 

- =0. (3) 

X2 2/2 22 1 

X3 2/3 Zz 1 

El estudiante debe demostrar que la ecuacidn (3) es la ecuacion 
del piano que pasa por los tres puntos P\ , P 2 y Pz , por medio del 
m£todo empleado en la deduccidn del teorema 13, Articulo 35. Tene- 
mos entonces el siguiente 

Teorema 4. La ecuacidn del piano que pasa por los tres puntos 
dados no colineales , Pi(xi, y : , Zi), P 2 (x 2 , y 2 , z 2 ) y P 3 (x 3 , ys, z 3 ), 
en forma de determinante es 

x y z 1 
Xi yi Zi 1 
x 2 y 2 z 2 1 
X 3 y 3 z 3 1 

NOTA. La ecuacion (3) se conoce tambien con el nombre de forma de los 
tres puntos de la ecuacion de un piano. 

118. Posiciones relativas de dos pianos. En este articulo vamos 
a considerar las posiciones relativas que pueden ocupar dos pianos 
cualesquiera cuyas ecuaciones, en su forma general, son : 

Ax + By + Cz + D- 0, (1) 

A'x + B'y + C'z + D' = 0. (2) 

El dngulo formado por dos pianos se define como el angulo que 
forman sus normales respectivas. Por tan to > hay dos valores para 
este angulo , suplementarios entre si. Si los ntineros directores respec- 
tivos de las normales a los pianos ( 1 ) y (2) son [A, B, C] y 
[ A f , B f , C f ] , resulta , como una consecuencia directa del teorema 7 
del Articulo 112, el siguiente 

Teorema 5. El dngulo 6 formado por los dos pianos 


= 0 . 


Ax + By + Cz + D = 0 y A'x + B 'y + C 'z + D' = 0 
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estd determinado por la formula 

A A A' + BB' + CC' 

cos 6 = ± — . - ■. 

V A 2 -f B 2 + C 2 VA' 2 + B' 2 + C' 2 

Si los pianos (1) y (2) son paralelos, sus normales son paralelas. 
Luego, por el corolario 1 del teorema 7, Articulo 112, una condicidn 
necesaria y suficiente para el paralelismo de dos pianos esta dada por 
las relaciones 

A = kA', B = kB' f C = kC' , (3) 

en donde k es una constante diferente de cero. 

Si los pianos (1) y (2) son perpendiculares, sus normales son 
perpendiculares. Por tanto , por el corolario 2 del teorema 7 , Articu¬ 
lo 112, una condicidn necesaria y suficiente para la perpendicularidad 
esta dada por la relacidn 

AA' + BB' + CC' = 0. (4) 

Dos pianos son id6nticos o coincidentes solamente en el caso de ser 
paralelos y tener un punto coraun. Supongamos que los pianos (1) y (2) 
son paralelos y que tienen el punto Pi (xi, y\ , z\ ) comun. Por ser 
paralelos se deben cumplir las relaciones (3), y podemos escribir la 
ecuacidn (1) en la forma 

kA'x + kB'y + kC'z + D = 0. (5) 

Multiplicando la ecuacion (2) por k , obtenemos 

kA'x + kB'y + kC'z + kD' = 0. (6) 

Como el punto Pi esta sobre ambos pianos, sus coordenadas 
(xi, y\ y z\) deben satisfacer a las ecuaciones (1) y (2), y, por tan¬ 
to, tambi^n a las ecuaciones (5) y (6), de las cuales tenemos, res- 
pectivamente, 

kA'xi + kB'yi + kC'zi + D = 0, (7) 

kA'x i + kB'yi + kC'zi + kD' = 0. (8) 

Como los primeros miembros de ambas ecuaciones (7) y (8) son 
constantes e iguales a cero, son iguales entre si, de donde 

D = kD'. 

Combinando este ultimo resultado con las relaciones (3) anteriores, 
tenemos, como una condicion necesaria y suficiente para la coinciden- 
cia de los pianos (1) y (2), las relaciones 

A = kA'y B = kB' f C — kC ', D = kD'; {k ^ 0). (9) 
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Un resumen de los resultados anteriores viene dado en el siguiente 

Teorema 6. Dados dos pianos 

Ax + By + Cz + D = 0 y A'x + B'y + C'z + D' = 0, 
son condiciones necesarias y suficientes para 

a) Paralelismo , que A = kA', B = kB', C = kC', (k ^ 0) ; 

b) Perpendicularidad , que AA' + BB' + CC' = 0 ; 

c) Coincidencia , que A = kA', B = kB ', C = kC', D « kD', 

(k^O). 

NOTA. El cstudiante debe comparar este teorema con el teorema 6 del Ar- 
ticulo 30. 

Ahora estamos en posibilidad de considerar los casos especiales de 
la forma general de la ecuacidn de un piano , 

Ax + By + Cz + D- 0, (1) 

en la que uno, por lo menos, de los coeficientes A f B y C es dife— 
rente de cero. 

Consideremos primero el caso en que C = 0, de manera que la 
ecuacion (1) toma la forma especial 

Ax + By + D = 0. (10) 

Los numeros directores de la normal al piano (10) son [ A , B, 0], 
Los numeros directores del eje z son [ 0 , 0 , 1 ], y el eje z es normal 
al piano XY, El piano (10) y el piano XY satisfacen la condicion de 
perpendicularidad dada en el apartado ( b ) del teorema 6, ya que 

A(0) + B(0) + 0(1) = 0. 

Analogamente, podemos demostrar que los pianos Ax + Cz + D = 0 
y By + Cz + D = 0 son perpendiculares a los pianos XZ y YZ , res- 
pectivamente. Se desprende en cada caso ? tambi4n , que el piano es 
paralelo al eje coordenado a lo largo del cual se mide la variable que no 
aparece en la ecuacidn. Este resultado se expresa mediante el siguiente 

Teorema 7. Una ecuacion lineal que contiene unicamente dos varia¬ 
bles representa un piano perpendicular al piano coordenado de esas dos 
variables, y es paralelo al eje coordenado a lo largo del cual se mide la va¬ 
riable que no aparece en la ecuaci6n } y reciprocamente . 

NOTA. Por lo estudiado en la Geometria analitica plana, el lector puede 
pensar que la ecuacion (10) representa una linea recta. Debe observar, sin 
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embargo, que aqui y en nuestro estudio posterior de la Geometria analitica de 
tres dimcnsiones, una sola ecuaci6n en una, dos o tres variables, si tiene un 
lugar geometric©, representa en el espacio una superficie y no una curva. 

Consideremos ahora la ecuacidn lineal homog^nea en dos variables, 
es decir, una ecuacidn en la cual falte el tdrmino eonstante. Enton- 
ces, para D = 0, la ecuacidn (10) toma la forma 

Ax + By = 0. (11) 

Este piano pasa por el origen , y como es perpendicular al piano XY , 
debe pasar tambidn por el eje Z. Andlogamente , podemos demostrar 
que los pianos Ax+Cz = 0 y By+Cz = 0 pasan por los ejes Y y X, 
respectivamente. Por tanto , tenemos el siguiente 

Corolario . Una ecuacion lineal homogSnea en dos variables repre¬ 
senta un piano que pasa por el eje coordenado a lo largo del cual se mide 
la variable que no aparece en la ecuacion , y reclprocamente . 

Finalmente , consideremos la ecuacidn lineal en una variable sola- 
mente. Supuesto B = C = 0 , la ecuacidn (1) toma la forma 

Ax + D = 0. (12) 

Los numeros directores de la normal al piano (12) son [1, 0, 0] o 
[ 1, 0 , 0 ] . Los ndmeros directores del eje X son [ 1, 0, 0 ]. Por 
tanto, el piano (12) es perpendicular al eje X y, en consecuencia, 
es paralelo al piano YZ. An&logamente, podemos demostrar que el 
piano By + D = 0 es perpendicular al eje Y y paralelo al piano XZ , 
y que el piano Cz + D = 0 es perpendicular al eje Z y paralelo al 
piano XY . Por tanto , tenemos el siguiente 

Teorema 8 . Una ecuacidn lineal en una sola variable representa 
un piano perpendicular al eje coordenado a lo largo del cual se mide esa 
variable y paralelo al piano de las dos variables que no figuran en la 
ecuacion , y reclprocamente. 

Corolario . Las ecuaciones x = Q, y = 0 y z = 0 representan , 
respectivamente , a los pianos coordenados YZ, XZ y XY, y reclpro¬ 
camente . 

El estudiante debe tabular los resultados de los teoremas 7 y 8 y 
sus corolarios y observar la simetrfa en las letras x, y y z. (Vdase el 
ejercicio 6 del grupo 50 , Art. 109.) 

Ejemplo 1. Hallar la ecuacion del piano que pasa por el punto 
P (2, 1, — 3) y es paralelo al piano 5x — 2y 4- 4z — 9 * 0. 

Lehmann- - 23. 
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Solucidn. Por cl teorema 6 del Articulo 118, la ecuacioo buscada cs 

5x - 2y + 4z + k - 0, (13) 

en donde k es una constante cuyo valor debe determinarse. Como cste piano 
pasa por el punto P las coordenadas (2, 1, — 3) dcben satisfacer la ecua¬ 
cion (13), y tenemos 

5 . 2 — 2 ♦ 1 +4(-3)+ k =0, 
de donde k = 4. Por tanto, la ecuacion buscada es 

5x — 2y + 4z +4 = 0. 

EJemplo 2. Hallar la ecuacion del piano perpendicular al piano XY y que 
pasa por los puntos Pi (1, 5, —3) y P 2 (— 5, — 4, 11). 

Solucidn. Como el piano buscado es perpendicular al piano XY, su ecua¬ 
cion, por el teorema 7 del Articulo 118, debe ser de la forma 

Ax + By + D = 0. (14) 

Como el piano (14) pasa por los puntos Pi y P 2 . las coordenadas de estos 
puntos deben satisfacer a la ecuacion (14), y tenemos las dos ecuaciones 

A + 5E+D- 0, (15) 

- 5A - 4B + D * 0, (16) 

La solucion de las ecuaciones (15) y (16) para A y B en terminos de D da 
A * %D, B — — Sustituyendo estos valores en la ecuacion (14) y divi - 

diendo por D 9 ^ 0, hallamos la ecuacion buscada 

3x -2y + 7 -0. 

EJemplo 3. Hallar la ecuacion del piano que pasa por el punto 
P (5, 2, — 3) y es perpendicular a cada uno de los pianos 2jc — y + 2z — 9 = 0 
y * + 3y — 5z + 3 =• 0. 

Solucidn. Podriamos usar el metodo del ejemplo2, pero aqui seguiremos 
otro metodo. 

Primero vamos a hallar los numeros directores de la normal al piano buscado. 
Esta normal es perpendicular a cada una de las normales a los pianos dados. Por 
tanto, por el artificio de los numeros directores (Art. 113), sus numeros direc- 
cores son 


- 1 2 I i 

2 2 

- 12, 

2 - I 




3 -5 ! 

- 5 1 


1 3 


Por tanto, la ecuacion del piano que pasa por el punto P(5, 2, — 3) y tiene 
una normal cuyos numeros directores son [1, — 12, — 7] es 


o sea, 


1 (jc — 5) — 12 (y — 2) — 7 (z + 3) = 0 
x — 12y — 7z - 2 - 0. 
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EJERCICIOS. Grupo 54 

Dibujar una figura para cada ejercicio, 

1. Hallar la ecuacion del piano cuyas intercepciones respectivas con los ejes 
X, Y y Z son - 5, 3 y 1. 

2. La ecuacion de un piano es 2x — 3y -j- 9z = 1. Escribir la ecuacion en 
la forma simetrica. 

3. Escribir en forma de determinante la ecuacion del piano que pasa por los 
tres puntos (6, 2, 0), (4. — 1, 2) y (3, 4, — 1). A partir de ella hallese la 
forma general de la ecuacion del piano. 

4. Si de los cuatro puntos (jci, yu z i) . (x 2 , y 2 , z 2 ). (*3. y*> zz) Y 

(x4, y4, z4) no hay tres que sean colineales, demuestrese que una condicion 
necesaria y suficiente para que sean coplanares esta dada por el determinante 


Xl 

yi 

zi 

1 

X 2 

y 2 

Z 2 

1 

X3 

ys 

Z 3 

1 

*4 

y 4 

Z 4 

1 



(Vease el corolario del teorema 12, Art. 34.) 

5. Demostrar que los cuatro puntos (1, 0, —4), (2, —1, 3) 

(—2, 3, 5) y (—1, 2, 4) son coplanares. 

6. Hallar el angulo agudo formado por los pianos 3x + y — z + 3 = 0 y 
x — y-f4z—9 = 0. 

7. Hallar el angulo agudo formado por el piano 5x -j- 4y — z -4- 8 = 0 y 
el piano XY. 

8. Deducir el apartado (a) del teorema 6 directamente del teorema 5 del 
Articulo 118. 

9. Deducir el punto (6) del teorema 6 directamente del teorema 5 del Ar¬ 
ticulo 118. 

10. Obtener el corolario del teorema 8, Articulo 118, considerando las co- 
ordenadas de un punto que esta en un piano coordenado. 

11. Construir las figuras respectivas para ilustrar cada uno de los pianos 
especificados en los teoremas 7 y 8 y en sus corolarios (Art. 118). 

12. Si dos pianos son paralelos, demuestrese que sustrazas sobre cualquiera 
de los pianos coordenados son dos rectas paralelas. 

13. Hallar la ecuacion del piano que pasa por el punto (3. — 2, 6) y es 
paralelo al piano 4y — 3z + 12 = 0. 

14. Hallar la ecua.cion del piano perpendicular al piano XY y que pasa por 
los dos puntos (2, — 2, 11) y (-7, — 8, — 3) . 

15. Hallar la ecuacion del piano perpendicular al piano 4x — 3y -f-2z — 9 = 0 
y que pasa por los dos puntos (2, — 6, 4) y (3. —7. 5). 

16. Hallar la ecuacion del piano que pasa por el punto (4, —2, 1) y es 
perpendicular a cada uno de los pianos 

x-3y+4z-9 = 0 y 2x + 2y - z + II * 0. 

17. Hallar la ecuacion del piano perpendicular al piano XZ y que pasa por 
los dos puntos (4. —7, 2) y (12, — 11, 7). 
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18, Hallar la ecuacion del piano perpendicular al piano 3* — 2t/ + 5z — 1 = 0 
y que pasa por los dos puntos (4, — 2, 2) y (1, 1, 5). 

19. Hallar la ecuacion del piano que pasa por el punto (3, — 1, 0) y es 
perpendicular a cada uno de los pianos 

4x — y — z — \ = 0 y 2* + t/ + 3z — 6 = 0. 


20. Hallar la ecuacion del piano que pasa por el eje Y y por el punto 
(8, 4, - 6) . 

21. Hallar la ecuacion del piano perpendicular al piano YZ y que pasa por 
los dos puntos (2, —1,4) y (1,3, — 7). 

22. Hallar la ecuacion del piano que pasa por el eje Z y por el punto 

(4, - 1 , 7) . ~ 

23. Un piano pasa por el punto (3, 1, — 1), es perpendicular al piano 
2x — 2y + z + 4 = 0, y su intercepcion con el eje Z es igual a — 3. Hallese 
su ecuacion. 

24. Hallar la ecuacion del piano que pasa por los puntos (1, 3, 0) y 
(4, 0, 0) y forma un angulo de 30° con el piano x+y+z —1=0. (Dos soluciones.) 

25. Un piano es paralelo a cada una de las rectas que tienen por numeros 

directores respectivos [1, —3, 2] y [3, 7, — 1]. Hallar la ecuacion del piano 
si, ademas, pasa por el punto (5, 1,-1). > 

26. Determinar el valor de k para que los dos pianos kx — 2y + 2z — 7 = 0 
y 4x + ky — 6z + 9 = 0 sean perpendiculares entre si. 

27. Hallar la ecuacidn del piano que pasa por los puntos (1, 0, — 1) y 
(2, 0, 2) y forma un angulo de 60° con el piano 2x — 2y + z + 6 * 0. (Dos 
soluciones.) 

28. Hallar la ecuacion del piano que pasa por el punto (— 2, 3, — 1) y es 
paralelo a las dos rectas que tienen por numeros directores respectivos 
[2, - 3, 0] y [- 1. 2, 3]. 

29. Un piano pasa por los puntos P i (jci, y i, zi) y P 2 (x 2 , y 2 , z 2 ) y es 
perpendicular al piano Ax + By + Cz + D = 0. Demostrar que su ecuacion 
puede escribirse en la forma 

\ X y z II 



X 2 y2 Z 2 1 

ABC 0 


30. Un piano pasa por el punto Pi(xu yi, zi) y es perpendicular a cada 
uno de los pianos A\x + Biy + Cyz + D\ — 0 y A 2 x + Biy + C 2 z + D 2 — 0. 
Demostrar que la ecuacion puede escribirse en la forma 


x y z 1 

xi y i zi 1 
Ai B\ Ci 0 
A2 B2 C2 0 


119, Forma normal de la ecuacidn del piano. Sean el origen O 
y el punto Pi ( X \, y \, z\) los extremos de un segmento dirigido de 
longitud dada p y cuyos angulos directores son a, (3, y (fig. 166). 
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Adoptaremos el convenio de que el segmento OPi est& dirigido de 
0 a Pi y que su longitud p es un numero positivo. Vamos, pues, a 
obtener la ecuacidn del tinico piano que pasa por Pi y es perpendicu¬ 
lar a OPi. 

Sea P(x, y , 2 } un punto cualquiera del piano, diferente de Pi. 
Tracemos el segmento PiP. Por el teorema 3 del Articulo 110, las 
coordenadas del punto Pi son 

xi = p cos a , 2/1 = p cos |3 , z\ = p cos y . 

Por tan to , por el corolario 2 del teorema 5, Articulo 111, un sistema 
de numeros directores para PiP es [x - p cos a , y — p cos P , 
z — p cos y ] • Tambi6n un sistema de ndmeros directores para OPi es 



Fig. 166 

l cos a , cos (3 , cos y 1 • Ahora bien , si el punto P est& sobre el piano 
los segmentos OPi y Pi P son perpendiculares entre si. Por tan to , 
por el corolario 2 del teorema 7, Articulo 112, las coordenadas del 
punto P deben satisfacer la condicidn necesaria y suficiente expresada 
por la relacidn 

cos a (x — p cos a) + cos |3 (y — p cos |3) + cos y(z — p cos y) = 0 , 

que es la ecuacidn buscada del piano. Desarrollando el primer miem- 
bro, obtenemos 

x cos a + y cos P + z cos y — p(cos 2 a + cos 2 P + cos 2 y) =0, 

la cual, por el teorema 4 del Articulo 110 , se reduce a 

x cos a + y cos P + xcosy — p = 0. 

Esta ecuacidn se llama forma normal de la ecuacidn del piano , y de 
aqui el teorema siguiente. 
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Teorema 9 . La forma normal de la ecuacion de un piano es 
x cos a + y cos P + z cos y — p = 0 , 


en donde p es un numero positivo numSricamente igual a la longitud de 
la normal trazada por el origen al piano , y a , (3 y y son los angulos 
directores de dicha normal dirigida del origen hacia el piano . 

Vamos a considerar ahora el paso de la forma general de la ecuacidn 
del piano 

Ax+By + Cz+D =0, (1) 

a su forma normal, 

x cos a + y cos P + z cos y — p = 0. (2) 

Si las ecuaciones (1) y (2) representan el mismo piano, entonces, 
de acuerdo con el apartado (c) del teorema 6, Artlculo 118, se deben 
cumplir las cuatro relaciones siguientes entre sus coeficientes corres- 
pondientes : 


cos a « kA , 

(3) 

cos P = kB , 

(4) 

cos y = kC , 

(5) 

— p = kD } 

(6) 


en donde k es una constante diferente de cero. 

Si elevamos al cuadrado ambos miembros de cada una de las ecua¬ 
ciones (3), (4) y (5), y sumamos, obtenemos 

cos 2 a + cos 2 p + cos 2 y = k 2 (A 2 + B 2 + C 2 ), 


la cual, por el teorema 4 del Articulo 110, se reduce a 


de donde, 


1 = k 2 (A 2 + B 2 + C 2 ), 


VA 2 + B 2 + C 2 ' 


Por tanto, si multiplicands la ecuacidn (1) por este valor de k , se 
deduce, de las relaciones (3), (4), (5) y (6), que la forma nor¬ 
mal de la ecuacidn (1) esta dada por 

kAx + lcBy + kCz + kD = 0, (7) 

1 

Va 2 + b 2 + c 2 ' 


en donde k = ± 
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Como la normal al piano es una recta dirigida y tiene, por tanto , 
un sistema unieo de cosenos directores, es evidente que no podemos 
usar ambos signos de h en la ecuacidn (7). Para determinar el signo 
que se ha de usar, adoptamos ciertos convenios que establecemos a 
continuacidn en el siguiente 

Teorema 10. La forma general de la ecuacidn de un piano 

Ax + By + Cz + D = 0 , (1) 

puede reducirse a la forma normal , 

x cos a + y cos (3 + z cos y — p = 0, 

dividiendo cada Urmino de ( 1) por r = ± VA 2 + B 2 + C 2 , en don- 
de el signo que precede al radical r se escoge como sigue: 

a) Si D ^ 0, r es de signo contrario a D. 

b) SiD = 0yC^0,rsfC son del mismo signo. 

c) Si D = C = 0 y B ^ 0, r y B son del mismo signo. 

d) Si D = C = B = 0, entonces A ^ 0, y r y A son del mismo 
signo. 

NOTA. El estudiante debe comparar este teorema con el teorema 8 del Ar» 
ticulo 32. 

Ejemplo. La ecuacidn de un piano es lx — y + 2z — 6 = 0. Reducir dicha 
ecuacion a la forma normal, y hallar la longitud y angulos directores de la 
normal. 

Solucidn. Para la ecuacidn dada, A=2, B = — 1, C“2yD = — 6. 
Por tanto, r = ± \/ A 2 + B 2 + C 2 « ± 3. Como D es negativo, dividimos 
la ecuacidn dada por 3. Esto nos da la forma normal 



Luego la longitud de la normal es 2 y sus angulos directores son 

a = arc cos % — 48° 11', 
p =- arc cos (- tf) - 109° 28' 
y = arc cos % = 48° II'. 

El estudiante debe dibujar la figura correspondiente a este ejemplo. 

120. Aplicaciones de la forma normal, a) Distancia de un punlo 
a un piano. Sea 5 (fig. 167) el piano y Pi(zi, t/i, Zi) el pun to. 
Vamos a determinar la distancia d de Pi a 8 . 
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Supongamos que la forma normal de la ecuaci6n de 8 es 

x cos a + y cos (3 + z cos y — p ■= 0. (1) 

Sea 8' el piano que pasa por Pi y es paralelo a 8, y sea p' la longi- 
tud de la normal trazada desde el origen a 8'. Como se ha convenido, 
p y p' se considerarAn como ndmeros positivos. 

Como se indicd en el problema anAlogo de la distancia de un punto 
a una recta en Geometria analitica plana (Art. 33), hay seis casos 
posibles para las posiciones relativas de P \, 8 y el origen. Solamente 
uno de estos casos aparece en la figura 167. Para llegar a un resultado 



Fig. 167 

comtin a todos los casos, emplearemos distancias dirigidas. Segun 
esto, vamos a asignar la direccidn positiva a la normal ON trazada desde 
el origen al piano 8. La distancia d ser£ considerada siempre como diri- 
gida del piano 8 hacia el punto Pi y, por tanto, sera positiva o negativa 
segun que esta direccidn sea igual o no a la direccidn ON. Entonccs, 
para cada uno de los seis casos posibles de posicidn de Pi, 8 y 0, 
tenemos, como en el Articulo 33 , ya sea la relacidn 

p> = p + d (2) 

o la relacidn 

P'= -(p + d). (3) 

Por ejemplo, la relacidn (2) es verdadera para el caso representado 
en la figura 167 en donde los Angulos directores de la normal a 8' son 
id£nticos a los Angulos directores correspondientes de la normal a 8 . 
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Por tan to , por el teorema 9 del Artlculo 119, la forma normal de la 
ecuacion del piano 8' es 

x cos a + y cos P + z cos y — p' = 0 , 
la cual, en virtud de la relacidn (2) , puede escribirse en la forma 

x cos a + y cos P + z cos y — (p + d) = 0. (4) 

Si, en cambio , el punto Pi esta localizado del lado opuesto del 
origen, es decir, de tal manera que el piano S' que pasa por 61 y es 
paralelo a 6 est6 de lado opuesto del origen con respecto a 5 , enton- 
ces se verifica la relacidn (3). Pero en este caso los angulos directores 
de la normal a 8' son jt — a, jt — P y Jt — y , de manera que la 
forma normal de la ecuacidn del piano 8' es ahora 

x cos(jt — a) + y cos( jt — P) + z cos( jt — y) — p' = 0, 

la cual, en vista de la relacidn (3), puede escribirse en la forma 

— x cos a — y cos P — z cos y + (p + d) = 0. 

Pero esta ultima ecuacidn es id6ntica a la ecuacion (4). An&loga- 
mente, podemos demostrar que para los cuatro arreglos restantes la 
ecuacion (4.}f representa al piano 8'. 

Como el punto P t est& sobre 8', sus coordenadas satisfacen a la 
ecuacidn (4), y tenemos 

Xi cos a + yi cos P + z\ cos y — (p + d) = 0 , 

de donde 

d — x i cos a + y\ cos P + z\ cos y — p. (5) 

Comparando este resultado con la ecuacidn (1), vemos que la 
distancia dirigida d puede obtenerse, en magnitud y signo, sustitu- 
yendo las coordenadas del punto Pi en el primer miembro de la forma 
normal de la ecuacidn de 8 . 

Si el piano 8 no pasa por el origen, una investigacidn de los seis 
arreglos posibles muestra que la distancia dirigida d es positiva o 
negativa segiin que el punto Pi y el origen est6n de lados opuestos 
o del mismo lado del piano 8. Si el piano 8 pasa por el origen, el 
signo de 8 debe de interpretarse de acuerdo con las convenciones esta- 
blecidas en el teorema 10 del Artlculo 119. 

Como la ecuacidn de un piano se da usualmente en la forma general 


Ax + By + Cz + D = 0 , 
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el resultado de la ecuacidn (5) puede expresarse en la forma 

^ __ Axi -f~ Byi 4- Czi 4~ D 
±VA 2 4-£ 2 +C 2 

Un resumen de los resultados precedentes lo estableee el teorema 
siguiente. 

Teorema 11. La distancia dirigida d del punto Pi(xi, yi, zi) al 
piano Ax + By + Cz + D = 0 se obtiene por la formula 

d = A xj + Byi + Cz j + D 
± V A 2 + B* + C 2 ’ 

en donde el signo del radical se elige de acuerdo con el teorema 10, Ar- 
iiculo 119 . 

Si el piano no pasa por el origen, d es positiva o negativa , segun que 
el punto Pi y el origen esttn de lados opuestos o del mismo lado del 
piano . 

Si el piano dado pasa por el origen , el signo de d se interpreta de 
acuerdo con las convenciones adoptadas en el teorema 10, Articulo 119, 
para la direccidn de la normal al piano y usadas para la determinacidn 
del signo radical . 

NOTAS. 1. El estudiante debe comparar este teorema con el teorema 10 del 
Articulo 33. 

2. Si se requiere solamente la distancia de un punto a un piano, tomamos 
el valor absoluto de d. 

Ejemplo 1. Hallar la distancia dirigida del punto P( - 3 f — 4, 2) al pia¬ 
no 3x + 12y — 4z —39 = 0. Interpretar el signo de esta distancia. 

Solucitin. Por el teorema 11 anterior, la distancia buscada es 

d _ 3(- 3)+12(-4)-4(2)- 39 _ -104 = _ g 
V'3* + 12»+4* I 3 

El signo negative indica que el punto y el origen estan del mismo lado del piano. 

b) Ecuaciones de los pianos bisectores de los dngulos diedros suple- 
mentarios formados por dos pianos que se cor tan. Supongamos que los 
dos pianos son 

Aix + Biy + Ciz + Di = 0 
A’ix + B*y 4- C 2 Z + D 2 = 0. 

Las ecuaciones de los pianos bisectores se determinan por el mismo 
m£todo empleado en el problema analogo de la Geometria analitica 
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plana, a saber, la determinaci6n de las ecuaciones de las bisectrices 
de los angulos suplementarios formados por dos rectas que se cortan 
(apartado [ b ], Art. 33). Por tan to, se deja al estudiante como 
ejercicio la demostracidn de que las ecuaciones de los pianos bisec- 
tores son 

A\x + B } y 4- Ciz 4- Pi _ Aix + B 2 y + Ciz + Da 
± V A j 2 + Bi 2 + Ci 2 ~ ± VA 2 2 + B2 2 + C2 2 

y 

A)X + Biy + C\z + Pi _ ___ A 2 x + B 2 y 4 Ciz + D 2 
± V AS + BS + C1 2 ± VA 2 2 + B2 2 + C2 2 ’ 

en donde los signos de los radicales se escogen de acuerdo con el teore- 
ma 10, Artfculo 119. La distancia entre estos dos pianos puede 
calcularse por medio del teorema 11, Artlculo 120. 

Ejemplo 2. Hallar las ecuaciones de los pianos bisectores de los angulos 
diedros suplementarios formados por los dos pianos 6* — 7y 4 6z — 22 = 0 
y lx 4 by — 3z 4 14 = 0. 

Soluci6n. Las formas normales de las ecuaciones de los dos pianos dados son 

6* - 7g + 6z - 22 „ lx + by - 3z + 14 

- . — =0 y -- - = 0. 

V 36+ 49 + 36 — y/ 4 + 36 + 9 

Por tanto, la ecuacion de uno de los pianos bisectores es 

tx — 7y 4 6z — 22 _ lx 4- — 3z 4 14 

11 -7 

o sea. 

64* -J- 17y 4 9z = 0, 

y la ecuacion del otro es 

tx — 7y +6z — 22 ^ _ lx 4 — 3z 4 14 

11 - 7 

o sea, 

20* - 115t/ + 75z - 308 = 0. 

E JERCICIOS. Grupo 55 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. La normal a un piano tiene una longitud de 5 y dos de sus angulos 
directores son a = 45°, 3 = 60°. Hallar la ecuacion del piano. (Dos solu- 
ciones.) 

En cada uno de los ejercicios 2-5, reduzcase la ecuacion dada a la forma 
normal, y hallense la longitud y los angulos directores de la normal. 

2. 8* + 4y - z 4 18 = 0. 4. 3x + 4y - 12z - 0. 

3. 6* + by + 7z — 22 - 0. 5. 3* - 4i, - 10 = 0. 
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6. Obtener la forma normal de cada uno de los pianos especificados en los 
teoremas 7 y 8 y sus corolarios (Art. 118). Tabular los resultados. 

7. Hallar la ecuacion del piano cuya distancia del origen es 5 y cuya nor¬ 
mal tiene por numeros directores [—2, 6, 3]. (Dos soluciones. ) 

8. Hallar el valor de k para que la distancia del origen al piano 

3jc — 6y 4- hz 4* 14 = 0 

sea igual a 2. 

9. Hallar la forma normal de la ecuacion del piano que es paralelo al piano 
4x 4- y — 8z + H = 0 y que pasa por el punto (3, — 2, — 1) . 

10. Hallar la distancia del origen a cada uno de los pianos paralelos 

4* - 4y + 7z - 18 = 0 y 4* - 4y 4- 7z 4- 27 = 0. 

De aqui hallar la distancia entreestos dos pianos. 

11. La ecuacion de un piano 6 es 2 jc — y + z — 18 =* 0, y las coordenadas 

de un punto P son (2. 1, 6) . Hallar la ecuacion del piano que pasa por P y 

es paralelo a 8. Despues hallar la distancia de P a 8. 

En cada uno de los ejercicios 12-14, hallese la distancia del punto dado al 
piano dado, e interptetese el signo de la distancia. 

12. x + 2y - 2z + 12 = 0; (3, - 2, 7) . 

13. 4* - 3y + 12z = 0; (- 5, - 10, - 3) . 

14. 5y + 12z 4- 26 = 0; (3, 2, - 1). 

15. Hallar la distancia entre los pianos paralelos 8 jc — 4y + z4~9*0 y 
8 jc — 4y 4- z — 36 = 0 calculando la distancia de un punto de un piano al otro. 

16. Hallar la distancia entre los pianos paralelos 

6jc + 3y — 2z + 14 = 0 y 6 jc + 3y — 2z — 35 = 0. 

17. Demostrar que la distancia d entre los pianos paralelos 

Ax 4- By + Cz + Di — 0 y Ax 4- By + Cz 4- £>2 - 0 
esta dada por la formula 

d _ I Pi - Dal 
Va ! + b’ + c> ’ 

Usese este resultado para comprobar el ejercicio 16. 

18. La base de un tetraedro es el triangulo cuyos vertices son (1, —2, 1) , 
(— 4. 2. — 1) y (— 5, 5, 3) . Si el cuarto vertice es el punto (4, 2, — 3) , 
hallese la longitud de la altura trazada desde el vertice a la base. 

19. Hallar el volumen del tetraedro del ejercicio 18. 

20. Hallar la ecuacion del piano que es paralelo al de la ecuacion 

2x — y4-2z— 9 = 0 

y esta a 2 unidades de el. (Dos soluciones.) 

21. Hallar el valor del coeficiente k en la ecuacion kx — 2y 4- 6z 4- 14 = 0 
de un piano, para que la distancia del punto (1, 1, 1) al piano sea igual a — 3, 
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22. Si la distancia de un piano al origin es p y sus intercepciones con los 

ejes coordenados son a, b y c, demuestrese que -i— = ——|—!—|—-— 

p a a 2 b 2 c 2 

23. Deducir las ecuaciones de los dos pianos bisectores de los angulos 
diedros suplementarios formados por los dos pianos 

Aix + B\y + C\z + D i =0 y A%x + B%y + C 2 Z + D 2 = 0. 

En cada uno de los ejercicios 24 y 25, hallense las ecuaciones de los pianos 
bisectores de los angulos diedros suplementarios formados por lo« dos pianos cu- 
yas ecuaciones se dan. 

24. *“4yH-8z— 9 = 0 y 2x + y — 2z + 6 = 0. 

25. 7x — 4y + 4z + 18 * 0 y 6 jc + 7y — 6z — 22 = 0. 

26. Hallar e identificar la ecuacion del lugar geometrico de un punto que se 
mueve de tal manera que su distancia del piano 2x — y + 2z — 6 = 0 es igual al 
doble de su distancia del piano x + 2y — 2z + 3 — 0. (Dos soluciones.) 

En los ejercicios 27-31, los vertices de un triangulo T son Pi(xi, y 1 , z 1 ) , 
P 2 (x 2 , t/a, z 2 ) y Pz(xz, yz, zz) » su area es A y los angulos directores de la 
normal a su piano son a, P y y. 

27. La prOyeccion ortogonal de T sobre el piano XY es otro triangulo 
cuyos vertices son (jci, y i, 0) , (x 2 * y 2 > 0) y (* 3 . y 3 . 0) . Por tanto, por 
el teorema 12 del Articulo 34, el area proyectada es 


Az 


K2 


*1 y 1 1 

X2 y 2 1 
X3 y 3 I 


Demostrar, analogamente, que las areas proyectadas sobre los pianos XZ y YZ 
son, respectivamente, 


1 

XI z 1 1 

1 1 

yi zi 1 

II 

X 2 Z2 1 

S* 

H 

II 

y2 z 2 1 

1 

XZ Z 3 1 

1 

ya z 3 1 


En todos los casos se toma el valor absoluto del determinante. 

28. Por medio del teorema 6, Articulo 112, demostrar que los ingulos for¬ 
mados por el piano de T y los pianos XY, XZ y YZ son y, [3 y a, respec¬ 
tivamente. Demostrar, por tanto, que 

Az = | A cos v |. Ay = | A cos 0 |, A x = I A cos a ). 


29. Partiendo del resultado del ejercicio 28 y el teorema 4, del Articulo 110, 
demostrar que A 2 = A 2 x -b A 2 y + A 3 *. 

30. Mediante los resultados de los ejercicios 27 y 29 demostrar que el area 
de T esta dada por 


h vi 

z 1 

1 

2 

*1 

Zi 

1 

2 

XI 

yi 

1 

2 

11 

<c 

to 

Z 2 

1 

+ 

X2 

Z 2 

1 

+ 

X 2 

</2 

1 


1 y 3 

Z 3 

1 


xz 

Zz 

1 


*3 


1 
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31. Sea P 4 (x 4 , y 4 , z 4 ) un punto cualquiera no contenido en el piano 
de 7\ Por medio del teorema 4, Articulo 117, y por el teorema 11, Articu- 
lo 120, demostar que la distancia d del punto P 4 al piano de T esta dada por 


Xi 

t/4 

Zi 

1 

X\ 

yi 

z 1 

1 

X 2 

y 2 

z 2 

1 

X 3 

t/3 

Z 3 

1 


1 

yi z 1 1 

2 

XI Zi 1 

2 

*1 yi 1 

/ 

y 2 z 2 1 

+ 

X 2 z 2 1 

+ 

X2 y 2 1 


t /3 Z 3 1 


*3 Z 3 1 


^■3 t /3 1 


en donde se debe tomar el valor absoluto del numerador. 

32. Por medio de los resultados de los ejercicios 30 y 31, demostrar que el 
volumen de un tetraedro cuyos vertices son Pi(;ci, y\, zi) , P 2(^2, 1/2. z 2), 
P zixa, t/ 3 , Z3) y P 4 (at 4 , y 4 , z 4 ) esta dado por 


Xi 

y 1 

z 1 

X 2 

y2 

Z 2 

X 3 

yz 

Z 3 

Xi 

y4 

Zi 


debiendose tomar el valor absoluto del determinante. 

33. Hallar el volumen del tetraedro cuyos vertices son (—4, 6, 3), 
(8, - 3, 5), (4, 0, ~ 1) y ( 5 , 3. 9). 

34. Usar el resultado del ejercicio 32 para resolver el ejercicio 4 del grupo 54, 
Articulo 118. 

35. Usar el resultado del ejercicio 30 para resolver el ejemplo del Ar¬ 
ticulo 112. 


121. Familias de pianos. De la misma manera que en Geometria 
analitica plana consideramos familias de curvas, podemos considerar 
familias de pianos. En el Articulo 116 vimos que un piano y su ecua- 
cion estan cada uno perfectamente determinados por tres condiciones 
independientes. Segun esto, un piano que satisfaga menos de esas 
tres condiciones no esta determinado, es decir , no es unico. La ecua- 
cion de un piano que satisface solamente dos condiciones independien¬ 
tes contiene una sola constante arbitraria independiente 0 parametro 
y, por tan to , represen ta una familia de pianos monoparametrica . 

Un ejemplo de familia de pianos con un solo parametro es la 
ecuacion 

Ax+ By + Cz + k = 0, (1) 

en donde A , B y C son constantes fijas y el parametro k puede 
tomar todos los valores reales. Esta ecuacidn representa a la familia de 
pianos que son paralelos al piano dado 

Ax + By + Cz + D = 0. 
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Una familia de pianos particularmente util es el sistema de pianos 
que pasan por la intersection de dos pianos dados cuyas ecuaciones 
pueden tomarse en las formas 

Aix + Biy + C\Z + Di = 0, (2) 

A 2 X + B*y + C 2 Z + D 2 = 0. (3) 

Cualquier punto cuyas coordenadas satisfagan ambas ecuaciones (2) y 
(3) est& sobre su recta de interseccidn. Evidentemente, las coorde¬ 
nadas de tal punto satisfacen tambi6n la ecuacidn 

k\ (Aix + Biy + C\z + Z)i)+& 2 (A 2 x + B^y + Ciz + ) = 0 , (4) 

en donde k\ y & 2 son constantes arbitrarias que pueden tomar todos 
los valores reales exceptuando el caso en que ambas sean cero simult&- 
neamente. Ademas, como la ecuacidn (4) es lineal, representa todos 
los pianos que pasan por la interseccidn de los pianos dados (2) y (3). 
Procediendo como en el caso de una familia de rectas que pasan por la 
interseccidn de dos rectas dadas (Art. 36), vamos a eliminar el pia¬ 
no (3) de la familia (4) con el fin de obtener la ecuacidn m&s simple 

Aix + B iy + Ciz + A + k(Aiz + B*y + C 2 Z + Z) 2 ) = 0 , (5) 

en donde el parametro k puede tomar todos los valores reales. Sedice 
que la ecuacidn (5) represen ta un haz de pianos , y a su recta comun 
de interseccion se le llama eje 0 arista del haz . 

Ejemplo. Hallar la ecuacion del piano que pasa por el punto P (2, 5, — I) 
y por la recta de interseccion de los pianos 

4x + y — 2z— 8 =» 0 y 3jc — y + 4z — 4 = 0. 

Solucl6n. Por la ecuacion (5) anterior, el piano buscado es un elemento 
del haz de pianos que tiene por ecuacion 

4x + y — 2z — 8 + ft (3x — y + 4z — 4) = 0. (6) 

Como el piano buscado pasa por el punto P, las coordenadas (2, 5, — 1) de P 
deben satisfacer la ecuacion (6) , y tenemos 

4.2 + 5 —2(— 1) - 8 + *(3 . 2 - 5 + 4(- 1) - 4) - 0, 

de donde ft — 1. Sustituyendo este valor de ft en la ecuacion (6) y simplifican- 
do, tenemos, como ecuacion del piano que se busca 

7jc + 2z - 12 = 0. 

El estudiante debe dibujat la figura para este ejemplo. 
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En el Articulo 115, vimos que la ecuacibn de cualquier piano que 
pasa por el punto Pi(xi, y\, zi) es 

A(x - xi) + B(y - yi) + C(z — zi) = 0. (7) 

Por tanto, esta ecuacion representa a la familia de pianos que pasan 
por el punto dado , Pi (xi , y\ , zi) . Tal sistema se llama una radiation 
de pianos , teniendo al punto Pi como vtitice de la radiation. Como 
uno, por lo menos, de los coeficientes A, B y C es diferente de cero , 
la ecuacidn (7) contiene solamente dos constantes arbitrarias inde- 
pendientes; representa, por lo tanto, una familia de pianos bipa- 
rametrica. 

Como con esto se concluye nuestro estudio del piano, se recomienda 
al estudiante que haga un resumen de los resultados de este capltulo. 

EJERCICIOS. Grupo 56 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Determinar el valor del parametro k de tal manera que un piano de la 

familia kx — 3y + kz — 22 = 0 pueda pasar por el punto (3, — 4, 2) . Hallar 

la ecuacion del piano. 

2. Determinar el valor del parametro k de tal manera que un piano de la 

familia lx + kg — kz + 7 = 0 sea perpendicular al piano 3jc + 6y — 12 = 0. 

Hallar la ecuacion del piano. 

3. Hallar la ecuacion del piano que pasa por el punto (4, — 1, 1) y es 
paralelo al piano 4x — 2y + 3z — 5 = 0. 

4. Hallar la ecuacion del piano paralelo al piano x + 3y — 2z + 14 = 0 
y tal que la suma de sus intercepciones con los ejes coordenados sea igual a 5. 

5. Hallar la ecuacion del piano que es paralelo al que tiene por ecuacion 

* - ly + 2z + 12 = 0 

y cuya distancia del origen es igual a 2. (Dos soluciones.) 

6. Hallar la ecuacion del piano que es paralelo al que tiene por ecuacion 

7x + 3y — 2z + 2 - 0 
y cuya intercepcion con el eje Z es 4. 

7. El volumen del tetraedro formado por un cierto piano y los pianos coor¬ 
denados es 12. Hallar la ecuacion del piano sabiendo que es paralelo al de ecua¬ 
cion lx + 2y + 4z + 6 = 0. (Dos soluciones.) 

8. Hallar la ecuacion del piano que pasa por el punto (3, — 1, 4) y tam- 
bien por la recta de interseccion de los pianos 

x 2y — z — 4 y 2x — 3y+z=6. 

9. Hallar la ecuacion del piano que pasa por la recta de interseccion de los 
pianos 3x + y— 2z + 2- 0yx — 3y — 2 + 3 = 0 y es perpendicular al pia¬ 
no XY. 
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10. Hallar la ecuacidn del piano qae pasa por la recta de interseccidn de los 
pianos 2x — y + 3z - 2 y 4x + 3y — z — 1 y es perpendicular al piano 

3x — 4y — ?z - 9. 


11. Hallar la ecuacidn del piano que pasa por la recta de interseccidn de los 
pianos 2x — y — z — 2 y x + y — 3z + 4 — 0 ytal que su distancia al origen 
sea igual a 2. (Dos soluciones.) 

12. La distancia de un piano al origen es igual a 3. Si el piano pasa tambien 
por la interseccidn de los pianos x + y + z ■— 11" 0 y x — 4y + 5z— 10 »0. 
hallese su ecuacidn. (Dos soluciones.) 

13. Un piano es paralelo al de ecuacidn 2x + 2y + z — 1 — 0, y el punto 
(2, 2, 2) es equidistante de ambos pianos. Hallese la ecuacidn del piano. 

14. La distancia de un piano al punto (1. 0. 2) es 1. Si el piano pasa por 
la interseccidn de los pianos 4x —2y — z + 3 ~ 0 y 2x — y+z—2 — 0. ha¬ 
llese su ecuacidn. (Dos soluciones.) 

15. Un piano pasa por el punto (5. 2. — 1) y su traza con el piano XY es 
la recta x — 2y + 2 = 0. z « 0. Hallese su ecuacidn. 

16. Un piano pasa por el punto (1, 6, — 2) y tiene la misma traza sobre 

el piano XY que el piano 3x — y — 8z + 7 — 0. Hallese su ecuacidn. 

17. Hallar la ecuacidn del piano que pasa por la recta de interseccion de los 
pianos x — y + 2z + 4 — 0 y 2x + y + 3z—9 — Oyes paralelo a la recta cu- 
yos numeros directores son [1, 3, — I]. 

18. La ecuacidn de un piano es Ax + By + Cz + D — 0. Hallar las con- 

diciones que deben satisfacer sus coeficientes para que pertenezca al haz de 

pianos representado por la ecuacidn 

Aix + Biy + Ciz + Di + k (Aa* + Bay + C 2 Z + Da) « 0. 


19. Demostrar que los tres pianos 

2x — y + 2z - 8 — 0. 8x — y + 13z - 21 « 0 y 4x + y + 9z — 5 — 0 


pertenecen al mismo haz. 

20. Demostrar que una condicidn necesaria y suficiente para que los tres 
pianos A%x + Biy + Ciz + Di — 0. 1 — 1, 2. 3, tengan uno y solamente un 
punto comun es 


Ai Bi Ci 
Aa Ba Ca 
As B3 C 8 


5*0. 


21. Demostrar que los tres pianos 

3 x + 2y — z — 3 « 0, 2x — 3y — 3z — 4 « 0 y x + 7y — 2z + 7 — 0 

tienen solamente un punto comun. y hallar sus coordenadas. 

22. Supongamos que los tres pianos 

Atx + Biy + Ciz + Di * 0, 1 — I, 2, 3, 

tienen uno y solamente un punto P en comun. Demostrar que la radiacidn de 
pianos cuyo vertice es P tiene por ecuacidn 

Aix + Biy + Ciz +Dj + ki (Aa* + Bay + Caz + Da) 

+ k%(A*x + Bay + C 3 Z + Da) * 0. 

en donde k\ y fca son los parimetros. 

Lehmann* — 24- 
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23. Demostrar que los cuatro pianos 4x+3y—4z—8=0, 2x-8y+7z+5=0, 
* — 3y — 2z — 3 — 0 y 3 jc + y + z—2 — 0 pertenecen a la misma radiaci6n 
y hallar las coordenadas de sus vertices. 

24. Un piano pasa por los dos pnntos (3, 0, — 1). (2, —3, —3) y 
pertenece a la radiacion determinada por los pianos 2x — 3y + 2z — 9 = 0, 
*+4y — z + 3 = 0 y 3 jc — 2y — 2z — 6 — 0. Hallar la ecuaci6n del piano 
por el metodo parametrico y comprobar el resultado por otro metodo. 

25. Hallar la ecnacion del piano de la radiaci6n del ejercicio 24 qae pasa por 
el pnnto (1, 1, — 3) y es perpendicular al piano x + y — 2z + 12 =0. 



CAPITULO XV 


LA RECTA EN EL ESPACIO 

122. Iatroduccl6a. En el capitulo anterior hicimos un estudio del 
piano como la mis sen cilia de todas las superficies. Podriamos conti- 
nuar nuestro trabajo estudiando superficies m&s complicadas antes de 
considerar las curvas en el espacio. Pero la llnea recta en el espacio, 
considerada como la intersection de dos pianos diferentes, se presenta 
tan naturalmente despuds del estudio del piano, que dedicamos com¬ 
plete el presente capitulo a su estudio. El siguiente capitulo lo reser- 
varemos para tratar el problema general de las superficies. 

123. Forma general de Ibb ecuaciones de la recta. Sea l la recta 
de intersection de dos pianos diferentes cualesquiera, cuyas ecuacio¬ 
nes , en la forma general, son 

Aix + Biy + C\Z + = .j. 

Atx + Bty + Ciz + Dt = 0. } 

Cualquier punto cuyas coordenadas satisfagan anibas ecuaciones del 
sistema (1) estd sobre cada uno de los pianos y, por lo tanto, estd 
sobre su intersecciOn l . Reciprocamente, cualquier punto que estO so¬ 
bre l debe estar sobre cada uno de los pianos, y sus coordenadas 
deben satisfacer, por lo tanto, ambas ecuaciones. Segun esto, las 
dos ecuaciones del sistema (1), consideradas simuUdneamente , son 
las ecuaciones de una recta en el espacio. El sistema (1) es llamado, 
apropiadamente, forma general de las ecuaciones de la recta. 

En seguida observemos el becbo importante de que las ecuaciones 
de cualquier recta particular en el espacio no son imicas . En efecto, 
podemos considerar, como en el Artlculo 121, que la recta l , repre- 
sentada por el sistema (1), es la arista del baz de pianos 


A\x + Biy + Ciz + Di + k(Atx + B%y + Ciz + Dt ) — 0, (2) 
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en donde el parAmetro k puede tomar todos los valores reales. Por 
tanto, las ecuaciones de dos pianos diferentes cualesquiera de la fami- 
lia (2) pueden servir como ecuaciones de la recta l. Geombtrica- 
mente, tambibn, una recta estA completamente determinada por dos 
pianos diferentes cualesquiera que pasen por ella. 

124. Forma simbtrica de las ecuaciones de la recta; ecuacibn de 
la recta que pasa por dos puntos, y ecuaciones parambtricas de la recta. 
Para muchos problemas, la forma general de las ecuaciones de una 
recta no es tan conveniente como otras ciertas formas que vamos a 
deducir a continuacibn. Vamos a basarnos en que una recta queda 
perfectamente determinada por uno de sus puntos y su direccibn, o 
por dos cualesquiera de sus puntos. La deduction de las ecuaciones se 
basarA en lo dicho en el Artlculo 25 sobre la ecuacibn de una recta, 
dado uno de sus puntos y la pendiente. Definiremos a la llnea recta 
como una curva del espacio caracterizada por la propiedad de que sus 
ndmeros directores sean idbnticos a (o proporcionales a) los numeros 
directores correspondientes de cualquier segmento de la recta. 

Sea Pi(xi, pi, Zi) un punto dado cualquiera de la recta l cuyos nti- 
meros directores son [a, b , c ]. Sea P (x , y , z) un punto cualquiera 
de l diferente de Pi. Entonces, por el corolario 2 del teorema 5, 
Artlculo 111 f un sistema de numeros directores para l estA dado por 
[x — xi, y — y\, z — z\]. Por tanto , por nuestra definicidn de llnea 
recta, las coordenadas de P deben satisfacer las relaciones 

x — Xi = ka, y — yi — kb 9 z — zi » kc, (1) 

en donde k es una conslante diferente de cero. Estas relaciones son, 
por tanto , las ecuaciones de la recta l que pasa por un punto dado y 
tiene una direccidn dada. 

Si los numeros directores [ a , b, c ] de l son todos diferentes de 
cero, se acostumbra escribir las ecuaciones (1) en la forma sirrtftrica 

x — xi _ y — yi _ g - zi ^ 

a b c 

Si a, 0, y son los Angulos directores de l , entonces (Art. Ill) 
la forma simbtrica (2) puede escribirse tambibn en la forma 

x — xi _ y — y\ _ z — zi 
cos a cos 3 cos y 9 

siempre que ningdn coseno director sea igual a cero. 
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Cada una de las formas (1), (2) y (3) consta de tres ecuacio- 
nes , pero en cada caso solamente dos de estas ecuaciones son inde- 
pendientes. 

Si uno o dos de los numeros directores [a, b, c] de / son cero, no podemos 
asar ni la forma (2) ni la (3). En tales casos, debemos emplear las relacio- 
nes (1). Por ejemplo, digamos que o » 0, pero b J a son ambos diferentes 
de cero. Entonces por las relaciones (1) * tenemos, para las ecuaciones de /, 

x — jci, y — yi ■» kb, z — Zi — kc, 
las cnales, de acuerdo con la forma simltrica ( 2 ), pueden escribirsc como 



Para a « 0, la recta / es perpendicular al eje X y, por tanto, es paralela al 
piano VZ, Debe estar, en consecuencia, sobre un piano paralelo al piano YZ. 
Esto se indica analiticamente por la ecuacidn jc — jcj. £1 estudiante debe obte- 
ner 7 discutir las ecuaciones de una recta para todas las combinaciones posibles 
de uno o dos numeros directores iguales a cero. 

Vamos a hacer un resumen de los resultados precedentes en el si- 
guiente 

Teorema 1. La recta que pasa por el punto dado Pi(xi, yi f zi) 
y cuyos numeros directores son [ a, b, c ] tiene por ecuaciones 

x — Xi = ka, y — yi =» kb, z — zi — kc , 

en donde k es una constante diferente de cero. 

Si los numeros directores [a, b, c] son todos diferentes de cero , 
estas ecuaciones pueden escribirse en la forma sim&trica 

x — xl _ y — yi Z — z t 

a ™ b * c 


Nota. Es importante para el estudiante observar que los numeros directores 
de una recta pueden obtenerse directamente de la forma simetrica, solamente si 
el coeficiente de cada una de las variables x, y 7 z es la txnidad position. 

Ejemplo. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (—3, 2, 1 ) 
7 es perpendicular al piano 4jc + 3y — 12 ~ 0. 

Solucldn. Por el teorema 2 del Articulo 115, los numeros directores de la 
recta son [4, 3, 0]. Por tanto, por el teorema 1 anterior, las ecuaciones de 
la recta son 


jc + 3 _ y - 2 
4*3 


z - 1. 


El estudiante debe dibujar la figura para este ejemplo. Debe demostrar tam- 
bi£n que la recta es perpendicular al eje Z 7 que esti en un piano paralelo al 
piano XY. 
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En seguida deduciremos las ecuaciones de la recta l que pasa por 
los puntos dados Pi(xi, yi, z{) y P*(x 2 , y *, zj). Por el corolario 2 
del teorema 5 , Articulo 111, un sistema de numeros directores para l 
est& dado por [ xa — xi, y\ — yi , zi — zi ]. Por tanto , por el teore¬ 
ma 1 anterior, las ecuaciones de l son 

x — Xi = k{x 2 — xi ), y - yi = k(y% - 2 / 1 ), z — zi ® fe(z* - zi), (4) 

en donde k es una constante diferente de cero. 

Si todas las coordenadas correspondientes de Pi y P 2 son diferen- 
tes entre si, es decir, xi ^ x%, yi j* y*, zi ^ zi , podemos escribir las 
ecuaciones (4) en la siguiente forma 

x 2 — Xi y 2 — yi z 2 - zi ' ^ * 

Vamos a hacer un resumen de los resultados precedentes en el si¬ 
guiente 

Teorema 2. La recta que pasa por los dos puntos dados 
Pi(xi, yi, zi) y P 2 (xj. j yj, Z 2 ) tiene por ecuaciones 

x — xi = k(x* - xi), y - yi « k(y 2 - yi), z — Zi = k(Z 2 — Zi), 

en donde k es una constante diferente de cero . 

Si las coordenadas de Pi y P 2 son tales que Xi ^ x 2 , yi ^ y 2 , 
zi ^ Z 2 , estas ecuaciones pueden escribirse en la forma 

x — xi _ y — yi z — zi 
x 2 - Xi y 2 _ yi “ Z 2 — Zi ’ 

Consideremos ahora la recta l que pasa por el punto dado 

Pi(xi, yi, zi) y tiene los Angulos di- 
rectores dados a, P, y. Sea P(x f y> z) 
un punto cualquiera de l , y f la lon- 
gitud del segmento de recta variable 
PPi. Vamos a considerar a t positi- 
vo 0 negativo segun que P est6 de un 
lado 0 del otro de Pi, como aparece 
en la figura 168. Segun esto, la va¬ 
riable t puede tomar todos los valores 
reales incluyendo el valor cero cuando 
P coincide con Pi. Evidentemente, 
para cada valor asignado a t , la posi- 
ci6n de P queda perfectamente defi- 
nida con respecto al punto fijo Pi. 


Z 
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Por el teorema 3 del Artfculo 110, tenemos las relaciones 

x — xi Q y — vi z — zi 

cos a = —-—, cos U = —, cos y * —~ t — , 

de donde 

x = Xi + t cos a , y — yi + t cos P , z — zi + t cos v. (6) 

Observando las ecuaciones (6), vemos que, asignando un valor par¬ 
ticular a t , los valores de x , y y z quedan determinados. Pero estos 
son las coordenadas de un punto P de l. Se sigue por esto (Art. 89) 
que las ecuaciones (6) son las ecuaciones param&rieas de la recta l , 
siendo la variable auxiliar t el pardmetro . De aqul el siguiente 

Teorema 3. La recta que pasa por el punto Pi (xi, yi, zi) y tiene 
los dngulos directores a, (3 , y , tiene por ecuaciones paramStricas 

x = xi + t cos a , y = yi + t cos (3 , z = zi + t cos y , 

en donde el pardmetro t representa la longitud dirigida de Pi a un punto 
cualquiera P(x, y, z) de la recta. 


NOTA. Anotamos previamcnte que una recta en el espacio se representa ana- 
Hticamente por dos ecuaciones independientes. Aqui observamos que una recta 
en el espacio se representa por tres ecuaciones parametricas. Pero si eliminamos 
al parametro t entre estas tres ecuaciones, obtenemos las dos ecuaciones inde¬ 
pendientes usuales. 


EJERCICIOS. Grupo 57 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1 . Las ecuaciones de una recta / son 

3jc — 2y + 4z—9 — 0 y x + y — 2z+5»0. 

Obtener otro par de ecuaciones para /. Comprobar el resultado hallando las co¬ 
ordenadas de dos puntos que esten sobre / partiendo de las ecuaciones dadas y 
demostrando entonces que estas coordenadas satisfacen al nuevo par de ecua¬ 
ciones. 

2. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (2 # — 1, 4) y 
tiene por numeros directores [3, — 1, 6]. 

3. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (4, 0, 5) y es 
paralela a la recta cuyos numeros directores son [1, —1, 3]. 

4. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (—3, 2, 7) y es 
perpendicular al piano 2x — 3y + z = 0. 

5. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (— 2, 4, 3) y 
cuyos numeros directores son [2, 0, — 3], 

6 . Una recta pasa por el punto (6, 3, —2) y es perpendicular al piano 
4y 4* 7z — 9 - 0. Hallar sus ecuaciones. 
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7. Dos de log Angulos dircctores de una recta son o — 45°, (5 « 60°. Si la 
recta pasa por el punto (4 t — 1, 4), hallense sus ecuaciones. (Dos solu- 
clones.) 

8 . Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (3. -2. 7) y 
corta al eje X perpendicularmente. 

9. Una recta es perpendicular al piano XY y contiene al punto 
(3, — 4, — 14). Hallar sus ecuaciones. 

10 * Los numeros directores de una recta son [0. 0, 1 ] y la recta pasa por 
el punto (—2. 1 . 7). Hallar sus ecuaciones. 

En cada uno de los ejercicios 11-16. una recta pasa por el punto 
Pi(jci. yu z i) y tiene por numeros directores [a. 6 . c]. Hallar las ecuaciones 
de la recta cuando sus numeros directores son los que se indica. Interpretar los 
resultados analitica y geomltricamente. 


11 . a = 0 , 

b ^ 0 . 

c ^ 0 . 

14. 

a = 0 , 

cr 

II 

p 

C 5* 0. 

12 . a * 0 . 

6 = 0 , 

c ^ 0 . 

15. 

a = 0 . 

6 ^ 0 , 

c = 0 . 

IS. a * 0, 

b 5 * 0 , 

c = 0 . 

16. 

a 5 ^ 0 , 

6 = 0 , 

o 

II 

o 


17. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (—7, 3. - 5) y 
es perpendicular a cada una de las dos rectas cuyos numeros directores son 
[4. -2. 3] y (I, 2. -2]. 

18. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto ( — 6 , 5, 3) y 

es paralela a la recta x —-^ — - v ■> * z — . 

— 2 2 6 

19. Hallar las ecuaciones de las recta que pasa por el punto (3. —3,4) y 
es perpendicular a cada una de las rectas 

2x + 4 y — 3 2+2 x — 3 2 1 / — 7 3 — 2 

4 “ - 1 ~ 5 y 1 2 " - 3 * 

20 . Hallar el Angulo agudo formado por las rectas 

X — 1 y 22 + 3 JC + 5_|/— 8_2+Q 

- 7 “ 3 ” -4 7 3 — 2 “ 4 

21 . Demostrar que si una recta estA en el piano XY, sin set perpendicular 
ni al eje X ni al Y, y contiene al punto Pi(xu y i, 0 ) , sus ecuaciones pueden 

escribirse en la forma x ~ Xl wm J/ ., 2 * 0 , ( Ver el ejercicio 21 del 

cos a cos 

grupo 14. Art. 37.) 

22 . Hallar las ecuaciones: a) del eje X; b) del eje Y: c ) del eje Z. 

En cada uno de los ejercicios 23-26, hallar las ecuaciones de la recta que pasa 
por los dos puntos dados. 

23. (0,0,0), (2.-1, 5). 25. (1.-7, 2), (1.-7. -3). 

24. (5, 0,7). (5, - 3. 11). 26. ( 2 . 3. -4), (- 5, 3. -4). 

En cada uno de los ejercicios 27-32. hallar las ecuaciones de la recta que pasa 
por los puntos Pi(*i, yu *i) y Pa(xa» ya. 2 a) . cuando las coordenadas 
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correspondientes de Pi y P 2 estan relacionadas como se iodica. Interpretar los 
resultados analitica y geometricamente. 


27. 

*1 = *2. 

yiJ* t/s. 

Z 1 7 *^ Z2* 

30. 

X\ = X 2 , 

t/t= 1/2. 

Zi?^Z 2 . 

28. 

X\?± X 2 . 


zifZzz- 

31. 

X\ — X2t 

l/i 7^ y2, 

Z| = Z 3 . 

29. 

X\7* X 2. 

y\r* 1/2. 

z 1 = z 3 . 

32. 

X\?± X2t 

y 1= i/ 2 . 

Zi = Z 2 . 

33. 

Hallar las 

ecuaciones parametricas 

de la 

recta que 

pasa por 

el punto 


(6, — 4, 2) y tiene por angulos directores a = 60°, (} — 135°. (Dos solu- 
ciones.) 

34, Hallar las ecuaciones parametricas de la recta qae pasa por el punto 
(5. —3, 0) y tiene por numeros directores [2, —2. 1]. 

35, Hallar las ecuaciones parametricas de la recta que pasa por los dos pun* 
tos (1, 2. - 3) y (2, 6, 5). 

36, Demostrar que si una recta pasa por el punto Pi (jci, y 1 , zi) y tiene 
por numeros directores [a, b , c] . sus ecuaciones parametricas pueden escribirse 
en la forma 

x » jri + at, y ** y\ + bt, z = z 1 + cr, 

en donde r es el parametro. ^Que relacion guarda este parametro con el para- 
metro t del teorema 3. Articulo 124? 

37* Escribir las ecuaciones parametricas de una recta que esta situada: 
a) en el piano XY; b) en el piano XZ ; c) en el piano YZ . 

38. Las ecuaciones parametricas de una recta son 

x =* 2 + 4t, . y = t — 4, z — 7 — 8r. 

Reducir estas ecuaciones a la forma simetrica. Hallar las coordenadas de dos 
puntos de la recta y construir dicha recta. 

39. Reducir la forma simetrica del teorema 1 a la forma parametrica del teo¬ 
rema 3, Articulo 124. 

40. Reducir la ecuaci6n de la recta que pasa por dos puntos dada en el teo¬ 
rema 2 a la forma parametrica del teorema 3, Articulo 124. 

125 Pianos proyectantes de una recta. Supongamos las ecua¬ 
ciones de una recta l dadas en la forma general 

A\X + B\y + C\Z + Di * 0, A%x + B*y + C 2 Z + D 2 = 0. (1) 

Hemos visto (Art. 123) que la recta l puede representarse tambidn 
por dos pianos diferentes cualesquiera de la familia de un haz de 
pianos 

Aix + B\y + C\z + D\ 4- k(Azx + Bty + C%z + Z)i) = 0. (2) 

Dado que hay un ntimero infinito de pares de pianos que definen a la 
recta l como su interseccidn, es natural que escojamos aquellos 
pianos que sean m&s titiles para nuestros propdsitos. Estos son 
los pianos que pasan por l y son perpendiculares a los pianos 
coordenados; llamados, apropiadamente, los pianos proyectantes de 
la recta. 
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Por el teorema 7 del Articulo 118, un piano perpendicular a un 
piano coordenado se representa por una ecuacidn lineal que contiene 
solamente dos variables, las variables del piano coordenado par¬ 
ticular. Por tanto, para obtener un piano proyectante determinado 
de la recta (1), asignamos un valor tal al par&metro k en la ecua- 
ci6n (2) de manera que la ecuacidn resultante contenga solamente las 
dos variables deseadas. Este procedimiento consiste , evidentemente , 
en la eliminacidn de una de las variables de las dos ecuaciones de la 
recta (1). 

EJemplo 1. Hallar las ecuaciones de los tres pianos proyectantes de la recta 
t : lx + 3c/ — z = 4, x — y + z = 4. Construir la recta por medio de estos 
pianos proyectantes. 



Fig. 169 

Solnci6n. Para eliminar la variable z basta sumar las ecuaciones dadas. 
Esto nos da 

3jc -h 2t/ — 8. (3) 

que es la ecuacion del piano proyectante de la recta dada sobre el piano XY• 

La variable y puede eliminarse multiplicando la segunda ecuacidn de la recta 
por 3 y sumandola a la primera ecuacidn. Esto nos da 

5x + 2z - 16, (4) 

que es la ecuacidn del piano proyectante sobra el piano XZ. 

An£logamente, eliminando la variable x, obtenemos 

5y - 3z +4 - 0, 

para ecuacion del piano proyectante sobre el piano YZ, 


(5) 
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Dos cualesquiera de los tres pianos proyectantes son suficientes para determi- 
nar la recta l. Usemos, por ejemplo, los pianos proyectantes (3) y (4) para 
construir la recta U tal como se ve en la figura 169. Dos de los pantos de l, 
Pi y Pa, determinados por estos pianos, estan sobre los pianos coordenados; 
estos pantos se llaman puntos de penetracion o trazas- de la recta /. 

El metodo para localizar cualqaier punto P de la recta l tambiln esta indi- 
cado en la figura 169. Esto se logra haciendo pasar an piano 6 paralelo al pia¬ 
no YZ. El piano 6 corta a los pianos proyectantes en dos rectas, h y el 
panto P es entonces el panto de interseccion de h y h* Este metodo es de con¬ 
siderable importancia para localizar cualqaier panto sobre una curva del espa- 
cio; sera considerado mas adelante en el Capitulo XVII. 


Las ecuaciones de dos de los pianos proyectantes de la recta (1) 
pueden escribirse en la forma 

y = mx + b,\ ^ 

z — nx + c . / 

Se les llama forma proyeccidn de las ecuaciones de una recta. Esta 
forma es util para ciertos tipos de problemas ; el siguiente ejemplo es 
una ilustracidn de esto. 

Supongamos que las ecuaciones de una recta l se nos dan en la 
forma general (1). Queremos demostrar que l est4 en un piano par¬ 
ticular cuya ecuacidn puede escribirse en la forma 

A 3 X "f* Bzy ~b Csz + Ds — 0. (7) 

Un m6todo, por supuesto, es obtener las coordenadas de dos de los 
puntos de l y demostrar que satisfacen a la ecuacidn (7). Un segundo 
metodo consiste en demostrar que l es perpendicular a la normal al 
piano (7) y que uno de sus puntos estd sobre ese piano. Un tercer 
metodo consiste en demostrar que la ecuacidn (7) se convierte en una 
identidad en x cuando y y z son reemplazadas por sus valores dedu- 
cidos de la forma proyeccidn (6) de L Un cuarto metodo es demos¬ 
trar que el piano (7) es un miembro de la familia de pianos (2). En el 
siguiente ejemplo vamos a aplicar el tercer m6todo. 


Ejemplo 2. Demostrar que la recta 

3x + 4y - 2z -f 7 - 0, x - y - 3z + 3 - 0. (8) 


estS contenida en el piano 

x -f by -f 4z + 1 - 0. 


(9) 


Solucidn. Eliminando las variables z y y sucesivamente de las ecaacio- 
nes (8) , hallamos que las ecuaciones de la recta en funcion de los pianos pro¬ 
yectantes (forma proyeccidn) son 


y 



2 14 
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Susiituyendo cstos valores de y y z en la ecuacidn (9) , obtenemos 
x-fx-^- + 2x+^-+l -0. 

ona identidad para todos los valores de x, Esto muestra que las coordenadas de 
todos los puntos de la recta (8) satisfacen a la ecuaci6n (9) del piano. 

Lob pianos proyectantes de una recta son una simple ilustracidn de 
un concepto importante en el estudio y construction de las curvas 
generales en el espacio. Este tema serd considerado mds ampliamente 
en el Capltulo XVII. 

126. Reduction de la forma general a la forma simOtrica. Esclaro 
que la forma simetrica de las ecuaciones de una recta es, frecuente- 
mente, mds conveniente que la forma general. Por ejemplo, dada 
una recta, por su forma simetrica, es posible obtener inmediatamente 
los numeros directores de la recta y las oordenadas de uno de sus 
puntos. Ademds, la forma simdtrica da tambidn, inmediatamente, 
las ecuaciones de los pianos proyectantes; dada la forma general, es 
necesario, casi siempre, eliminar una o mds variables. Por esto, 
vamos a considerar abora el problema de reducir la forma general a la 
forma simdtrica. Este mdtodo quedard mejor explicado por medio de 
un ejemplo. 


Ejemplo 1 . Las ecuaciones de una recta son 

x + 3t/ — z — 4 - 0. lx — y + z + 6 = 0 (1) 

Hallar la forma simetrica. 

SoluciOn. Del sistema (1). despejando x en funcidn de y se obtiene 

x , 2y + 2 

y despejando x en funcidn de z. resulta 


„ _ 2z + 14 
— 7 

Igualando estos resultados, tenemos 

_ 7y + 2_ 2z + 14 

-3 — 7 * 


Como en la forma simetrica los coeficientes de las variables deben ser unitarios 
y positivos, vamos a escribir estas ecuaciones en la forma 


x 



o, para mayor claridad, en la forma 


z + 7 


* y + 1 z ±2 
2 “ - 3 “ -7 ' 
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La forma simetrica muestra que los numeros directores de la recta (1) son 
[2, — 3, — 7] y que el punto (0. - 1, - 7) esta sobre ella. 

Se pueden obtener formas simetricas de la recta (1) despejando y en funcion 
de jc y z, o z en funcidn de x y y. En cada caso se obtendran los mismos nu¬ 
meros directores, pero las coordenadas del punto seran diferentes. 

La reduccion puede efectuarse tambien hallando las coordenadas de dos pun* 
tos de la recta (1) y aplicando la formula de las ecuaciones de la recta que pasa 
por los dos puntos. 

Cuando se necesita obtener solamente los ntimeros directores de una 
recta partiendo de su forma general, es conveniente emplear el artificio 
de los numeros directores (Art. 113). Esto se ilustra en el siguiente 
ejemplo. 


Ejemplo 2. Demostrar que la recta 

x — y + 2z — 8 = 0, x + 2y -|- 8z — 20 “ 0, (2) 


es paralela al piano 


3x — 2y 4- 8z — 5 — 0. 


(3) 


Solucl6n. Como la recta (2) esta en cada uno de los pianos que la definen, 
es perpendicular a cada una de las normales de estos pianos. Los numeros direc¬ 
tores de estas normales son [1, — 1, 2] y [1, 2, 8]. Por tanto, por el artifi¬ 
cio de los numeros directores, los numeros directores de la recta (2) son 


- 1 2 

2 8 


12 . 


2 1 
8 1 




3. 


o sea [4, 2. — 1 ]. Los numeros directores de la normal al piano (3) son 
[3, —2, 8]. Entonces, como 


4.3 + 2(- 2) - I . 8 - 0, 


se sigue que la recta (2) es perpendicular a la normal al piano (3) y, por tanto, 
es paralela al piano. 


EJBRCICIOS. Orupo 58 
Dibujar una figura para cada ejercicio. 

En cada uno de los ejercicios 1-5, hallar los pianos proyectantes de la recta 
cuyas ecuaciones se dan. Usense estos pianos proyectantes para construir la recta. 

1. x + j/ + z = 6, 3x — y — z ■■ 2. 

2. 2x — y + 4z * 8. x + 3y — 5z * 9. 

3. 3x + 2y - z - 4, 4x - (/+ 7z - 14. 

4* x — y — z « 2, 3x + 2y + z - 6. 

6. 4* + 3*, - 2z - 12, a: - 5y + lOz « 5. 
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6. Las ecuaciones de una recta son 

4x + 2y — 3z + 8 = 0, 2x — y + 2z — 11 * 0. 

Hallando las coordenadas de dos de los pantos de esta recta, demuestrese que esta 
en el piano 2x + 7y — 12z + 49 * 0. 

7. Las ecuaciones de una recta son 

x — 4y + 5z - 3 - 0, x + 3y - 3z + 2 - 0. 

Poniendo estas ecuaciones en funcion de los pianos proyectantes, demuestrese 
que esta recta esta en el piano 3 jc + 2|/ — z + 1 ■» 0, 

8. Las ecuaciones de una recta son 

5x — 4{/<+ 2z — 9 *■ 0, 2x + y + 2z — 4 » 0. 

Empleando el haz de pianos que tiene a esta recta por eje, demuestrese que esta 
en el piano x — by — 2z — 1 «■ 0, 

9. Demostrar que la recta x + ^ = V ~ * * 2 ? esta en el piano 

4-12 

jr — 2y — 3z — 8 » 0. 

10. Las ecuaciones de una recta l son 

4* — 2y + 7z — 2 «■ 0, 3* + y — z + 4 = 0, 

y la ecuacidn de un piano 8 es 6* — By + 23z -14—0. Obtener las ecuaciones 
parametricas de / y sustituir estos valores de x, y y z en la ecuacion de 6. 
Demostrar que la ecuacidn resultante es una identidad en el parametro t y, por 
tanto, que / esti en 5. 

11. Demostrar que la recta 7* — y — z + 8 = 0, 3* + 5y — 2z — 3 * 0, 
esta en el piano 5x — 17y + 4z + 25 = 0 empleando las ecuaciones parametricas 
de la recta, 

12. Si una recta es paralela a uno de los pianos coordenados, demuestrese 
que tiene solamefite dos pianos proyectantes diferentes. 

13. Hallar la ecuacion del piano determinado por la recta 

2x -J- 2j/ — z + 3 ™ 0, jr~{/ + 2z+2»0, 

y el punto (3, — 1, 2). 

14. Hallar la ecuacion del piano determinado por la recta 

jc + 4_y — 1 _ 3z — 2 

2 " - 1 6 

y el punto (2, 0, — 4) . 

15. Las ecuaciones de una recta son 

4x + 3y — z — 11 « 0, x — 3y + 2z 4* 1 = 0. 

Hallar las coordenadas de cada uno de sus puntos de penetracidn o trazas en los 
pianos coordenados. 

En cada uno de los ejercicios 16 y 17, reduzcase la forma general dada a una 
forma simetrica de las ecuaciones de la recta. 

10. x — y -|- 3z — 4, 2x + y + 3z * 12. 

17. 9* + 2y — 3z — 18, x — 3y — 5z ■» 15. 
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18. Demostrar que la recta jc + 3y + z + 9 * 0, 4 jc + 3y — 2z + 12 * 0, 
€$ paralela al piano 2jc — 3y — 4z + 6 * 0. 

19. Demostrar que la recta jc — 2y — z + 7 — 0, 2jc — lOy + z + 5 * 0, 
es perpendicular al piano 4 jc + y + 2z — 5 * 0. 

20. Demostrar que las rectas 2 jc + y + z — 0, jc — 4y + 2z + 12 * 0, y 

X ? m “ 2 son paralelas. 

21. Demostrar que las rectas 2 jc + y — 2z + 10 — 0, y + 2z — 4 — 0, y 

» M 11 son perpendiculares. 

4 — 3 2 


22 . 


Hallar el angulo obtuso que forman las rectas 


2jc + 3 _ y + 2 
4 - 2 



y jc + y — 2z + 11 * 0, 2jc — y + z— 9*0. 

23. Demostrar que las rectas 6* + 5y + 5z - 0, jc + y + 2z — 1 - 0, y 
7jc + 6y + 7z — 2 * 0, 7x + 2y — 21z — 86 * 0. son paralelas. 

24. Demostrar que las rectas 4jc + y — z + 15 = 0, jc — f/ — z + 5 *0. y 
2jc + y + z + 1 * 0, jc — y + 2z — 7 « 0, son perpendiculares. 

26. Hallar el Angulo agudo formado por las rectas 2jc + y — 4z — 2 * 0, 
4jc — 3y + 2z— 4*0. yjc + 5y + z + l*0, jc + y — z — 1*0. 


127. Posiciones de una recta y tm piano. En este articulo consi- 
deraremos primero las posiciones que pueden ocupar una recta l cuyos 
mimeros directores son [a, 6, c] y un piano 8 cuya ecuacidn es 
Ax + By + Cz + D *= 0. 

La recta l y el piano 8 son paralelos si y solamente si l es per¬ 
pendicular a la normal a 8. Por tanto, por el corolario 2 del teore- 
ma 7, Articulo 112, una condicidn necesaria y suficiente para el 
paralelismo de l y 8 estd dada por la relacidn 

Aa + Bb + Cc = 0. (1) 

La recta l y el piano 8 son perpendiculares entre si si y solamente 
si l es normal a 8. Por tanto, por el corolario 1 del teorema 7, Ar¬ 
ticulo 112, una condition necesaria y suficiente para la perpendicula- 
ridad de l y 8 est& dada por las relaciones 

A = Zca, B «*kb, C ** kc, (2) 

en donde k es una constante diferente de cero. 

Un resumen de estos resultados lo expone el siguiente 

Teorema 4. La condici&n necesaria y suficiente para que la recta 
cuyos numeros directores son [ a, b, c ] y el piano cuya ecuacidn es 
Ax + By + Cz + D « 0, 

a) sean paralelos, es Aa + Bb + Cc = 0 ; 

b) sean perpendiculares, A * ka, B — kb, C ** kc, (k ^ 0). 
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Vamos a considerar ahora el caso (fig. 170) en que la recta l no 
es ni paralela ni perpendicular al piano 5. Sea V la proyeccidn de l 
sobre 5. El Angulo formado por la recta l y el piano 5 se define 
como el Angulo agudo formado por la recta l y su proyeccidn V 
sobre 5. Sea n la normal a 5 en P , punto de interseccidn de l y 5. 
Entonces las rectas n, l y l 9 estAn en un mismo piano y el Angulo <t> 



Fig. 170 


es el complemento de 6 , el Angulo agudo formado por n y l. Pero, 
por el teorema 7 del Articulo 112, el Angulo agudo 6 estA determi- 
nado por la relacidn 


cos 6 ~ 


_ 1 Aa 4- Bb + Cc | _ 

V A 9 + 5 2 + C" 2 V a 2 + b* + c* ' 


(3) 


Por tanto, como cos 6 = sen (90° — 6 ) = sen <t >, se sigue que sen <t> 
estA determinado por el segundo miembro de la ecuacidn (3). De aqui 
el siguiente 

Teorema 5. El dngulo <i> formado por la recta cuyos numeros 
directores son [a, b, e] y el piano Ax + By + Cz + D = 0 es el 
dngulo agudo determinado por la fdrmula 

| Aa 4- Bb 4- Cc I 

sen “■ — ■ » 

V A 2 + B 2 + C 1 V a ! 4 b 2 + c 2 

NOTA. El teorema 4 puede obtenerse directamente del teorema 5. Esta 
deduccion se deja como ejercicio al estudiante. (Ver los ejercicios 3 y 4 del 
grapo 59 al final de este capitulo.) 

Ahora vamos a considerar la determinacidn de la distancia d 
(fig. 171) de un punto dado Pi a una recta dada l en el espacio. 
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Por el punto Pi hagamos pasar un piano b perpendicular a l y sea 
P f el punto de interseocidn. Entonces la longitud del segmento P'P\ 
es la distancia buscada d. Vamos a ilustrar el procedimiento con un 
ejemplo num^rico. 

Z 


Y 


Fig. 171 Fig. 172 

Ejemplo 1. Hallar la distancia del punto Pi (6* —3. 3) ala recta l: 

2x + 2 y + z - 0, 4x — y — 3z - 15 = 0. 

Soluci6n. Por el artificio de los numeros directores (Art. 113) hallamoa 
que los numeros directores de l son [1. —2, 2]. Por tanto, la ecuacidn del 
piano 5 que pasa por Pi (6. — 3. 3) y es perpendicular a 1 es 

1 (x — 6) — 2 (y + 3) + 2 (z — 3) » 0 # 

o sea. 

x — 2y + 2z — 18 — 0. 

Las coordenadas del punto P'. interseccion de l y 5, son la solucion comun 
(4. —5. 2) de las ecuaciones de l y 5. Por tanto. la distancia buscada es 

d - | FpT I - V (6 - 4) » + ( - 3 + 5) » + (3 - 2) * - 3. 

La distancia entre dos rectas paralelas puede hallarse como la 
distancia de cualquier punto de una de las rectas a la otra recta. 

Se demuestra en Geometria elemental que dadas dos rectas que se 
cruzan puede trazarse una y solamente una perpendicular comun, 
y que esta perpendicular es la distancia m&s corta que existe entre las 
dos rectas. Vamos a determinar esta distancia. Sean l\ y U (figu- 
ra 172) dos rectas cruzadas cualesquiera , y AB su perpendicular 
comiin. Por li hagamos pasar un piano 5 paralelo a It. Sea Pi un 
punto cualquiera de h. Entonces la distancia de Pi a 8 es la distan¬ 
cia buscada d = | AB \. Evidentemente, d es tambi4n la distancia 
entre el piano 5 y el piano que pasando por h es paralelo ah. 
Vamos a ilustrar la determinacidn de d por un ejemplo num4rico. 



Z 



Lehmann. — 26 . 
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EJemplo 2. Hallar la distancia mas corta entre las dos rectas cruzadas 

hi 2x - y + z + 3 - 0, x + i/+2z + 3 - 0; 
y hi x — y — z — 1 = 0, 3* — z — 7 = 0. 

Soluci6n. Por el Articulo 121, la familia de pianos que pasan por l\ es 

2x- l / + 2 + 3 + fc(x+i/ + 2z + 3)-0. (4) 

Por el artificio de los numeros directores (Art. 113) , los numeros directores de 
/a son [1, —2, 3]. Por tanto, por el teorema 4 anterior, para que un piano 
de la familia (4) sea paralelo a h debemos tener 

l(2 + fc) — 2(— 1 + ft)+ 3(1+ 2k) — 0, 

de donde, k — — Sustituyendo este valor de k en la ecuacidn (4) # obtene- 
mos que la ecuacidn del piano que pasa por h y es paralelo a h. es 

* - 4y - 3z - 2 = 0. (5) 

Las coordenadas de un panto Pi de h son (0, 6, — 7) . La distancia buscada d 
es la distancia de Pj al piano (5) . Por el teorema 11 del Articulo 120, esta dis¬ 
tancia es 

10 — 4.6-3 (—7) —2| 5 

d = - ; ~ — - - V 26. 

V 1 + 4 a + 3* 26 


EJEECICIOS. Grupo 59 


Dibujar una figura para cada ejercicio, 

1. Hallar el angulo que forman la recta x ^ — —~~ = z — ^ y el pia¬ 
no 2x + 3t/ — z + 11 “ 0. 

2. Hallar el angulo formado por la recta 

x — 2t/+z+4 = 0, x + 2y + 3z —4*0, 
y el piano 3 jc — 7y + 8z — 9 *= 0. 

3. Partiendo del teorema 5, obtener la condicidn para el paralelismo de 
una recta y un piano, dada por el teorema 4 del Articulo 127. (Ver el corola- 
rio 2 del teorema 7, Art. 112.) 

4. Partiendo del teorema 5, obtener la condicidn para la perpendicularidad 
de una recta y un piano, dada por el teorema 4 del Articdlo 127. (Ver el coro- 
lario 1 del teorema 7, Art. 112.) 

6. Hallar la distancia del punto (— 1, 2, 3) a la recta 

X“7_(/ + 3_z 
6 - 2 3 * 

6. Hallar la distancia del punto (7, 7, 4) a la recta 


6jc + 2i/ + z — 4 « 0, 6jc — y — 2z — 10 * 0. 
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7. Demostrar que las rectas 

x — 2_y—2_8 — z x — 12 — y _ z + 3 
3 4 ” 4 7 3 ” - 4 ” — 4 

son paralelas, y hallar la distancia entre ellas. 

8. Demostrar quc las rectas x + 7y — z — 16 — 0, x — y + z — 4 = 0, y 

x + 11 y — 2z — 0, X — 5y + 2z — 4 « 0, son paralelas, y hallar la distancia 

entre ellas. 

9. Hallar la distancia mas corta entre las dos rectas que se cruzan 

x — l_y + 2_z — 3 x + 2 y — 2 _ z + 1 
2 1 = 1 ■ — 3 ^ 1 ™ 2* 

10. Hallar la distancia mas corta entre las dos rectas cruzadas 

x + y + 2z — 1=0, x — 2y — z — 1 = 0, 
y 2x — y + z — 3—0, x + y + z — 1=0. 

11. Hallar la ecuacion del piano que pasa por el panto (3, — 1, 7) y es 

perpendicular a la recta x - = - ~~ K = -L. 

* - 3 - l 2 

12. Hallar la ecuacion del piano que pasa por el punto (2. 4, — 1) y es 
paralelo a cada una de las rectas 

x_y — 3 _ z + 2 x — 1 y + 2 _ z — 7 
1 -4 2 7 3 “ 1 “ - 1 ■ 

13. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (7, — 2, 9) y es 
perpendicular a cada una de las rectas 

x — 2 _ y _ z + 3 x + 4 _ y — 2 _ z 
2 -2 " 3 7 1 5 -2* 

14. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (5, 0. — 3) y es 

paralela a la recta x ^ ft = y ^ ~^ z . 

15. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (6, 4. —2) y es 
paralela a cada uno de los pianos x + 2y — 3z + 8 = 0 y 2x - y + z — 7 =« 0. 

16. Hallar la ecuacidn del piano que pasa por la recta x j~ 2 ■ ~ 3 — — 

2 — 3 4 

y es paralelo a la recta j—- — —= 2 

17. Hallar la ecuacidn del piano determinado por la recta 

x y — 6 _ z + 3 
l 2 - 1 

y el punto (4, —3,2). 

18. Demostrar que la recta x ~ 2 *= 3j/ 1 » 1 ~ z y el piano 

o — b 3 

2x — 3y+6z+3™0 

son paralelos y determinar la distancia que hay entre ellos. 
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19. Demostrar que las rectas 

x + 1 _ y z — 2 jc — 3_ 3 — 2y _ I — z 

2 " - 1 " 4 7 2 2 — — 4 

8011 paralelas, y hallar la ecuacion del piano determinado por ellas. 

20. Demostrar que las rectas 

jc — 1 y — 4 z — 5 * — 2 y — 8 z — 11 

—-1-— 7 — "3-— 

se cortan, y hallar la ecuacidn del piano determinado por ellas. 

21. Demostrar. analiticamente. que si dos pianos paralelos son cortados 
por un tercer piano, las rectas de interseccidn son paralelas. 

22. Hallar la ecuacidn del piano que pasa por el punto (6. — 1, 3) y es 
perpendicular a la recta 2x + 2y + z — 4 - 0. x — 3y + 4z + 2 — 0. 

23. Hallar la ecuacidn del piano que pasa por cl punto (2. 2. — 4) y es 

paralelo a cada una de las rectas jc + y — z + 11— 0. or — y + 2z — 7 — 0, y 

2jc — 3y — 2z + 8 — 0, x + 2y + z — 9 — 0. 

24. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (5. 1. — 1) y es 
paralela a cada uno de los pianos 3jc — y + 2z — 5 — 0 y 2x + 2y - 3z + 9 — 0. 

25. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (1.6. —5) y es 
perpendicular a cada una de las rectas 3jc — 2y + 3z +9 — 0, jc + y — 2z + 13 — 0, 
y 2jc + 2y — 5z + 10 — 0, x — y — z + 3 — 0. 

26. Hallar la ecuacidn del piano determinado por la recta 

2x — y — z + 8 — 0. jc + 6y — 2z — 7 — 0. 
y el punto (1, — 2, 2) . 

27. Hallar la ecuacidn del piano que pasa por la recta 

5x — 3y + 2z + 1 — 0. jc + 3y — z + 11 — 0, 
y es paralelo a la recta de ecuaciones 

x + 4y — 3z — 2 — 0. 3jc — y + 4z — 9 — 0. 

28. Demostrar que la recta 

3x — y — z + 1 = 0. 7jc — 2y — 3z + 3 - 0, 

y el piano jc + y— 3z + 8- 0 son paralelos. y hallar la distancia que hay 

entre ellos. 

29. Demostrar que las rectas x — 2y + 2z — 4 - 0. jc + 4y + 8z + 8 - 0, 

y x + y + 5z — 5 — 0. jc + 8y + 12z — 12 = 0. son paralelas, y hallar la 

ecuacidn del piano que determinan. 

30. Determinar la distancia d del piano 5: 3jc — 12y + 4z — 3 =* 0 al 
9 punto Pj (3. — 1, 2) por el siguiente procedimiento. Hillense las coordenadas 

del punto P', pie de la perpendicular trazada de Pi a 6. Luego determinese d 
como la longitud del segmento P f P i. 



CAPITULO XVI 


SUPERFICIES 


128. Introdacci6n. El presente capitulo lo dedicaremos al estudio 
de la ecuacidn rectangular en tres variables, 

F(x, y ,z)- 0. (1) 

En primer lugar vamos a extender al espacio tridimensional algunos de 
los conceptos fundamentales relativos a la ecuacidn 

/(*» y) = 0, 

como representation analitica de un lugar geomOtrico, estudiados en 
el Capitulo II. 

Vimos en en el Capitulo XIV que todo piano se representa analiti- 
camente por una {mica ecuacidn lineal de la forma 

Ax + By + Cz + D — 0. 

De una manera m&s general, veremos que, si existe una representa¬ 
tion analitica de una figura geomOtrica considerada por nosotros como 
una superficie, tal representation consistird en una {mica ecuaciOn 
rectangular de la forma (1). Por ejemplo, se puede demostrar f&cil- 
mente, por medio de la formula de la distancia entre dos puntos (teo- 
rema 1, Art. 108), que la superficie esf6rica de radio r y con centro 
en el origen se representa, analiticamente, por la ecuacidn 

** + y* + ** = r * • 

De acuerdo con lo anterior, vamos a establecer la siguiente 

Definici6n . Se llama superficie al con junto de puntos, y scia- 
mente de aquellos puntos, cuyas coordenadas satisfacen una sola eoua- 
cidn de la forma (1). 

El lector debe notar cuidadosamente lo que implica esta definicidn. 
Como de ordinario, las coordenadas de un punto est&n restringidas a 
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valores reales . La definicidn establece que, si una ecuacidn de la 
forma (1) representa un lugar geom6trico, ese lugar geom^trico es 
una superficie. Y reciprocamente, si una superficie puede represen- 
tarse analiticamente, tal represen tacidn es una sola ecuacidn de la 
forma (1). 

Aunque la ecuaci6n (1) contiene tres variables, la ecuaci6n de una superficie 
puede contener solamente una o dos variables. Por ejemplo, vimos anterior- 
xnente que una ecuacion de la forma jc « k, en que k es una constante cualquie- 
ra, representa un piano paralelo al piano YZ. Ademas, veremos mas adelante 
que una ecuacidn de la forma 

Jc 2 + V 1 - 4, (2) 

considerada en el espacio, representa un cilindro circular recto. Al trabajar en 
tres dimensiones, el lector debe cuidarse de referirse a la ecuacion (2) como una 
circunferencia. Con el fin de evitar tal ambiguedad. generalmente es mejor 
referirse a la ecuacidn (2) como a "la superficie x 2 + y 2 = 4’ ’ o *'el cilin¬ 
dro jc 2 + y* = 4 ’ *. 

Toda ecuacion de la forma (1) no representa necesariamente una superficie. 
Por ejemplo, la ecuacion 

x 3 + y 2 + 4z 2 + 7 = 0 

tiene un numero infinito de soluciones o ternas de valores para jc, y y z. Pero 
en ninguna de las ternas son reales los tres valores. Por tanto. en nuestra Geo- 
metria real , decimos que esta ecuacion no representa ningun lugar geometrico* 
Podemos anotar tambien que la ecuacion 

jc 3 + y 2 + 4 z* = 0 


tiene solamente una solucidn real, que es jc = y = z ■= 0, y, por tanto, su lu¬ 
gar geometrico esta constituido por un solo punto, el origen. 

129. Discusidn de la ecuacidn de una superficie. En la construe- 
cidn de curvas planas (Art. 19), vimos que era particularmente ven- 
tajoso discutir la ecuacidn de una curva antes de trazar su grdfica 
correspondiente. Andlogamente , es ventajoso discutir la ecuacidn de 
una superficie antes de construirla. Ljmitaremos nuestra discusidn a 
los cinco pasos siguientes : 

1. Intercepciones con los ejes coordenados. 

2. Trazas sobre los pianos coordenados. 

3. Simetria con respecto a los pianos coordenados, ejes coorde¬ 
nados y al origen. 

4. Secciones por pianos paralelosa los pianos coordenados. 

5. Extensidn de la superficie. 

Los dos primeros pasos fueron definidos y discutidos en el Articu- 
lo 116. Por tanto , dedicaremos el resto de este articulo a una discu- 
si6n de los tres pasos restantes. 
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En el Artlculo 16 dimos las definiciones para la simetria de una 
curva con respecto a una recta y con respecto a un punto. Estas defi¬ 
niciones no cambian cuando la palabra ‘ ‘ curva 9 ’ es reemplazada por 
la palabra ‘* superficie 11 . Queda por defininir la simetria con respecto 
a un piano. 

Definici6n. Se dice que dos puntos diferentes son simitricos con 
respecto a un piano si y solamente si el piano es perpendicular al seg- 
mento que los une en su punto medio. 

Asl, los puntos Pi y Pi (fig. 173) son simStricos con respecto al 
piano 8 siempre que el piano sea perpendicu¬ 
lar al segmento P 1 P 2 en su punto medio. El 
piano 8 se llama piano de simetria . 

Definici<5n. Se dice que una superficie 
es simUrica con respecto a un piano de sime¬ 
tria 8 si el sim&rico de cada punto de la su¬ 
perficie , respecto al piano 8, es tambtin un 
punto de la superficie. 

Las pruebas para determinar la simetria de 
una superficie a partir de su ecuacidn pueden 
obtenerse por los mismos mStodos empleados para deducir las pruebas 
analogas para las curvas planas (Art. 16). De acuerdo con esto, el 
estudiante debe verificar los resultados dados en la siguiente tabla. 


Si la ecuacion de la superficie 
no se altera cuando las varia¬ 
bles x, y y z son reemplaza- 
das por 

La superficie 
es simetrica 

con 

respecto al 

— x, y, z 

piano YZ 

x, — y, z 

piano XZ 

x, y, — z 

piano XY 

— — y, z 

eje Z 

- x, y, - z 

eje Y 

x, — y, — z 

eje X 

— x, — y, — z 

origen 

Los tres siguientes teoremas constituyen un resumen de estos resul¬ 
tados . 

Teorema 1 . Si la ecuacion de una superficie no se altera cuando se 
cambia el signo de una de las variables, la superficie es simttrica con 
respecto al piano coordenado a partir del cual se mide esa variable, y 


redprocamente . 



Fig. 173 
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Teorema 2. Si la ecuacidn de una superficie no se altera cuando se 
les cambia el signo a dos de sus variables } la superficie es simdtrica con 
respecto al eje coordenado a lo largo del cual se mide la variable cuyo signo 
no se cambid, y reciprocamente . 

Teorema 3 . Si la ecuacidn de una superficie no se altera cuando 
sus tree variables cambian de signo ) la superficie es simUrica con respecto 
al origen } y reciprocamente. 

Supongamos que la ecuacidn de una superficie es 


F ( x , Vi z) = 0. (1) 

Se puede obiener una buena idea de la forma de esta superficie estu- 
diando la naturaleza de sus secciones planas. Tales secciones pueden 
determinarse convenientemente cortando la superficie por una serie de 
pianos paralelos a los pianos coordenados. Por ejemplo, los pianos 
paralelos al piano XY pertenecen a la familia cuya ecuacidn es z = fc, 
en donde k es una constante arbitraria o par&metro. Entonces, de la 
ecuacidn (1), tenemos que 


F(x, V, *0 - 0, z «= k , (2) 

son las ecuaciones de la curva de interseccidn del piano con la superfi¬ 
cie , correspondiendo a cada valor asignado a k una curva determina- 
da. Y como la curva (2) estd en el piano z — k , puede determinarse 
su naturaleza por los m£todos de la Geometria analitica plana. 

El concepto de la extensidn de una superficie es an&logo al de 
la extensidn de una curva plana ya estudiado en el Artlculo 17. 
Si se da la ecuacidn de una superficie en la forma (1), se puede 
ver de despejar una de las variables en funcidn de las otras dos. 
Si, por ejemplo, despejamos z en funcidn de x y y podemos 
escribir la ecuacidn en la forma 

* = /(*, y). (3) 

Una ecuacidn en la forma expllcita (3) nos permite obtener los inter- 
valos de variacidn de los valores reales que las variables pueden tomar. 
Esta mformacidn es titil para determinar la localizacidn general de la 
superficie en el espacio coordenado ; tambidn indica si la superficie es 
cerrada o indefinida en extensidn. 

130. Construccldn de ana superficie. En este artlculo vamos a 
ilustrar la discusidn de la ecuacidn de una superficie y la construccidn 
de la misma mediante varios ejemplos. 
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Ejemplo 1. Discutir la superficie cuya ecuacidn es 

x* + y* — 4z * 0. (1) 


Construir la supetficie. 

Soluciftn. 1. intercepciones. Las unicas intercepciones con los ejes coor- 
denados estan dadas por el origen. 

2. Trazas. La traza sobre el piano XY es an solo panto, el origen. La 
traza sobre el piano XZ es la parabola jc s =* 4z, y =* 0. La traza sobre el pia¬ 
no YZ es la parlbola y 2 ** 4z, x ** 0. 

3. Simetria. La superficie es simetrica con respecto al piano yz, al pia¬ 
no XZ y al eje Z. 

4. Secciones. Los pianos z * ft cortan a la superficie (5) en las curvas 

x 2 + y 2 = 4ft, z - ft, 

que constitaye ana familia de circanferencias, para todos los valores de ft > 0. 
Los pianos y — ft cortan a la superficie (1) en las parabolas 

*■“ 4 (*“■?)• ymk: 

y los pianos x * ft cortan a la superficie (1) en las parabolas 

V* - 4 (z " ^). * - *• 

5. Ezfensron. La ecuacidn (l) muestra que las variables x y y pueden 
tomar todos los valores reales, pero la variable z esta restringida a valores posi¬ 
tives. Por tanto, ninguna parte de la superficie aparece abajo del piano XY, 
sino que se extiende indefinidamente hacia arriba del piano XY . 

En la figura 174 se ha trazado una parte de la superficie. Xodas las secciones 
paralelas al piano XY son circunferencias cuyo radio crece a medida que se alejan 
del piano XY, La parte que esta en el 
primer octante aparece en linea gruesa. 

Esta superficie se llama paraboloide de 
revolucidn. 

Ejemplo 2. Discutir la superficie 
cuya ecuacion es 

** + z _ 2 - 0. (2) 

Construir la superficie. 

Solucidn. 1. Intercepciones. Las 
intercepciones con el eje X son ± y/2. 

Con el eje Y no hay intercepcidn. La 
intercepdon con el eje Z es 2. 

2. Trazas . Las trazas sobre el pia¬ 
no XY son las rectas x - V2 f z ** 0, pig. 174 

y jc = — V 2, z — 0. La traza sobre 

el piano XZ es la parabola x 2 — — (z — 2), y *■ 0. La traza sobre el pia¬ 
no yZ es la recta x • 2, x -* 0. 


Z 
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3. Simetria. La superficie es simetrica con respecto al piano YZ. 

4. Secciones . Si cortamos la superficie (2) por los pianos z = k se obtie- 
nen las rectas x = =t \/ 2 — k, z - k, siempre que k < 2. Los pianos y = fe 
cortan a la superficie en las parabolas x 2 — — (z — 2), y — k. Los pianos 
jc a* k cortan a la superficie en las rectas z 33 2 — ft 2 , x — k. 

5. Extension. Por la ecuacion (2) vemos que no hay restricciones para 
los valores que x y y pueden tomar. Pero la variable z no puede tomar valores 
mayores de 2. Por tanto, la superficie esta en su totalidad abajo o en el piano 
z — 2 y es indefinida en extension. 

z 


Y 

X 

Fig. 175 

En la figura 175 aparece una parte de la superficie. Dicha superficie es. evi- 
dentemente, un cilindro cuyas generatrices son paralelas al eje Y y cuyas seccio¬ 
nes paralelas al piano XZ son parabolas congruentes. En vista de esta ultima 
propiedad, la superficie se llama cilindro parabolico. 

EJERCICIOS. Grupo 60 

En cada uno de los ejercicios 1-24, estudiar y trazar la superficie cuya 
ecuacion se da. 


1. 

* 2 + y 2 + z 2 - 4. 

12. 

y 2 + z 2 - 9. 

2. 

4* 2 -h Ay 2 + z 2 « 4. 

13. 

9jc 2 +36y 2 + 16z 2 - 144. 

3. 

x 2 + y 2 ~ 25. 

14. 

9 X 2 4y 2 _j_ 3z 2 * 36 . 

4. 

x 2 + y 2 — 9z 2 — 9. 

15. 

3x 2 - 6y 2 + 2z 2 = 6. 

5. 

9x 2 - 4y 2 - 4z 2 - 36. 

16. 

y 2 — 4z + 4 ■» 0. 

6. 

*3 + 4z 2 = 16> 

17. 

x 2 - 4* + 2y + 12 - 0. 

7. 

y 2 -z 2 » 25. 

18. 

3* 2 + z 2 - 12x — 6y + 12-0. 

8* 

x 2 + z 2 — 9y = 0. 

19. 

*2 _ 4y 3 + z 2 = 0. 

9. 

+ y 2 _ z 2 « o. 

20. 

*2 — 2y 2 — 2z 2 + 2 jc = 1. 

10. 

y 2 — 4x = 0. 

21. 

t/ 2 - Jf 3 * 0. 

11. 

x 2 y 2 + z 2 + 2x — 4z 4r \ 

= 0. 



22. z 2 + 4 x -4 z 

= 4. 


23. x 2 - 

3 1 / 2 — 4z 

2 * 0. 


24. x 2 - 

V 2 - 2z 

- 0. 
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25. Explicar como se dcducen los teoremas 1, 2 y 3 del Articulo 129. 

26. Demostrar que si una superficie es simetrica con respecto a dos de los 
pianos coordenados tambien lo es con respecto al eje coordenado contenido en 
ambos pianos. 

27. Demostrar que si una superficie es simetrica con respecto a cada uno de 
los pianos coordenados tambien lo es con respecto al origen. 

28. Por medio de un ejemplo, demostrar que el reciproco del teorema del 
ejercicio 27, no es necesariamente verdadero. 

29. Demostrar que si una superficie es simetrica con respecto a cualquiera de 
los pianos coordenados y al eje coordenado perpendicular a ese piano, tambien 
lo es con respecto al origen. 

30. Demostrar que la ecuacion y 2 — z 2 = 0 representa dos pianos que se 
cortan. Trazar estos pianos. 

131. Ecuaci6n de la superficie esferica. En nuestro estudio ana- 
lltico de la esfera , s61o nos interesa su superficie. Por esto , algunas 
veces, usaremos como sindnimos los tdrminos esfera y superficie esfd- 
rica. El estudiante debe observar en este articulo la estrecha analogia 
que existe entre las caracterlsticas de la superficie esferica y los resul- 
tados previamente obtenidos para la circunferencia en la Geometrla 
analltica plana (Capltulo IV) . 

La superficie esferica se define como el lugar geomdtrico de los pun- 
tos del espacio que equidistan de un punto fijo. La distancia constante 
se llama radio y el punto fijo centro . De esta definicidn y del teore^ 
ma 1 del Articulo 108 obtenemos el siguiente teorema (ver el teorema 1 
del Articulo 39). 

Teorema 4. La ecuacion de la superficie esferica cuyo centro es el 
punto (h , k, 1) y cuyo radio es la constante r es 

(x — h) J + (y — k) J + (z — l) 8 = r 2 . (1) 

Corolario . La superficie esferica cuyo centro es el origen y cuyo 
radio es la constante dada r tiene por ecuacidn 

x 2 + y 2 + z 2 = r 2 . 

La ecuacidn (1) del teorema 4 se conoce como forma ordinaria de 
la ecuacidn de la esfera. Si desarrollamos esta ecuacidn y ordenamos 
los tdrminos, obtenemos una ecuacidn de la forma 

x 2 +y* + z' + Gx + Hy + Iz + K = 0. (2) 

La ecuacidn (2) es la llamada forma general de la ecuacidn de la 
esfera. Contiene cuatro constantes arbitrarias independientes; por 
tan to, una superficie esfdrica queda perfectamente determinada 
por cuatro condiciones independientes. Asl, por ejemplo, cuatro 
puntos no coplanares determinan una superficie esfdrica. 
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132. Coordenadas esfdricas. Ed este articulo vamos a considerar 
ud nuevo sistema de coordenadas en el espacio que estd estrechamente 
asociado con la superficie esfdrica. 

Sea P(x,y,z) (fig. 176) un pun to cualquiera de una superficie 
esfdrica de centro el origen y radio r. La ecuacidn de la superficie es, 
evidentemente, 

*• + »* +*•-»*. ( 1 ) 

La porcidn de la esfera comprendida en el primer octante aparece en la 
figura 176. Por el punto P y el eje Z pasa un piano que corta al 


Z 



Fig. 176 

piano XY en la recta l. Denotemos por 0 el dngulo formado por l y 
la parte positiva del eje X, y por <t> el formado por el radio OP y la 
parte positiva del eje Z. Designemos por P', A, B y C, respecti- 
vamente, las proyecciones del puDto P sobre el piano XY y sobre los 
ejes X, Y y Z. Sea | OP' | - | CP \ = s. 

Del tridngulo rectdngulo OPC tenemos 

s = r sen ^. 

Delos tridngulos rectdngulos OAP', OBP' y OP'P, tenemos, res- 
pectivamente, 

x = s cos 6 • r sen <t> cos 0 , 
y =* a sen 6 — r sen <f> sen 6 , 
z = P'P = r Ben (90° —$) =« r cos 
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Evidentemente, de las relaciones 

x = r sen 4> cos 0 , y = r sen 4* sen 6 , z * r cos <t >, (2) 

es posible localizar cualquier punto P sobre la superficie esferica (1) 
cuando se conocen los valores de r , y 0 . Por esto estas cantidades 
se Hainan coordenadas esfiricas del punto P y se escriben asi: (r, <t>, $). 
De una manera mis general, si dos rectas cualesquiera, intersectantes 
y perpendiculares en el espacio, tales como los ejes X y Z, y su 
interseccidn 0 , se toman como elementos de referenda , entonces con 
las coordenadas esfiricas (r, <t>, $) se puede localizar cualquier punto 
en el espacio. Tenemos as! un nuevo sistema llamado sistema de coor¬ 
denadas esfiricas . 

Considerado como un punto de la superficie de la Tierra, P se 
localiza por su latitud , el complement del dngulo 4 >, y su longitud 0 
medida a partir del eje X como una recta en el piano del meridiano 
prindpal. De acuerdo con esto, las coordenadas <t> y 0 se llaman, 
respectivamente, colatitud y longitud del punto P. La coordenada r 
se llama radio vector del punto P. 

La longitud 0 puede medirse, como en Trigonometria, tomando 
la parte positiva del eje X como lado inicial (Ap4ndice IC, 1). Para 
que las coordenadas esfericas (r, , 0) representen un punto unico 

en el espacio, restringimos sus valores a los intervalos 

rZO, 0 _£ 0 < 2jt. 

Eliminando <t> y 0 de las relaciones (2), obtenemos la ecuacidn (l). 
Como el radio r de una esfera dada es una constante fija, vemos 
que las relaciones (2) son las ecuaciones paramStricas de una superficie 
esferica de centro el origen y radio r, siendo las variables <t> y 0 los 
par&metros. 

Las relaciones (2) pueden emplearse como ecuaciones de transfer- 
macidn entre los sistemas coordenados rectangular y esferico. Si des- 
pejamos r, y 0, obtenemos 

r = Vx 3 + y 3 + z 3 , ^-arcco8^f==, 6 = arc tg-J-, (3) 

las cuales pueden emplearse tambi&i como ecuaciones de transforma¬ 
tion entre los dos sistemas. 

Los resultados precedentes se resumen en el siguiente 

Teorema 5. Las coordenadas rectangulares (x, y, z) y las coor¬ 
denadas esfiricas ( r, 4 >, 0) de un punto en el espacio estdn ligadas por 
las relaciones 

x — r sen <t> cos 0 , y = r sen <f> sen 0 } z * r cos <t>. ^ 
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Las transformaciones entre los dos sistemas coordenados pueden efectuarse 
por medio de estas ecuaciones y de las siguientes relaciones obtenidas 
de ellas: 

t - Z y 

r = v x 2 + y 2 + z 2 , 0 = arc cos / « , •r f = * , 0 = arc ig — . 

J * V x 2 + y 2 + z 2 * x 

Z/OS variaciones para r, y 0 estan dadas por los intervalos 

r > 0, 0 £ <£ 5 Jt, 0 < 0 < 2?t. 

EJERCICIOS. Grupo 61 


Dibujar ana figura para cada ejercicio. 

1. Demostrar cl teorcma 4 y su corolario dados cn el Articulo 131. 

2. Hallar la ecuacion de la superficie esferica cuyo centro es el punto 
(3, 2, — 2) y que es tangente al piano x + 3y — 2z + 1 **0. 

3. Hallar la ecuacion de la superficie esferica cuyo centro esta sobre el eje X 
y que pasa por los dos puntos (3, — 4. 2) y (6, 2, — 1) ♦ 

4. Hallar el centro y radio de la superficic esferica cuya ecuacion es 

x 2 + y 2 + z 3 - 8* + by — 12z + 12 = 0. 

6. Hallar el area de la superficie esferica cuya ecuacion es 
9* 2 + V + 9z 3 - 36* + \2y - 18z + 13-0. 

6. La ecuacion de una superficie esferica es 

x 2 + y 2 + z 2 + by - 4z + 9 = 0. 

Hallar la ecuacion de la superficie esferica concentrica con ella que es tangente 
al piano 2x — 3y + 2z + 4 * 0. 

7. Obtener la ecuacion de la superficie esferica que pasa por cuatro puntos 
dados no coplanares en forma de determinante. (Ver el teorema 3, Art. 41.) 

8. Hallar la ecuacion de la superficie esferica que pasa por los cuatro pun* 
tos (8. 2, 2), (- 4. 3. -3), (- 1. 2, 5) y (4, 3. -7). 

9. Demostrar que el piano tangente a la superficie esferica 

* 3 + y 3 + z 2 - r 2 

en el punto Pi (jci, yi, z\) tiene por ecuacion x\x + yiy + zj z — r 2 . 

10. Hallar la ecuacion de la superficie esferica que pasa por el punto 
(—1.6, — 3) y es tangente al piano 4* + 4y + 7z -96 — 0 en el pun¬ 
to (7. 3. 8). 

11 . La traza de una superficie esferica con el piano XY es la circunferencia 
x 2 + y 2 — 2x — 4y — 3 — 0, z ** 0. Hallar la ecuacion de la superficie si pasa 
por el punto (3. 4, 2) . 

Los ejercicios 12-17 se refieren a las esferas 

5^ = * 2 + y 2 + z 2 + Gix + H iy + hz + Ki - 0. i - 1. 2, 3, 4. 
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12. Demostrar que para todos los valores de k diferentes de - 1, la ecua- 
cidn Si + kS 2 = 0 representa la familia de esferas que pasan por la interseccion 
dc las esferas Si = 0 y Sa = 0, con excepcion de la esfera S 3 = 0. 

IS. Si las esferas Si = 0 y S 2 ■ 0, no son concentricas, demuestrese que la 
ecuacion Si -f fcSa = 0 representa un piano para k = — 1. Este piano se llama 
piano radical de Us dos esferas. 

14. Si las esferas Si = 0 y S2 = 0 son tangentes entre si, demuestrese que 
para todos los valores de k diferentes de — 1, la ecuacion Si + kSs = 0 repre¬ 
senta a todas las esferas que son tangentes a las dos dadas en su punto comun, 
con excepcidn de la esfera S3 ■* 0. 

15. Demostrar que el piano radical de dos esferas tangentes es su piano tan- 
gente comun. 

16. Si de las tres esferas. Si =*0, S2 =* 0, S3 =** 0, no hay dos que sean 
concentricas, y si no tienen una linea de centros comun, demuestrese que sus 
tres pianos radicales se cortan en una recta comun. Esta recta se llama eje radical 
de las tres esferas. 

17. Si los centros de cuatro esferas no son coplanares, y si de las cuatro 
esferas no hay dos que sean concentricas, demuestrese que sus pianos radicales se 
cortan en un punto comun. Este punto se llama centro radical de Us esferas. 

18. Hallar la ecuacidn del piano radical de las dos esferas 

* 2 + y 3 -F z 2 - 2x + 4y - 6z + 10 ~ 0 
y * 2 + y 2 + z' : + 8* - 2y + 4z + 12 = 0. 

19. Hallar las ecuaciones del eje radical de las tres esferas 

x 2 + V 2 + z 2 — 2 jc — 2z + 1 * 0, 
x 2 + y 2 + z 2 — 8jc — 4y — 6z + 25 = 0, 
y jc 2 + y 3 + z 2 + 6 jc + 2y + 6z + 18 = 0. 

20. Hallar las coordenadas del centro radical de las cuatro esferas 

x 2 + y 3 + z 2 *= 4, x 2 + y 2 + z 2 — 2x — 4y + 6z + 13 = 0, 
x 2 “j- y 2 + z 2 + 4jc -f 4y — 4z + 11 — 0 
y x 2 + u 2 + z 2 — 4x — by — 8z + 2? “ 0. 

21. HalUr la ecuacidn de la superficie esferica que pasa por la circunferencia 
de interseccion de las dos superficies esfericas 

* a + y 3 + z 3 — 2 jc -}- 2y — 4z + 2 = 0 
y x 2 -f* y a + z a — 4x — 2y — 6z + 10 = 0, 

y que tambien pasa por el punto (— 2, 4, 0) . 

22. Hallar la ecuaci6n de la superficie esferica que pasa por la circunferencia 
de interseccion de las superficies esfericas 

jc 2 + y 2 + z 2 - 4* - 8y + 6z + 12 = 0 
y * a + y 2 + z 2 — 4x + 4y — 6z — 12 =* 0, 

y es tangente al piano x + 2y — 2z =3. (Dos soluciones.) 

23. Eliminando los parametros & y <f>, demostrar que 

x « r sen <f> cos & , y — r sen <p se n 0* z — r cos <f> 
son las ecuaciones parametricas de la superficie esferica x 2 + y a + z 2 = r 2 
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21. Obtener las relaciones (3) a partir de las relaciones (2) del Articulo 132. 

25. Trazar los dos puntos cuyas coordenadas esflricas son (1, 60°. 30°) y 
(2, 45°, 120°) . Hallar las coordenadas rectangnlares de cada unode estos puntos. 

26. Hallar las coordenadas esflricas de cada ooo de los pontos cuyas coorde¬ 
nadas rectangulares son (3. — 4, 0) y (6. 3. 2). 

27. La ecuacidn rectangular de una superficie esferica es 

x’ + y’ + z 8 - Ay. 

Hallar su ecuacidn en coordenadas esfericas. 

28. Transformar las siguientes ecuaciones rectangulares de superficies a co¬ 
ordenadas esfericas: a) x + 4y — 0: b ) y — 2*0; c) x 8 + y 8 — 4* 
d) x 8 + y 8 + 2z 8 - 4; e) x 8 + y 2 - z 3 - 0. 

29. Hallar e identifies* la ecuacidn rectangular de la superficie cuya ecuaci6n 

en coordenadas esfericas es: a) r “ 3: b ) J c) r — 2 cos 0 — 0. 

4 

30. Transformar las siguientes ecuaciones de coordenadas esfericas a rectan¬ 
gulares: a) r — 4; b ) r sen 0 sen 6 — 7; c) r — 3 cos 0. 

133. Ecuacidn de una superficie cilindrica. Se ilama superficie 
cilindrica a la generada por una recta que se mueve de tal manera que 


Z 



Fig. 177 

que se mantiene siempre paralela a una recta fija dada y pasa siempre 
por una curva fija dada. 

La recta mdvil se llama generatriz y la curva fija directrix de la 
superficie cilindrica. 

En nuestro estudio de la superficie cilindrica consideraremos que la 
directriz es una curva contenida en uno de los pianos coordenados. Por 
ejemplo, sea C (fig. 177) una porcidn de la directriz contenida en el 
piano YZ y y sean [a, b, c ] los numeros directores de la generatriz 
de la superficie cilindrica. Podemos escribir entonces las ecuaciones de 
la curva C en la forma 

/(*,*) = 0, x«0. (1) 



SUPERFICIES 


401 


Sea P(x, y , z) an punto cualquiera de la BUperficie, y supongamos 
que la generatriz quo pasa por P corta a C en el punto P* (0, y' , . 

Entonces , las eouacioneg de esta generatriz son 



Ademfis, como P f esti sobre C, sus coordeoadas satisfacen a las 
ecuaciones (1), y tenemos 

= x* = 0. (3) 

Por la definition de superficie cillndrica, el punto P puede estar Bobre 
la superficie si y solamente si bus ooordenadas (x t y , t) satiefacen a 
las ecuaciones (2) y (3) las cuales const ituyen un sietema de ouatro 
eouaciones independientes. De estas cuatro ecuaciones podemos eli- 
minar las tres cantidades x ?, y* y 4 ooneiderindolaa oomo paiime- 
tros (v£ase el Artlculo 95}. El resultado es una sola eouaoidn en las 
tres variables x , y y z } y feta es la ecuacidn buscada de la superficie 
cillndrica. 


Ejemplo 1. 
pardbola 

x 1 


Hallar It tcuacion de la superficie cilmdrica cuya directxiz es la 
■ 4p, x — 0 (4) 


content da en il piano XY r j cnysi gene- 
rat rices tiioen por ntimeroi direcrores 
[1. h 3]. 

SoluciOn. Sapongamos que U genera¬ 
triz que pasa por un punto cualquiera 
P(x, y, z) (fig- 176) de la euperficie cor¬ 
ta a la directrlz en el punto P f {x'. (/'. 0) . 
Ententes, laa ecuaciones de esta genera¬ 
triz aon 

--— -y 

TambUn, como P f end sobre la pardbo* 
la (4) , tenemos 

x"-Ay', z'~0. (6) 



Elimioando z f de las ecaacionea 

(5) y (6) per sustituci6n de los vat area de x f j y* dados por laa ecuaciones (J) 
en la primera de laa ecaacionea (6) , obtenemoj 


9x* + x 2 - txz ‘•361/4* 111 - 0, (7) 

que ea U ecaaci6n buscada de la superficie. El eitudiante debe observar que la 
traza de la superficie (7) sobre e! plaao XY es la directrix (4) * 


Urtnars#* — 2B. 
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Acabamos de considerar la determinacidn de la ecuacidn de una 
superficie cilindrica a partir de las ecuaciones de su directriz y de los 
numeros directores de sus generatrices. Para el problema inverso, a 
saber, encontrar las ecuaciones de la directrizy los ndmeros directores 
de las generatrices de una superficie cilindrica, a partir de su ecuacidn, 
podemos proceder como se ilustra en el siguiente ejemplo. M&s ade- 
lante (Art. 137 , ejemplo 3), consideraremos otro m4todo que es apli- 
cable en algunos casos. 

Ejemplo 2. Demostrar que la ecuaci6n 

x 2 + y 2 + 2z 2 + 2 xz — 2yz = 1 (8) 

representa una superficie cilindrica. y hallar las ecuaciones de su directriz y los 
numeros directores de sus generatrices. 

SoluciOn. De la definicion de superficie cilindrica se deduce que las sec- 
ciones hechas por pianos paralelos al piano de la directriz son curvas congruen- 
tes con la directriz. Asi. las secciones de la superficie (8) hechas por los pianos 
z = k son las curvas 

x 2 + y 2 + 2A 2 + 2kx - 2ky = 1. z - k, 

las cuales pueden escribirse en la forma 

(x + *) 2 +(y-*) 2 = l, z = k. (9) 

Las ecuaciones (9) son todas circunferencias de radio 1. cualquiera que sea el 
valor de A. En particular, para k • 0, tenemos la circunferencia 

x* + y 2 =• 1. z * 0. (10) 

Por tanto, la superficie (8) es una superficie cilindrica circular cuya directriz 
es la circunferencia (10) . 

Evidentemente. la recta que une el centro (—fc, k, k) de cualquiera de las 
circunferencias (9) y el centro (0, 0, 0) de la directriz (10) es paralela a 
las generatrices. Como los numeros directores de esta recta son [— 1» 1. I], 
estos son tambien los numeros directores de las generatrices. 

El estudiante debe construir la superficie (8) . 

Si ks generatrices de una superficie cilindrica son perpendiculares 
al piano de su directriz, se llama recta y, en caso contrario , oblicua. 
Las superficies cilindricas rectas son de gran importancia, como vere- 
mos mis adelante en el Capitulo XVII. Por el m6todo empleado en 
el ejemplo 1, podemos f&cilmente demostrar que la ecuacidn de una 
superficie cilindrica recta, cuyas generatrices son perpendiculares al 
piano coordenado de su directriz, carece de la variable no medida en 
ese piano coordenado. AdemAs, el lugar geomttrico piano de esta 
ecuacidn es la directriz. Por ejemplo, la superficie cilindrica recta 
cuya directriz es la circunferencia y 2 + z 2 « 9, x = 0, se representa 
por la ecuacidn y 2 + z 2 =* 9. 
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Reclprocamente, por el mdtodo del ejemplo 2, acabado de explicar, 
podemos demostrar que una ecuacidn que carezca de una variable 
represents una superficie cilindrica recta cuyas generatrices son per- 
pendiculares al piano coordenado en el cual no se raide la variable 
ausente, y cuya directriz es el lugar geomdtrico piano de esta ecuacidn. 
Por ejemplo, la ecuacidn x 2 — y 2 » 4 represents una superficie cilln- 
drica recta cuyas generatrices son perpendiculares al piano XY y cuya 
directriz es la hipdrbola x 2 — y 2 = 4, z = 0. 

Vamos a resumir estos resultados en el siguiente 

Teorema 6 . Una ecuacidn representa una superficie cilindrica 
recta , cuyas generatrices son perpendiculares al piano coordenado que 
contiene a la directriz , si y solamente si carece de la variable no medida 
en ese piano . El lugar geomStrico piano de esta ecuacidn es la directriz. 

Si la directriz de una superficie cilindrica es una circunferencia, la 
superficie se llama circular . An&logamente, tenemos superficies cilln- 
dricas parabdlicas, ellpticas e hiperbdlicas. Puede tambi&i anotarse 
que un piano es una superficie cilindrica cuya directriz es una recta. 

134. Coordenadas cilindricas. En este artlculo estudiaremos las 
coordenadas cilindricas, que, como las coordenadas esfericas (Ar¬ 
tlculo 132), son muy Utiles en cier- 
tas partes de otras ramas de las 
Matem&ticas. 

Sea P(x, y } z) (fig. 179) un 
punto cualquiera de la superficie 
de un cilindro circular recto de 
radio r cuyo eje es el eje Z . La 
ecuacidn de la superficie es, evi- 
dentemente, 

+ = (1) 

Una parte de la superficie que 
queda en el primer octante se ha 
representado en la figura 179. Por 
el punto P y el eje Z hagamos 
pasar un piano que cortara a la x 
superficie en una generatriz cuyo Fig. 179 

punto de intersection con el piano 

XY ser£ el punto P f . Sea | OP 7 1 = r, y designemos por 6 el dngulo 
formado por OP f y la parte positiva del eje X . Entonces tenemos las 
relaciones , 



x = r 


z « f, 


( 2 ) 
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las cuales, evidentemente, permiten lecalizar cualquier pun to de la 
superficie cilindrica (1) cuando se conocen los valores de r , 6 y z . 
Por esto, estas cantidades se Hainan coordenadas ciUndricas del pun- 
to P y se escriben (r, 0 , z). De una manera mds general, si un 
punto fijo (el origen 0) , una recta fija (el eje X) y un piano dado 
(el piano XY ) son tornados como elementos de referencia, entonces, 
con las coordenadas cilindricas (r, 0 , z ), se puede localizar cual¬ 
quier punto en el espacio. Tenemos as! el sistema de coordenadas 
ciUndricas . 

El dngulo 0 puede medirse, como en Trigonometria, con la parte 
positiva del eje X como lado inicial. Para que las coordenadas cilin¬ 
dricas (r, 6 , z) representen un punto unico en el espacio, restringimos 
los valores de r y 0 a los intervalos 

r > 0, 0 < $ < 2k. 

La coordenada z no se sujeta a ninguna restriccidn, sino que puede 
tomar cualquier valor real. 

Eliminando 6 y z de las relaciones (2), obtenemos la ecuacibn (1). 
Por tanto, las ecuaciones (2) son las ecuaciones paramitricas de la 
superficie cilindrica circular recta (1), siendo las variables $ y z los 
pardmetros. 

Las relaciones (2) pueden emplearse como ecuaciones de transfor- 
macidn entre los sistemas de coordenadas rectangulares y cilindricas. 
De las dos primeras de estas relaciones obtenemos, como en el sistema 
de coordenadas polares de la Geometrla analitica plana (Art. 81), las 
relaciones 

rW x J + 2/ 2 , 0-arctg-|, sen 6 = ^ J'+f » 

X 

cos 0 / « i o * 

v x 2 + y 2 

las cuales pueden emplearse como ecuaciones de transformacidn entre 
los dos sistemas. 

Vamos a hacer un resumen de los resultados anteriores en el si- 
guiente 

Teof.ema 7. Las coordenadas rectangulares (x, y, z) y las coor¬ 
denadas cilindricas (r, $ , z) de un punto en el espacio estdn ligadas 
por las relaciones 


x = r cos 0 , y — r sen $ , z = z 
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Se pueden efectuar las transformaciones entre los dos sistemas coordenados 
por medio de estas ecuaciones y de las siguientes relaeiones obtenidas de 
ellas. 

_ y y 

r-W + y*, 0 = arctg~, =-^ 7 ===, 

X 

COS $ * — 7 = 7 .^ • 

v x 2 -f- y 2 

Las variaciones para r y 6 estdn dadas por los intervalos 

r> 0 , 0<6<2x. 

NOTA. El sistema de coordenadas cilindricas es, evidentemente, nna exten¬ 
sion al espacio del sistema de coordenadas polares del piano. 


EJERCICIOS. Grupo 62 


1. Demostrar el teorema 6 del Articulo 133. 


En cada uno de los ejercicios 2-9 discutir y trazar la superficie ciHndrica 
recta cuya ecuaci6n se da. 


\eV2*- "*+**- 4 - 

9x*+V-36. 
' 5. 9y* - 4z 2 - 36. 


^\.C-6. j/» + 2 - 2. | 

x* + t/ s - ly - 0. 

8. + zX - 2. 

9. + i/K = 1. 


En cada uno de los ejercicios 10-14, se dan las ecuaciones de la directriz y los 
numeros directores de las generatrices de una superficie cilindrica. Hallar la 
ecuacidn de la superficie y efectuar su rep resen taci on grafica. 


• 1®* tf* “ 4x. z = 0: [1, - 1, I]. 

x 2 + z 2 = l, tf-0: [2. 1,-1]. 

W-0}12. x 2 - y* - 1. z - 0; [0. 2, - 1J. 

^0^13. x 2 + y *» I, z = 0; [2, 0, 1 ]. 

yC 8 ^- 4, 4 * 2 + * 2 + 4 * * °» v *■ [4. j. oj. y 

En cada uno de los ejercicios 15-17* demulstrese que la ecuacidn dada repre- 
senta una superficie cilindrica, y hallense las ecuaciones de su directriz y los nu¬ 
meros directores de sus generatrices. Construyase la superficie * 


15. x 2 + V 2 + *z 2 + 2xz + 4yz - 4 - 0. 

16. 17x 2 + 2y* + z 2 — 8xy — 6xz —2=0. 

17. xz +2yz - 1 = 0. 


18. Hallar e identificar la ecuaci6n del lugar geometrico de un punto que se 
mueve de tal manera que su distancia del piano Xy es siempre igual a la mitad 
del cuadrado de su distancia del eje Y. Con strut ir la superficie. 
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19. Un panto sc muevc dc tal mancra que su distancia del eje Y es siempre 
igual a su distancia del piano x — z - 1. Hallar e identificar la ecuacidn de su 
lugar geometrico. 

20. Trazar los dos puntos cuyas coordenadas cilindricas son (1, 45°, — 2) y 
(2, 120°, 4) . Hallar las coordenadas rectangulares de cada uno de estos puntos. 

21. Hallar las coordenadas cilindricas de cada uno de los puntos cnyas coor¬ 
denadas rectangulares son (3, 4, — 7) y (5, — 12, 8) . 

22. Transformar las siguientes ecuaciones rectangulares de superficies a co¬ 
ordenadas cilindricas: a) 2x « y: b) x a +y 2 —2y = 0; c) x 3 +t/ a +z s = 4; 
d) x « — z* = 4; e ) y» - 4z. 

23. Transformar las signientes ecuaciones de superficies de coordenadas 
cilindricas a rectangulares: a) r — 2; b) r = z; c) r « 4 cos 6: 
d) r (cos 0 + sen 0 ) — z — 4; e) r a sen 3 0 * 4 (1 — z a ) . 

24. Sean r = hi, $ = /i 2 . z ^ fcs. en donde k\, kj y k a son constantes 
arbitrarias independientes o parametros, las coordenadas cilindricas (r, 0, z) 
de un punto cualquiera del espacio. Identificar la familia de superficies repre- 
sentadas por cada una de estas tres ecuaciones. Demostrar que por cada punto del 
espacio no contenido en el eje Z pasa una y solamente una superficie de cada una 
de estas familias. 

En cada uno de los ejercicios 25-30, demutstrese que la ecuacidn dada en 
coordenadas cilindricas represents una superficie cilindrica, y construyase dicha 
superficie. 


25. 

r = 2 sen $. 

28. 

r — r sen 0 « 2. 

26. 

2r + r cos 6 ** 1. 

10 

CO 

r = 2(1 + cos 0) 

27. 

r — 2r cos 0 = 1. 

30. 

r 2 =» 2 cos 20. 


135. Ecuacidn de una superficie cdnica. Se llama superficie c&nica 
la engendrada por una linea recta que se mueve de tal manera que pasa 
Biempre por una curva fija y por un punto fijo, no contenido en el piano 
de esa curva. 

La recta mdvil se llama generatriz , la curva fija dada directriz y el 
punto fijo dado vMice de la superficie cdnica. Las diversas posiciones 
de la generatriz forman las generatrices de la superficie cdnica. Evi- 
dentemente, el vdrtice divide a la superficie en dos porciones distintas; 
cada una de las cuales es una hoja o rama de la superficie cdnica. 

Si se conocen las ecuaciones de la directriz y las coordenadas del 
vdrtice, se puede obtener la ecuacidn de la superficie, como para la 
superficie cilindrica (Art. 133), por el mdtodo de los pardmetros. 

Ejemplo 1. Hallar la ecuaci6n de la superficie conica cuya directriz es la elipse 
4* 2 +z 2 - 1, y-4, (1) 

y cuyo vlrtice es el punto V (1, 1, 3). 

Solucl6n, Supongamos que la generatriz que pasa por un punto cualquiera 
P(x t y, z ) de la superficie corta a la directriz en el punto P f (x f > y', z f ), tal 
como aparece en la figura ISO. Las ecuaciones de esta generatriz son 
JC - 1 _ y - 1 z-3 

“ y’ - 1 “ z' - 3 ■ 


x 7 - 1 


( 2 ) 
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Ademas. como P f esta sobre la elipse (1) , tenemos 

4jc' 2 + z' 2 =1, y f = 4. (3) 

De las cuatro relaciones dadas por las ecuaciones (2) y (3) , podemos eliminar 
las tres cantidades x f , y f y z\ considerandolas como parametros. Esta elimi- 
nacion puede efectuarse convenientemente sustituyendo primero el valor y f =» 4 
de las ecuaciones (3) en las ecuaciones (2) . Despues, de estas ultimas ecuacio- 


Z 



Fig. 180 

nes se despeja x f en funcidn de x y y, y z' en funcidn de y y z, y se sustitu* 
yen los resultados en la primera de las ecuaciones (3) . Desputs de ordenar los 
terminos, results 

36z 2 + 12 y 2 + 9z 3 + 24xy + 18yz - 96* - 102 y - 72z +207 = 0, 

que es la ecuacidn buscada de la superficie. 

El estudiante debe observar que una superficie conica puede construirse tra- 
zando las generatrices, o sea. las rectas que unen el vertice con puntos de la 
directriz. 

En el estudio de una superficie cdnica, no se pierde generalidad 
tomando el vertice en el origen. Vamos a demostrar ahora que la 
ecuacidn de una superficie tal es homog^nea en las tres variables 
V y z- 

Se dice que un polinomio algebraico, en dos o m&s variables, es 
homog4neo t si todos sus terminos son del mismo grado. Asl, la funcidn 

/ (x, y , z) = x 2 + 2y 2 - 3z 2 (4) 

es homogdnea y de segundo grado. 

Hay una prueba sencilla para averiguar la homogeneidad de una fun - 
ci6n. Si la funcidn es/(x, y , z) , consiste en sustituir las variables 
x x y y z por kx , ky y kz , respectivamente , en donde k es una cons- 
tante diferente de cero. Si obtenemos la identidad 


f(kx, hy, kz) = k m f(x, y, z), 
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entonces /(x, y , z) es una funcidn homogdnea de grado m. Asi, 
para la funcidn (4), tenemos 

f(kx, hy , kz) = (kxy + 2(kyy-3(kz)* 

= F(x* + 2y 2 + 3 z 2 ) = k 2 f(x , j/, 2 ), 

de manera qae la funcidn es homogdnea y de grado 2. Esta prueba se 
presenta en algunos libros como definicidn de la homogeneidad de una 
funcidn. 

A una funcidn homogdnea igualada a cero se le llama ecuacidn 
homoginea. Sea /(x, y f z) = 0 una ecuacidn homogdnea. Entonces, 
de la discusidn precedente, tenemos el hecho importante de que, si 
esta ecuacidn tiene la solucidn diferente de cero x = xi, y = yi, z-zi, 
tambidn tiene las soluciones x « hxi , y = kyi , z • kzi , en donde k es 
una constants cualquiera. 

Consideremos ahora una superficie cdnica de vdrtice en el origen y 
cuya directriz sea la curva 

f{x,y) = 0, z = c, (5) 

en donde c es una constante diferente de cero. Supongamos que la 
generatrix que pasa por un pun to cualquiera P(x, y, z) de la super¬ 
ficie corta a la directriz en el punto P' ( xf , y', z'). Como esta gene- 
ratriz pasa por el crigen, sus ecuaciones son 

x' = kx, y' = ky , z! = kz, (6) 

en donde k es una constante diferente de cero. Tambi4n, como P' estfi 
sobre la directriz (5), tenemos 

f i.x', y') = 0, z> = c. (7) 

De las ultimas igualdades de las ecuaciones (6) y (7), se deduce que 

k — —, valor que sustituldo en las dos primeras de las ecuacio- 

CX Cl/ 

nes (6), das'* — y y' = —. Si sustitufmos estos valores de xf y y' 
z z 

en la primera de las ecuaciones (7), obtenemos 

<»> 

como ecuacidn de la superficie cdnica. Si reemplazamos en la ecua- 
cidn (8) x, y y z por k f x, kfy y k'z , respectivamente, en que kf es 
una constante diferente de cero, la ecuacidn permanece invariable y, 
por tan to, es homogdnea. Hemos demostrado as! que una superficie 
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cdnica de vdrtice en el origen se representa por una ecuacidn homo- 
gdnea en las tres variables x, y y z. 

Reclprocamente, consideremos a la superficie representada por la 
ecuacidn 

/(*, V, «)-0 (9) 

que es homogdnea en las tres variables x , y y z . En consecuencia de 
esto, el origen 0 est& sobre esta superficie. Sea P (xt , y \, z \) otro 
punto cualquiera de la superficie; sus coordenadas satisfacen, por 
tan to, a la ecuacidn (9). Como esta ecuacidn es homogdnea, tiene 
tambidn la solucidn kxi , kyi , kzi , en donde k es una constante cual¬ 
quiera , de manera que el punto P f (kx \, kyi , kz\) est& tambidn sobre 
la superficie. Pero, evidentemente, el punto P f estd sobre ambas, la 
recta OP y la superficie, para todos los valores de k , y, en conse¬ 
cuencia , OP estd sobre la superficie. De acuerdo con esto, se sigue 
que la ecuacidn (9) representa una superficie cdnica con vdrtice en el 
origen y una de cuyas generatrices es la recta OP. 

Vamos a hacer un resumen de los resultados precedentes en el si- 
guiente 

Teorema 8. Una ecuaci&n representa una superficie cdnica con 
vtrtice en el origen , si y solamente si es homogenea en las tres variables 
x, y, z y es de grado no menor que dos . 

NOTAS. 1. El teorema implies que una ecuaci6n lineal homogenea en 
x, y y z no representa un cono, y reclprocamente. Ya vimos que tal ecuaci6n 
representa un piano que pasa por el origen. Pero un piano no puede clasificarse 
como un cono de acuerdo con nuestra definicidn, que exduye el caso en que el 
vertice este en el piano de la directriz. 

2. El estudiante debe observar, en relacidn al teorema 8, que una ecuacidn 
homogenea debe en realidad representar una superficie, antes de que pueda clasi¬ 
ficarse como una superficie cdnica con vertice en el origen. Asi, la ecuacidn 
x* + 4 y 2 + 3z 2 « 0 es homogenea en x, y y z, pero no representa una super¬ 
ficie cdnica sino que representa solamente un punto, el origen (ver el Art. 128) . 

EJemplo 2. Identificar y construir la superficie cuya ecuacidn es 

x 2 + yz ~ 0. (10) 

Solucidn. Ademas de la soluddn x ~ y * z = 0, la ecuacidn (JO) tiene 
un numero infinito de soluciones reales. En efecto, si asignamos a y y z un 
par cualquiera de valores reales diferentes de cero que sean de signos contraries, 
la solucidn correspondiente para x constari de dos valores reales. Por tanto, 
por el teorema 8 anterior, la ecuacidn (10) representa una superficie cdnica cuyo 
vertice esti en el origen. 

Para construir la superfie es necesarlo solamente obtener una directriz. Asi, 
para z » 2, obtenemos de la ecuacidn (10) la directriz 

x 2 — — 2 y f z — 2, 
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que es ana parabola que esta en cl piano z = 2. Trazando varias generatrices 
(rectas que pasan por el origen 7 por pantos de esta curva) podemos obtener 
Una figura adecuada. Una porcion de la superficie se ha trazado en la figura 181 
junto con otra directriz, x 2 «= 2y, z * — 2. Evidentemente, el eje Z es tam- 
bien una generatriz de esta superficie c 6 nica. 



EJEECICIOS. Grupo 63 

En cada uno de los ejercicios 1-5, se dan las ecuaciones de la directiiz y las 
coordenadas del vlrtice de una superficie conica. Hallar la ecuacion de la super¬ 
ficie y construirla. 


1. 

x 2 + y 2 — 4. z — 2; (0, 0, 

0 ). 

2. 

z 2 ~4y. x - 0; (2, 0, 0). 


3. 

y 2 + z 2 — 9, x = 2: (— 1, 

1 , 0). 

4. 

x 2 -4z 2 -4. y- 3; (-J, 

1 . 1) 

5. 

y — x*i z-2: (0. 0. 0). 



En cada uno de los ejercicios 6-13, identifiquese y construyase la superficie 
cuya ecuaci 6 n se da. 


6 . 

* 2 + y 3 - 2 z 3 - 0 . 

10 . 

x 3 - 2 yz =* 0 . 

7. 

x 3 — 2y 3 + 4z 3 — 0. 

11 . 

4 2 S — X 1y — 0 . 

8 . 

2x 3 - 4 y* - z® - 0 . 

12 . 

8 jr 4 — yz 8 ■» 0 . 

9. 

y 3 + xz 0 . 

CO 

iH 

xy + xz + yz = 0 , 


14. Demostrar el siguiente teorema: La ecuacidn Ax 3 + 25y 2 + Cz 3 = 0 
representa una superficie conica si y solamente si todos sus coeficientes son dife- 
rentes de cero y no son del mismo signo. Su eje esta entonces sobre el eje coor- 
denado correspondiente a la variable cuyo coeficiente es de signo contrario al de 
los otros doc coeficientes. 
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15. Verificar el teorema del ejercicio 14 para la superficie conica 

x 3 — 4y 2 — 4z a = 0. 

16. Completando los cuadrados, demuestrese que la ecuacion 

x 2 + y* — z a — 2* — 4y — 4z + 1 =0 

representa una superficie c 6 nica cuyo vertice es el punto ( 1 , 2 , — 2 ) . 

17. Si la ecuaci 6 n de una superficie es homogenea en las cantidades x — h, 
y — k y z — l, en donde h, k y / son Constances, demuestrese que la superfi¬ 
cie es un cono con vertice en (5. k, /) . (Ver el ejercicio 16. ) 

18. Hallar e identificar la ecuacion del lugar geometrico de un punto que se 
mueve de tal manera que se mantiene siempre equidistante del piano XZ y del 
eje y. Construir el lugar geometrico. 

19. Un punto se mueve de tal manera que la suma de sus distancias a los 
pianos coordenados es siempre igual a su distancia del origen. Hallar e identifi¬ 
car la ecuacion de su lugar geometrico. 

20 . Calcular el volumen limitado por las superficies 

x 3 + y 3 — 4z 3 — 0 y z = 2. 

21 . Calcular el area de aquella porcion de la superficie conica 

x 2 — y 3 + z 3 ■ 0 

comprendida entre su vertice y el piano y = 3. 

En cada uno de los ejercicios 22 y 23, transfdrmese la ecuacidn rectangular 
dada de una superficie conica en: a) coordenadas esfericas; b ) coordenadas 
cilindricas. 

22. x 2 + y 2 — 2z a =■ 0. 23. x 2 — 3y 2 + z 2 = 0. 


24. Describir la familia de superficies c 6 nicas representada por la ecuacidn 
x 2 + y 2 — z 2 tg a ^= 0 , en donde el parametro <p, llamado angulo generad or 
del cono, puede tomar todos los valores comprendidos en el intervalo 0 < <p < n 

excepto y. ^Que representa <p geometricamente? 

25. Las coordenadas esfericas (r, </>. 6) de un punto cualquiera en el espa- 
cio, son 

r — <P = k 2 , 6 = ks, 

en donde ki , k% y k 3 son constantes arbitrarias independientes o parametros. 
Identificar la familia de superficies representada por cada una de estas tres ecua- 
ciones. Demostrar que, por cada punto del espacio no contenido en un eje coor- 
denado, pasa una y solamente una superficie de cada una de estas familias. (Ver 
el ejercicio 24 del grupo 62, Art. 134. ) 


136. Superficies de reyolucidn. Una superficie de revolucidn es la 
engendrada por la rotacidn de una curva plana en torno de una recta 
fija contenida en el piano de esa curva. 

La curva plana se llama generatrix , y la recta fija eje de revolu¬ 
cidn o, simplemente, eje de la superficie. Cualquier posicidn de la 
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generatriz se llama seccidn meridiana o meridiano , y cada circunfe- 
rencia descrita por un punto de la generatriz se llama paralelo de la 
superficie 

De estas definiciones, tenemos de inmediato los siguientes hechos : 

a) Toda seccidn meridiana es congruente con la generatriz y es la 
interseccidn de la superficie con un piano que pasa por el eje. 

b) Todo paralelo tiene su centre sobre el eje y est£ contenido en 
un piano perpendicular al eje. 

El estudiante observarA que las superficies de los cuerpos estudiados 

en Geometrfa elemental —la es- 
fera, el cilindro circular recto y 
el cono circular recto— son su¬ 
perficies de revolucidn. 

En la determinacidn de la 
ecuacidn de una superficie de 
revolucidn, no se pierde gene- 
ralidad si se toma la generatriz 
en uno de los pianos coordenados 
y como eje de revolucidn uno de 
los ejes coordenados contenidos 
en ese piano. Este procedimien- 
to, ademAs, conduce a un resul- 
tado muy simple , como veremos 
ahora. Segun esto , supongamos 
que la generatriz G (fig. 182) 
contenida en el piano XY tiene por ecuaciones 

* — 0 , ( 1 ) 

y supongamos que el eje de revolucidn es el eje X f tal como aparece 
en la figura. Vamos a determinar la ecuacidn de esta superficie de 
revolucidn por el mAtodo de parAmetros. 

Sea P(x, y , z) , un punto cualquiera de la superficie. El paralelo 
que pasa por P corta a G en un punto del piano XY , digamos 
P'itf , y r , zf) , y su centro C est& sobre el eje X , Por ser radios del 
mismo paralelo , | CP I = I CP 9 \. Pero como | CP \ = V y* + z 2 y 
CP* = y ', tenemos la relacidn 

y' = =t V y* + z 2 . (2) 


Z 



Fig. 182 


Tambi6n, como Py P' estAn en el miBmo piano, 


x 7 “ x. 


(3) 
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Adem&s, como el punto P' estA sobre G , tenemos, de las ecu&cio- 
nes (1), 

ffr, v') -o, o. (4) 

Eliminando los tres par&metros x? } y* 9 z! entre las cuatro ecuaciones 
(2), (3) y (4), obtenemos 

/(x, ±Vi/ 2 + 2 i )= 0, 

que es la ecuacidn buscada de la superficie de revolucidn. 

An&logamente, haciendo girar la curva (1) en torno del eje 7, 
hallamos que la ecuacidn de la superficie de revolucidn correspondiente es 

/(± Vi ! + y) = 0. 

Se obtienen resultados andlogos cuando la generatriz estd en cada 
uno de los otros pianos coordenados y se le hace girar en torno de un 
eje coordenado contenido en dicho piano. Todos estos resultados se 
resumen en el siguiente 

Teorema 9 . Sea S la superficie de recolucidn que tiene por genera¬ 
triz a la curva G contenida en el piano coordenado b y al eje coorde¬ 
nado 1 contenido en 8 por eje de revolucidn . Entonces la ecuacidn de S se 
obtiene sustituyendo en la ecuacidn plana de G la raiz cuadrada de la suma 
de los cuadrados de las dos variables no medidas a lo largo de 1 en lugar 
de aquella de estos dos variables que aparece en lo ecuacidn plana de G. 

EJemplo 1. Hallar la ecuacidn de la superficie engendrada por la rotacion 
de la hiperbola 

y* _ 4* a - 4. r-O (5) 

en torno del eje Y. 


z 



Fig. 183 

Solucldn. Las variables no medidas a lo largo del eje Y son x y z. Por 
tanto, de acuerdo con el teorema 9, sustituimos * V x 9 + z % en lugar de x en 
la primera de las ecuaciones (5) . El resultado 

yf _ 4 x s _ 4 z a _ 4 # 

es la ecuacidn buscada de la superficie. El estudiante debe discutir esta superficie 
por el m£todo explicado en el Articulo 129. Una porcidn de la superficie aparece 
en la figura 183 y consta de dos hojas diferentes. Se le llama con toda propiedad 
hipecboloide de revolucidn de dos hojas . 
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Consideremos ahora el problema reciproco , a saber, dada la ecua- 
cidn de una superficie, determinar si representa una superficie de 
revolucidn . Si uno de los ejes coordenados es el eje de revolucidn , la 
solucidn es comparativameDte sencilla, porque entonces las secciones 
de la superficie por pianos perpendiculares al eje son todas circunfe- 
rencias cuyos centros estdn sobre dicho eje. Se dice entonces que la 
superficie se extiende a lo largo del eje. 

Ejemplo 2. Demostrar que la ecuacion 

9** +<V “ z* =9 (6) 

representa una superficie de revolucion. Hallar su 
eje de revolucidn y las ecuaciones de la generatriz en 
uno de los pianos coordenados que contenga al eje. 

Solucldn. Evidentemente, los pianos z ~ k 
cortan a la superficie (6) en las circunferencias 

9x* + 9y» = 9 + k*, z k , 

cuyos centros* para todos los valores de k, estan 
sobre el eje Z. Por tanto, la ecuacidn (6) repre¬ 
senta una superficie de revolucidn cuyo eje de revo¬ 
lucion es el eje Z. El eje Z esta contenido en el 
piano YZ, y la traza de la superficie (6) sobre 
el piano es la generatriz 

9y* - z 2 “ 9. jc 33 0, (7) 

Evidentemente, la superficie (6) puede engendrarse haciendo girar la hiper- 
bola (7) en torno del eje Z. Una parte de esta superficie aparece en la figu- 
ra 184; se le llama apropiadamente hiperboloide de revolucion de una hoja . 

EJERCICIOS. Grupo 64 

1 . Establecer el teorema 9 del Articulo 136 cuando la generatriz esta en el 
piano XZ y el eje de revolucidn es; a) el eje X; 6) el eje Z, 

2 * Establecer el teorema 9 del Articulo 136, cuando la generatriz esta en el 
piano YZ y el eje de revolucidn es: a ) el eje Y; b ) el eje Z. 

3 . Deducir la ecuacion de la superficie esferica de radio r que se obtiene 
haciendo girar la circunferencia x 1 + {/ 3 — z “ 0, en torno del eje X* 

4. Deducir la ecuacion de la superficie del cilindro circular recto de radio r 
que se obtiene haciendo girar la recta x =* 0, y = r, en torno del eje Z. 

5. Deducir la ecuacidn de la superficie del cono circular recto que se obtiene 
haciendo girar la recta / en torno del eje Z, sabiendo que / esta contenida en el 
piano YZ, pasa por el origen y forma un angulo agudo <p con la parte positiva 
del eje Z. El angulo 4> se llama angulo generador del cono. (Vease el ejerci- 
cio 24 del grupo 63, Art. 135.) 

6 . Deducir la ecuacion de la superficie de revolucion engendrada por rota- 
cion de la parabola y* — 4pjc, z =* 0, en torno de su eje, el eje X. Construir 
la superficie asi obtenida, la cual se llama paraboloide de revolucion . 


Z 
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7, Hallar la ecuacion de la superficie de revolucion engendrada por rota- 

ci 6 n de la elipse z = 0 , en doctde a > b> en torno de su eje fo- 

a 2 b 2 

cat, el eje X. Construir la superficie. La superficie generada por rotacion de 
una elipse en torno de uno cualquiera de sus ejes se llama elipsoide de revolution . 
Si es en torno del eje focal, se le llama tambien elipsoide alargado. 

8 . Deducir la ecuacion de la superficie de revolucion generada por rotacion 
de la elipse del ejercicio 7 en torno de su eje normal, el eje V. Construir la 
superficie. En este caso, el elipsoide de revolucion tambien se llama elipsoide 
achatado o esferoide. 

En cada uno de los ejercicios 9-20, hallese la ecuacion de la superficie de 
revolucion generada por rotacidn de la curva dada en torno del eje especificado. 
Construyase la superficie. 


9. 

x 2 + z 2 

= 4. 

y 

= 0 ; eje 

Z. 

10 . 

y — 

z ~ 

0 ; 

eje X. 


11 . 

z 2 - 2y, 

X = 

- 0 ; 

; eje Y. 


12 . 

y 2 *“ z 3 

= 4, 

X 

*■ 0 ; eje 

y. 

13. 

9x* + 4y» - 36. 

z * 0 ; 

eje y. 

14. 

X 2 + 2 y 

= 6 . 

z 

= 0 ; eje 

y. 

15. 

y* - 2 z 3 

+ 4z 

= 

6 , x 0 ; eje Z 

16. 

2^3 

= 1 , 

X 1 

= 0 ; eje 

z. 

17. 

y 2 = 2 z, 

* = 0 ; 

; eje V. 


18. 

y = x z . 

z = 

0 ; 

eje X. 


19. 

z *■ e x , 

y - 

0 ; 

eje Z. 


20 . 

yz — 1 , 

X = 

0 ; 

eje Z. 



En cada uno de los ejercicios 21-26. demostrar que la ecuaci 6 n dada repre- 
senta una superficie de revolucion, y hallar su eje de revolucion, y las ecuacio- 
nes de la generatriz en uno de los pianos coordenados que contenga al eje. 


Trazar la superficie. 

21. + y* + z> = 9. 

24. 

x 2 + y 2 - z 3 = 0. 

to 

to 

X 1 + z a = 4. 

25. 

y® — jr 2 — z 2 «■ 0. 

23. 

lx* + 2y* + 3z> - 6. 

26. 

x 7 y 2 + x 2 z 2 * 1. 


27. Se hace girar la parabola y 2 *» 2z, x = 0 en torno del eje Z. Hallar, 
en coordenadas esferkas, la ecuacion de la superficie generada. Construir la 
superficie. 

28. Se bace girar la elipse x 2 + 4y 2 ~ 4, z - 0 , en torno del eje X. Ha¬ 
llar, en coordenadas cilindricas, la ecuaci 6 n de la superficie generada. Cons¬ 
truir la superficie. 

29. Hallar e identificar la ecuacion del lugar geomltrico de un punto que se 
mueve de tal manera que la suma de sus distancias a los dos puntos ( 2 , 0 , 0 ) y 
(— 2, 0, 0) es siempre igual a 6 . Construir el lugar geometrico. 
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30. Deducir la ecuaci6n de la superficie dc revolucion generada por rotacion 
dc la circunferencia jc 3 + y 3 — 2 by + b* — a 3 = 0. z — 0, en torno del eje X. 
Construir la superficie para a = 2 y b — 3. Cuando 6 > a. la superficie se 
llama foro o <in<7/o de anc/a. 


137. Superficies regladas. Vamos a considerar ahora un tipo 
m&s general de superficies del cual son ejemplo el piano , la superficie 
cillndrica y la cdnica. 

Definici6n . Una superficie reglada es aquella que puede ser en- 
gendrada por el movimiento de una Unea recta. 

La lfnea recta en movimiento, en cualquiera de sus posiciones, se 
llama generatriz de la superficie. 

Se sigue de esta definicidn que una superficie ciUndrica es una 
superficie reglada cuyas generatrices son todas paralelas, mientras que 
la superficie cdnica es una superficie reglada cuyas generatrices son 
todas concurrentes. 

Como en el caso de la superficie cilindrica (Art. 133) y cdnica 
(Art. 135), las ecuaciones de las superficies regladas pueden obtenerse 
por el mdtodo del par&metro. 

Ejemplo 1. Hallar la ecuacion de la superficie reglada generada por la 
familia de rectas 

lx — y + kz = 0. 2kx + ky — 4z =0. (1) 

Solucidn. Para cada valor del parametro k, la recta correspondiente de la 
familia (1) debe estar en su totalidad sobre la superficie. Es decir. todos los 
puntos cuyas coordenadas satisfacen las ecuaciones ( 1 ) deben estar sobre la 
superficie. cualquiera que sea el valor de k. Por tanto. las ecuaciones de la su¬ 
perficie deben ser independientes de k y pueden obtenerse a partir de las ecua¬ 
ciones (1) simplemente eliminando el parametro k. Asi. despejando k de cada 
una de estas ecuaciones. obtenemos 


de donde. 


o sea. 


k 


V~ 2x . k - —i*- 

z lx + y 


y — 2x _ 4z 
z 2x + y 

4x 2 — y 3 + 4z 3 ™ 0. 


que es la ecuacidn buscada. Esta superficie reglada es. evidentemente. la super¬ 
ficie de un cono circular recto cuyo vertice esta en el origen y cuyo eje se extiende 
a lo largo del eje Y. 


Si no se dan las ecuaciones de las generatrices de una superficie 
reglada como en el ejemplo anterior, pueden obtenerse a partir dk la 
forma en que se engendra la superficie. La ecuacidn de la superficie 
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puede determinarse entonces por el m6todo de par&metros como se 
ilustrd anteriormente para las superficies cillndrica y cdnica. 

Consideremos ahora el problema recfproco, a saber, dada la 
ecuacidn de una superficie, determinar si representa o no una super- 
ficie reglada. Uustraremos el mdtodo con un ejemplo. 

Ejemplo 2. Demostrar que la ecuacion 

yz + 2x — 2z «■ 0 (2) 

representa una superficie reglada. Construir la superficie. 

Solucidn. Si en la ecuacidn (2) hacemos z — k* hallamos que la interseccidn 
de la superficie y el piano es la linea recta 

lx + hy - 2k - 0. z - k. (3) 

Como las rectas de la familia (3) estan 
sobre la superficie ( 2 ) para todos los valo- 
res de k t esta superficie es reglada y tiene 
a las rectas (3) por generatrices. 

Antes de intentar la construccidn de una 
superficie reglada es mejor. generalmente, 
determinar las direcciones de sus generatri¬ 
ces. Por el artificio de los numeros direc¬ 
tors, seencuentra que los numeros directo- 
res de las generatrices (3) son [k. —2. 0]. 

Esto muestra que todas las generatrices son 
paralelas al piano XY pero no son parale- 
las entre si. ya que los numeros directores 
dependen del parametro k. Estos hechos sugieren un metodo de construir la 
superficie (2) . Primero hallamos las trazas de la superficie sobre el piano XZ 
y sobre el YZ . Estas son, respectivamente, 

x - z, y - 0, (4) 

y - 2, * - 0, y z - 0. * = 0. (5) 

Para un valor comun de z, sea Pi el punto sobre la traza (4) y P 2 el punto sobre 
la traza (5). Entonces, evidentemente, la recta que pasa por Pi y P 2 es una 
generatriz de la superficie (2) . En la figura 185 aparecen trazadas varias de 
estas generatrices, y muestra una parte de la superficie comprendida en el primer 
octante. Esta superficie se llama pataboloide hiperbolico. 

El procedimiento empleado en el ejemplo 2 sugiere otro mdtodo 
para determinar cu&ndo una ecuacidn dada representa una superficie 
cillndrica. Vamos a ilustrar esto por medio de un ejemplo. 

Ejemplo 3. Demostrar que la ecuacion 

xz + 2yz — 1=0 (6) 

representa una superficie cillndrica, demostrando que su lugar geometrico es una 
superficie reglada cuyas generatrices son todas paralelas. 


Z 



Fig. 185 


Lehmann. — 27 . 
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Soluqldn. La interseccidn de la superficie (6) y el piano z - k es la recta 
hx + 2*y — 1—0, z - *. (7) 

Por tanto, la superficie (6) es una superficie reglada que tiene a la familia de 
rectas (7) por generatrices. 

Los ntimeros directores de las generatrices (7) son [2. — 1. 0]. Como estos 
numeros directores son independientes del par&metro k, todas las generatri¬ 
ces (7) son paralelas, y, por tanto, la superficie (6) es cilindrica. El estu- 
diante debe construir la superficie. 


E JEBOIOIOS. Orupo 65 

En cada uno de los ejercicios 1-6. hallar la ecuacidn de la superficie reglada 
generada por la familia de rectas dada. y construir la superficie. 

1 . hx + 2 ky —4—0, x — 2 y — k — 0 . 

2 . x — ky — 3z — 0, hx + 3 kz + y — 0. 

3. x + ky — 2z — 2k — 0, Jfcjc — |/ H- 2kz — 2. 

4. x - 3y + 3*z - 3*. *x + 3ky - 3z - 3. 

5. x + 2y — * — 0, kx — 2 ky — z = 0. 

6 * x + y — ky — 0 , jc + iz - 0. 

7. Demostrar que la superficie del ejercicio 4 tambien es generada por la 
familia de rectas kx — 3*y — 3z — 3. x + 3 y + 3kz — 3*. Demostrar tambien 
que ambas familias de rectas se cortan. 

En cada uno de los ejercicios 8-13. demuestrese que la ecuacidn dada repre- 
senta una superficie cilindrica demostrando que su lugar geometrico es una 
superficie reglada cuyas generatrices son todas paralelas. Constrtiyase la super 
ficie. 


8. 

x 9 + y 9 — 2x + 2y — 2. 

11. 

y a - x - 

z — 1—0 

9. 

z 3 — 2x — 2y — 0. 

12. 

* a + y* - 

z 9 — 2xy — 1. 

10. 

2x 9 + y — 2z — 0. 

13. 

x» + z* - 

2xz — y + z — 0, 


En cada iino de los ejercicios 14-17. demuestrese que la ecuacidn dada repre- 
senta una superficie cdnica demostrando que su lugar geometrico es una super¬ 
ficie reglada cuyas generatrices son todas concurrences. Construyase la superficie. 

14. 4x 9 + 4 y 9 — z 3 — 0. 16. y 3 — 4xz — 0. 

15. x 8 — Ay 9 + z 2 — 0. 17. x 2 4- 2yz — 2y - 0. 

En cada uno de los ejercicios 18-21. demuestrese que la ecuacidn dada repre- 
senta una superficie reglada. Construyase dicha superficie. 

18. x 9 + y 2 — z 2 — 1. 20. xy — x — y — z + 1 — 0. 

19. x a — 4y 9 + z 3 — 4. 21. x 3 — y 8 — z — 0. 

22. Hallar la ecuacidn de la superficie reglada engendrada por una recta que 
se mueve de tal manera que se mantiene siempre paralela al piano YZ y corta a la 
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recta x + z — 1. y — 0, 7 a la parabola y 3 ** x. z — 0. Construir la su- 
peificie. 

23. Hallar la ecuaci 6 n de la saperficie reglada generada por una recta que se 
mueve de tal manera que se mantiene siempre paralela al piano XY y se apoya 
en las curvas y* * z. * ** 0 7 z 8 — x, y — 0. Construir la superficie. 

24. Un conoide es una superficie reglada engendrada por una recta que se 
mueve de tal manera que se mantiene siempre paralela a un piano fijo dado, 
corta a una recta fija dada, 7 satisface otra condicion. En particular, si el piano 
fijo 7 la recta fija dados son perpendiculares entre si. la superficie se llama co- 
noide recto . Hallar la ecuacidn del conoide recto generado por una recta que se 
mueve paralela al piano XZ 7 corta a la recta z — 2, x — 0, 7 a la circunfe- 
rencia x 2 + y* — 4, z — 0. 

25. Hallar la ecuacidn del conoide recto engendrado por una recta que se 
mueve paralela al piano XZ y corta a la recta x — 3, * * 0 , y a laelipse 

y 3 + 4z 2 « 4, x ■ 0. 

138. Transformacidn de coordenadas rectangulares en el espacio. 
En el Capttulo V y los capitulos subsiguientes de la Geometrla anali- 
tica plana, vimos que, por medio de transformacidn de coordenadas , 
se puede frecuentemente simplificar la ecuacidn de un lugar geomdtrico 
piano, y estudiar as! sus caracterlsticas con mds facilidad. De modo 
andlogo, las ecuaciones de los lugares geomdtricos en el espacio pueden 
simplificarse por una transformacidn de coordenadas. Como en Geo- 
metria analitica plana consideraremos aqui la transformacidn de coor¬ 
denadas en el espacio asociada con una traslacidn y una rotacidn de los 
ejes coordenados. 

For una traslacidn de los ejes coordenados rectangulares en el espacio f 
entendemos la operacidn de mover los ejes coordenados a una posicidn 
diferente de manera que los nuevos 
ejes sean paralelos a los ejes originates, 
respectivamente, y de la misma direc- 
cidn. Consideremos (fig. 186) una 
traslacidn de los ejes coordenados rec¬ 
tangulares tal que el origen 0(0, 0, 0) 
tome la nueva posicidn O'(A, k, l) , 
y que los ejes X , Y y Z , tomen las 
nuevas posiciones X', Y' y Z' 9 
respectivamente. Designemos por 
(x, y 9 z) y (*', y f , z f ), respectiva¬ 
mente , las coordenadas de un punto 
cualquiera P del espacio referido a los 
ejes originates y a los nuevos ejes. 

Entonces, las relaciones entre las coordenadas originates de P y las 
nuevas coordenadas pueden obtenerse por el mismo mdtodo empleado 



Fig. 186 
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en la deduccidn de las relaciones anAlogas de la Geometrfa analitica 
plana (Art. 50, teorema 1). El resultado obtenido se expresa en 
el siguiente 

Teorema 10. Si los ejes redangulares son trasladados a un nuevo 
origen 0'(h , k, 1), y silas coordenadas de un punto cualquiera P del 
espacio antes y desputs de la traslacidn son (x, y, z) y (x', y', z'), 
respedivamente , las ecuaciones de trasformacidn de las coordenadas ori¬ 
ginals a las nuevas son 

x = x' + h, y=»y' + k, z = z' + 1. 

Por una rotacidn de los ejes coordenados redangulares en el espacio , 
entendemos la operacidn de mover los ejes coordenados a una nueva 

posicidn haciAndolos girar en tomo del 
origen como punto fijo de tal manera 
que los nuevos ejes permanezcan mu- 
tuamente perpendiculares entre si y 
anAlogamente dirigidos uno con res- 
pecto al otro * Consideremos (fig. 187) 
una rotacidn de los ejes coordenados 
rectangulares tal que el origen 0 per- 
manezca fijo, pero los ejes originates 
X , Y y Z tomen las nuevas posicio- 
nes especificadas por los ejes 
X', Y' y Z', respectivamente. Desig- 
nemos por (x, y, z) y (x', j/', z f ) 
las coordenadas de un punto cual¬ 
quiera P del espacio referido a los 
ejes originates y a los nuevos ejes, respectivamente. Denotemos por 
ai , 0i f yi 5 «2 , S 2 , y* , y as , f$s , ys , respectivamente, los Angulos 
directores de los ejes X' , Y f y Z', referidos a los ejes originales. 
Estos Angulos directores aparecen ordenados en la siguiente tabla : 


Eje 

X 

Y 

z 

X> 

ai 

0> 

Yi 

Y> 

a* 

02 

Y2 

Z’ 

as 

P* 

Y3 


Leyendo esta tabla en sentido horizontal, obtenemos los Angulos direc¬ 
tores de los nuevos ejes con respecto a los ejes originales, y leyendo en 
sentido vertical, obtenemos los Angulos directores de los ejes originales 
con respecto a los nuevos ejes. 
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De la tabla ( 1 ), los Angulos directores del eje X , con respecto a 
los nuevos ejes, son ai, < 12 , as. Entonces, como el eje X es normal 
al piano YZ , se sigue, por el teorema 9 (Art. 119) que la ecuacidn 
del piano YZ , con referenda a los nuevos ejes, estA dada por 

x' cos ai + y f cos as + z f cos aa = 0 . 

Por el teorema 11 (Art. 120) el primer miembro de esta ecuacidn 
representa la distancia del punto P al piano YZ . Pero esta distan- 
cia tambiAn estA dada por la coordenada x . Por tanto, tenemos la 
relacidn 

x = x f cos ai + y ; cos a 2 + z f cos as. ( 2 ) 

AnAlogamente, podemos obtener expresiones similares para cada una 
de las coordenadas y y z en funcidn de las nuevas coordenadas. Va- 
mos a agrupar juntas estas relaciones en el sistema 

x = x f cos ai + y ' cos ai + z f cos as, 1 

y = x' cos Pi + y ' cos P 2 + z f cos Ps, > ( 3 ) 

z = x ; cos yi + y' cos 72 + z! cos ys. J 

Observamos en seguida que en el sistema (3) hay nueve cosenos 

directores 0 constantes. Estas constantes no son todas independientes, 
porque satisfacen las seis relaciones de los sistemas (4) y (5) que 
damos a continuacidn. Asi, por el teorema 4 (Art. 110 ), tenemos 
las tres relaciones: 

cos 2 ai + cos 2 Pi + cos 2 yi = 1, ) 

cos 2 a 2 + cos 2 P 2 + cos 2 y 2 = 1, ? (4) 

cos* as + cos 2 Ps 4- cos 2 ys = 1 . J 

TambiAn, como los nuevos ejes X', Y f y Z' son mutuamente per- 

pendiculares, tenemos, por el corolario 2 del teorema 6 (Art. 112), 
las tres relaciones: 

cos ai cos a 2 + cos Pi cos P* + cos yi cos y 2 
cos ai cos as + cos Pi cos Ps + cos yi cos yi 
cos a 2 cos as + cos p 2 cos Ps + cos y* cos ys 

El sistema (3) expresa cada una de las coordenadas origin&les 
de P en funcidn de sus nuevas coordenadas. Podemos, anAloga- 
mente, obtener expresiones semejantes para las nuevas coordenadas 
en funcidn de las coordenadas originales. Asi, empleando la ecuacidn 
del piano Y'Z', con respecto a los ejes originales f podemos , por el 
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mismo m 6 todo empleado para deducir la ecuaeidn ( 2 ) anterior, obte- 
ner la relacidn 

zf = x cos ai + y cos Pi + z cos yi. 

An&logamente, obtenemos relaciones similares para y f y z f las cuales 
estAn agrupadas en el sistema 

x 7 « z cos ai + y cos Pi + z cos yi » 1 

y f = x cos a 2 + y cos P* + z cos y* f ( (6) 

2 * - x cos as + y cos ps + z cos ys. ) 

El sistema (6) es el reciproco del sistema (3) y puede obtenerse 

tambi&i como una solucidn del sistema (3) para x 7 , y* y z* (ver los 
ejercicios 23 y 24 del grupo 66 al final de este articulo). 

Vamos a resumir los resultados precedentes en el siguiente 

Teorema 11. Si se hacen girar los ejes coordenados redangulares 
en tomo de su origen O como punto fijo de manera que los dngulos 
directores de los nuevos ejes X 7 , Y' y Z' con respedo a los ejes origi¬ 
nates X, Y y Z sean ai, Pi, yi; a 2 , Ps, y 2 , y as, Ps, ys , respec- 
tivamente , y las coordenadas de un punto cualquiera P del espacio antes 
y desputs de la rotacidn son (x, y, z) y (x 7 , y 7 , z 7 ), respedivamente , 
entonces las ecuaciones de transformad&n de las coordenadas originates a 
las nuevos son 


x = x 7 cos ai + y 7 cos ai + z 7 cos a 3 , 1 
y = x 7 cos Pi + y 7 cos p 2 + z 7 cos Pa, > 
z = x 7 cos yi + y 7 cos y 2 + z 7 cos ya, J 

y las ecuaciones de la transformaci&n inversa de las coordenadas nuevas 
a las originaies son 

x 7 =* x cos ai + y cos Pi + z cos yi, 1 
y 7 = x cos a 2 + y cos P* + z cos y 2 , > 
z 7 = x cos as + y cos Pa + z cos ys. J 

Notas. 1 . El orden de los tlrminos en el primer sistema de ecuaciones 
de transformacidn puede obtenerse leyendo hacia abajo, y para el segundo sis¬ 
tema* leyendo de izquierda a derecha, en la tabla ( 1 ) . 

2 . Los ejes coordenados en el espacio pueden sujetarse a una traslacidn 
y una rotacidn, tomadas en cualquier orden. Como las ecuaciones de transfer- 
macidn para la traslacidn y para la rotacidn de ejes son relaciones lineales, 
podemos demostrar, como en la transformacidn de coordenadas en el piano 
(nota 1 del teorema 3, Art. 52) , que el grado de una ecuacidn no se altera por 
transformacion de coordenadas en el espacio . 
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EJEB0I0IO8. Gmpo 66 

1 . Demostrar el teorema 10 del Articnlo 138. 

2 . Como resultado de la traslacidn de los ejes coordenados al nuevo origen 
O'(—4, 3, 5) , las coordenadas de dos pantos son Pt( 6 , —3, 2) y Pi (—2, 1 , 2) 
referidos a los nnevos ejes. Hallar las coordenadas de estos pantos referidos a los 
ejes originales. Ilustrar los resultados con ana fignra. 

3. Hallar las nnevas coordenadas de los pantos Pi(—2. 3, 4) y 
Pstl, 4, 5) en ana traslacidn en qne el naevo origen es el panto O'( 2 , 2 . 7) . 
Ilustrar los resultados con una fignra. 

4. Hallar la transformada de la ecuacidn 

* 2 + y* — 4z J — 2* + 4y + 24z — 31 

de ana superficie al trasladar los ejes coordenados al nuevo origen (1, —2. 3) . 
Construir la superficie y trazar ambos sistemas de ejes. 

5. Resolver el ejercicio 4 por el mltodo de completar cuadrados. 

En cada uno de los ejercicios 6-10. por una traslacidn de los ejes coordena¬ 
dos. transformar la ecuacidn dada de ana superficie en otra ecuacidn qae ca- 
rezca de terminos de primer grado. Construir la superficie y trazar ambos 
sistemas de ejes. 

6 . 2 *a -f 3z 2 + 16* - 6 z + 29 - 0. 

7. 9 * 2 + 4y 2 + 36z 3 - 18* + 16y - 11. 

8 . * 3 - 4y 2 + 2z 3 - 6 * - 8 y + 8 z + 9 - 0. 

9. * 3 + y % + z a — 3* + y — 6 z + 8 " 0. 

10. y 3 — 1y 2 — z 2 + 3y — 4z «■ 5. 

11 . Deducir las ecuaciones segunda y tercera del sistema (3) del Art. 138. 

12 . Deducir las tres ecuaciones del sistema ( 6 ) del Art. 118. 

13. Demostrar que el grado de una ecuacidn no se altera por transformacidn 
de coordenadas en el espacio. 

14. Hallar las nuevas coordenadas de an panto Pi ( 6 , —3, 3) cnando los 
ejes coordenados son girados de tal manera que los cosenos directores de los nue- 
vos ejes con respecto a los ejes originales son 

J-jLiL' 2 l _ 1 ±. ± 1 _ 1 

3 * 3 * 3 * 3' 3' 3 ' 3* 3* 3* 

Ilustrese con una figura. 

16. Si las nuevas coordenadas de an panto Pi son (3. 9, — 6 ) . con refe¬ 
renda a los ejes girados del ejercicio 14. hSllense las coordenadas de Pi con res¬ 
pecto a los ejes originales. 

16. Si se hace girar a los ejes X y Y un ingulo agudo 0 alrededor del eje Z 
como recta fija. demn£strese que et sistema (3) del ArtUulo 138 toma la forma 

* - *' cos 0 — y' sen 0 , y - *' sen 0 + y' cos 0 . z ■■ z\ 

(Ver el teorema 2 del Art. 51.) 

17. Bajo las condiciones del ejercicio 16. demutstrese que el sistema ( 6 ) del 
Articulo 138 toma la forma 

*' — * cos 0 + y scn 4* y' " — x sen 0 y cos 0, z' = z. 

(Ver el ejercicio 19 del grupo 21 . Art. 51.) 
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18* Hallar la transformada de la ecuacidn 

23x* — 41y* — 31 z* + 48jcy — 72xz — 24yz = 0 

al hacer girar los ejes coordenados de tal manera que los cosenos directores de 
los nuevos ejes con respecto a los originates sean 

2 _ 2 A* _2 _2 2 . 2 2 

7 * 7' 7* 7’ 7' 7' 7' 7' 7* 

Construir la superficie, 

19. Hallar la transformada de la ecuacidn 

Sx 2 + lly 2 + 8 z 2 — 4xy + 8 xz + 4yz « 12 

al hacer girar los ejes coordenados de tal manera que los cosenos directores de los 
nuevos ejes con respecto a los originates sean 

1 2 2 . 2 2 1.2 1 2 

3 * 3' 3 * 3* 3 3' 3' 3' 3* 

Construir la snperficie. 

Los ejercicios 20-25 se refieren a la tabla (1) y a los sistemas (3) . (4) y ( 6 ) 
del Articulo 138. 

20 . Usando el hecho de que el eje Z f es perpendicular a ambos ejes X f y V' 
y seleccionando de la tabla ( 1 ) los angulos directores convenientes, demostrar. 
por medio del artificio de los numeros directores (Art. 113). que los cosenos 
directores del eje Z' estan dados por las relaciones 

cos as = cos Pi cos Ya — cos p 2 cos Yi» 
cos Pa = cos a 2 cos Yi — cos ai cos Ys> 
cos Ys = cos cos p 2 — cos a 2 cos Pi. 

21. Anilogamente, como en el ejercicio 20. demostrar que los cosenos direc¬ 
tores del eje X ' estin dados por las relaciones 

cos ai « cos Pa cos Ys — cos p a cos Ys. 
cos Pi - cos a 8 cos Ya — cos aj cos y*. 
cos Yi * cos a 2 cos p 8 — cos a s cos P®. 

22 . Por medio del resultado del ejercicio 20 y la tercera relacidn del sis- 
tema (4) . demostrar que el determinante del sistema (3) es igual a launidad, 

23. De los resultados de los ejercicios 21 y 22, demostrar. por medio de la 
regia de Cramer, que la solucidn del sistema (3) para x ' esti dada por la primera 
relation del sistema ( 6 ) . 

24. Anilogamente, como en el ejercicio 23, demostrar que la solucidn del 
sistema (3) para y' y z f esta dada por las relaciones segunda y tercera, respec- 
tivamente. del sistema ( 6 ). 

25. Anilogamente, como en el ejercicio 24, demostrar que la solucidn del 
sistema ( 6 ) esta dada por el sistema (3). 
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139. Ecuacidn general de segundo grado con tree variables. De 
considerable importancia en la Geometria analitica de tresdimensiones 
es la ecuacidn general de segundo grado con tres variables, 

Ax 2 + By 1 + Cz* + Dxy + Exz + Fyz 

+ Gx + Hy + Iz + K = 0, (1) 

en donde uno, por lo menos, de los seis coeficientes A , B , C , D , E 
y F es diferente de cero. Una superficie cuya ecuacidn es de la for¬ 
ma (1), es decir, de segundo grado , se llama , apropiadamente, 
superficie cuddrica o simplemente una cuddrica . El estudiante obser- 
vard que algunas de las superficies previamente estudiadas son super¬ 
ficies cuddricas. Por ejemplo, la superficie eafdrica es una cuddrica. 
Tambidn , las superficies cilindrica y cdnica cuyas ecuaciones sean de 
segundo grado, son cuddricas, tenemos asi el cilindro cuddrico y el cono 
cuddrico . De manera semejante, cualquier superficie reglada represen- 
tada por una ecuacidn de segundo grado ee llama cuddrica refiada . 

Vamos ahora a llamar la atencidn sobre una propiedad importante 
de las cuddricas. Supongamos que cortamos la cuddrica (1) por un 
piano cualquiera paralelo al piano XY , es decir, el piano z mm fc, en 
donde k es una constante real cualquiera. Las ecuaciones de la curva 
de interseccidn se obtienen sustituyendo z por & en la ecuacidn (1); 
6stas son 

Ax 2 + By 2 + Dxy + (Eh + G)x 

+ (Fk + H)y + CW + lh + K= 0, z = k. 

Por nuestro estudio previo de la ecuacidn plana general de segundo 
grado con dos variables (Capitulo IX), reconocemos esta curva como 
una seccidn cdnica, o una forma limite de una seccidn cdnica , conte- 
nida en el piano z = k, Mds generalmente, podemos demostrar que, 
si una superficie cuddrica es cortada por un piano cualquiera , la curva 
de interseccidn es una seccidn cdnica o una forma limite de una seccidn 
cdnica . Vemos ahora que nuestra determinacidn previa de las secciones 
cdnicas como secciones planas de un cono circular recto, hecha en el 
Articulo 78, es un caso especial de esta propiedad. 

La ecuacidn general (1) de una cuddrica ocupa entre las superfi¬ 
cies , en Geometria analitica del espacio, un lOgar andlogo al ocupado 
entre las curvas planas, en Geometria analitica plana, por la ecuacidn 

Ax 2 + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F - 0 , (2) 

que es la definicidn analitica de una seccidn cdnica. En el Capitulo IX 
hicimos un estudio de la ecuacidn (2) y una clasificacidn de los lugares 
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geomdtricos representados por ella. Se puede hacer un estudio seme- 
jante de la ecurtcidn (1) y una clasificacidn de sue lugares goomdtricos, 
pero, evidenteraente, para tree variables la discusidn es mucho mds 
larga y complicada. Se demuestra en tratados avanzados que me- 
diante una transformacidn apropiada de coordenadas, se puede transfor- 
mar la ecuacidn (1) de manera que tome una de las dos formas tipo : 

(I) +W + = R, 

(II) Mz* + Ny x = Sz. 

Las superficies del tipo (I) tienen un centro de simetrla, el origen , y 
por esto se llaman cuddricas con centro . Las superficies del tipo (II) 
no tienen centro de simetria y se llaman, por lo tanto, cuddricas 
sin centro . 

En la pdgina siguiente se da, en forma de tabla, una clasificacidn de 
las superficies representadas por ecuaciones de los tipos (I) y (II). 
La naturaleza de estas superficies dependerd, naturalmente, de los 
coeficientes, de los cuales uno o mds pueden ser cero. Debe obser- 
varse, sin embargo, que el niimero de tales coeficientes nulos es limi- 
tado, porque, como hemos anotado previamente (nota 2 del teo- 
rema 11, Art. 138), el grado de una ecuacidn no se altera por una 
transformacidn de coordenadas en el espacio. 

Por una simple observacidn de estas dos tablas vemos que , si uno 
o mis coeficientes son cero, el lugar geomdtrico, si existe, estd entre 
las superficies que hemos estudiado previamente. Estos lugares geo- 
mdtricos incluyen las superficies del cilindro y cono rectos y a ciertas 
formas degeneradas que constan de dos pianos diferentes, dos pianos 
coincidentes (o un solo piano), dos pianos que se cortan, una sola 
recta (una forma Hmite de un cilindro), y un punto. 

Si ningdn coeficiente es cero, las tablas muestran que el lugar 
geom&rico, si existe, es una superficie de la cual no hemos discutido 
anteriormente ningun detalle. Estas superficies son las tres cuddricas 
con centro : el elipsoide y los hiperboloides de una y dos hojas, y las 
dos cuddricas no centrales: los paraboloides eliptico e hiperbdlico. 

140. CuddricaB con centro. Vamos a considerar ahora las cud¬ 
dricas con centro , representadas por la ecuacidn 

Mx 2 + Ny 2 + Pz* = R , 

en donde todos los coeficientes son diferentes de cero. Podemos enton- 
ces escribir esta ecuacidn en la forma 



SUPERFICIES 


427 


Clasificaci6n de las cuddricas 

TIPO (I). Mx 2 + Ny 2 + Pz* ** R 



COEFICIENTES 

LUGAR GHOMHTRICO 

R* 

M. N. P 


Todos positivos 

Elipsoide 


Todos negativos 

Ningun lugat geometrico 


Dos positivos, uno negativo 

Hiperboloide de una hoja 


Uno positivo, dos negativos 

Hiperboloide de dos hojas 

> 0 

Uno cero. dos positivos 

Cilindro eliptico (o circular) recto 


Uno cero, dos negativos 

Uno cero, uno positivo, uno ne¬ 

Ningun lugar geometrico 


gativo 

Cilindro hiperbdlico recto 


Dos cero, uno positivo 

Dos pianos paralelos diferentes 


Dos cero, uno negativo 

Ningun lugar geometrico 


Todos del mismo signo 

Un solo punto, el origen 


Dos positivos, uno negativo 

Cono recto 

-0 

Uno cero. dos del mismo signo 

Todos los puntos sobre un eje co- 
ordenado 


Uno cero, dos de signos contrarios 

Dos pianos que se cortan 


Dos cero 

Un piano coordenado (dos pianos 
coincidentes) - 


* Cuando R <0, se invicrten los signos dc los coeficientes M, N y P; los 
lugares geometricos correspondientes estarin dados enronces como para R > 0. 


TIPO (II). Mx 3 + Ny 2 - Sz 



COEFICIENTES 

LUGAR GEOMETRICO 

S** 

M, N 


Del mismo signo 

Paraboloide eliptico 

>0 

Signos opuestos 

Paraboloids hiperbolico 


Uno cero 

Cilindro parabolico recto 


Del mismo signo 

Todos los puntos sobre un eje co¬ 
ordenado 

-0 

Signos opuestos 

Dos pianos qoe se cortan 


Uno cero 

Un piano coordenado (dos pianos 
coincidentes) 


** Cuando S < 0, se invicrten los signos de los coeficientes M y N; los 
lugares geometricos correspondientes estarin dados entonces como para S > 0. 
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llamada forma can&nica de una cuddrica con centro. Como para las 
secciones cdnicas, veremos que es m£s sencillo estudiar las cuAdricas a 
partir de las formas candnicas de sus ecuaciones. De la ecuacidn (1) 
se deduce que cada cuddrica con centro tiene tres pianos de simetrfa 
(los pianos coordenados) llamados pianos principcUes , tres ejes de si¬ 
metrfa (los ejes coordenados) llamados ejes principales , y un centro 
de simetrfa (el origen) llamado centro de la superficie. 

Si todos los coeficientes en la ecuacidn (1) son negativos, no hay 
lugar geomdtrico. Por tanto, solamente quedan tres casos por consi- 
derar, segun que el niimero de coeficientes positivos sea tres, dos o 
uno. Tenemos entonces los tres siguientes tipos de superficies : 

a) Elipsoide — todos los coeficientes positivos. 

b) Hiperboloide de una hoja —dos coeficientes positivos, uno 
negativo. 

c) Hiperboloide de dos hojas — un coeficiente positivo, dos ne¬ 
gativos . 


a) Elipsoide . 
soide es 


La forma candnica de la ecuacidn del elip- 


a 2 


+ fi + 4 


= 1 . 


( 2 ) 


Podemos discutir esta ecuacidn de acuerdo con los mdtodos del Ar- 
tlculo 129. Las intercepciones con los ejes X , Y y Z son =t a , =t b 

y =*= c , respectivamente. Los seis pun- 
tos de interseccidn del elipsoide y los ejes 
coordenados se llaman vertices. En la 
figura 188 se han designado por las 
letras A, A' 9 B , B f y C , C'. Si 
a> b > c, los sc^mentos AA f , BB f y 
CC f se llaman, respectivamente, eje 
mayor , eje medio y eje menor del elip¬ 
soide. 

Todas las trazas sobre los pianos co¬ 
ordenados son elipses. 

La superficie es simdtrica con respecto 
a todos los pianos coordenados, a todos los ejes coordenados, y al 
origen. 

Todas las secciones del elipsoide hechas por los pianos paralelos a 
los coordenados son elipses dentro de los limites de la superficie, que es 
cerrada y estA contenida en su totalidad dentro del paralelepipedo que 
tiene por caras los pianos x = =*= a, y = =t 6 y z - =t c . 



Fig. 188 
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Si dos cualesquiera de los coeficientes en la ecuacidn (2) son igua- 
les, la superficie se llama elipsoide de revolucidn. En particular, si 
a > b y c = b , tenemos el elipsoide alargado , una superficie de revo- 

lucidn que se obtiene haciendo girar la elipse * 1, 2 — 0, en 

torno de su eje mayor. Tambidn, si a> 6 y c = a, tenemos el dip - 
soide achatado o esferoide , que es una superficie de revolucidn que se 

obtiene haciendo girar la elipse « 1, 2 = 0, en tomo de su 

eje menor. Si a = b = c, la superficie (2) es una esfera de radio o; 
luego , la superficie esfdrica es un caso especial del elipsoide. 


b) Hiperboloide de una hoja . 
del hiperboloide de una hoja es 


Una forma candnica de la ecuacidn 


*! . i£_i! = 1 
a 1 + 6* c* ' 


(3) 


Las otras dos formas candnicas son 
o* b 1 ' c* ^ 


a* + b* + c* 


1 . 


Nuestra discusidn dela ecuacidn (3) servird tambidn para estaa dos 
tiltimas formas, ya que las tres superficies difieren solamente en sus 
posiciones con relacidn a los ejes coordenados. 

Las intercepciones con los ejes X y Y son ± a y ± b, respecti- 
vamente. No hay intercepciones con el eje Z. 

Las trazas sobre los pianos XY, XZ y YZ son, respectivamente, 
^2 <>2 

la elipse — + Tj *= 1, z — 0, la hipdrbola — — — — 1 , y = 0 , yla 
a o a c 

hipdrbola ^ — -^-=1, z = 0 


La superficie es simdtrica con respecto a todos los pianos coordena- 
dos, ejes coordenados y al origen. 

Las secciones de la superficie por pianos paralelos al XY son las 
elipses 



z = k. 


(4) 


De las ecuaciones (4) se deduce que, a medida que k aumenta de 
valor, estas elipses aumentan de tamaflo. Se sigue, ademds, que la 
superficie no es cerrada sino que se extiende indefinidamente. En 
la figura 189(a) aparece una parte dc la superficie, y se dice que se 
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extiende a lo largo del eje Z. Cualquier hiperboloide de una hoja 
se extiende a lo largo del eje coordenado correspondiente a la variable 
cuyo coeficiente es negativo en la forma candnica de su ecuacidn. 

Si en la ecuacidft (3) es a = b f la superficie es un hiperboloide de 
revoluci&n de una hoja que puede engendrarse haciendo girar la hipdr- 

bola -p — = 1 , * = 0 , en tomo del eje Z. (V&ise el ejemplo 2 

del Articulo 136.) 



Fig. 189 


Vamoe a comparer ahore la ecuacidn (3) con la ecuacidn 


^ 4 . 

a 2 " 1 " 6 2 c 2 


0 , 


( 6 ) 


que representa una superficie cdnica de segundo grado con eje en el 
eje Z. Si cortamos cada una de las superficies (3) y (5) por el pia¬ 
no y = mx, la curva de interseccidn para el hiperboloide (3) es la 
hipdrbola 




mx, 


( 6 ) 


y para el cono (5) es el par de rectas que se cortan 



0 , y — mx. 


(7) 
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Para todos los valores de m, las rectas (7) son las aslntotas de la 
hipdrbola (6). Ademds, las hipdrbolas (6) est&n sobre el hiperbo- 
loide (3), y las rectas (7) estin sobre la superficie (5) para todos 
los valores de w. Vemos, entonces, que la superficie (5) guarda una 
relacidn con el hiperboloide (3) an&loga a la que guardan las asintotas 
con una hipdrbola, y que el hiperboloide se aproxima m&a y m&s a la 
superficie cdnica a medida que ambas superficies se alejan mds y mds 
del origen. Por esto, la superficie (5) se llama cono asintdtico del 
hiperboloide (3). En la figura 189(a) aparece una porcidn de 
este cono. 

Escribamos ahora la ecuacidn (3) en la forma 

*!_ii _ i £ 
a 3 c 3 ~ & 3 ' 


Descomponiendo los dos miembros en factores, results : 


( 






( 8 ) 


Ahora es f&cil ver que la ecuacidn (8) puede obtenerse eliminando el 
parimetro k de cualquiera de las dos siguientes familias de rectas: 





Por tanto (Art. 137), el hiperboloide de una hoja es una superficie 
reglada engendrada por una de estas dos familias de redos . Cada una 
de las familias de rectas (9) y (10) se llama un haz alabeado de 
segundo orden o regulus del hiperboloide (3). Puede demostrarse que 
por cada punto del hiperboloide pasa una y solamente una generatriz 
de cada haz. Algunas de estas generatrices aparecen en la figu¬ 
ra 189(6). 


c) Hiperboloide de dos hojas . Una forma candnica de la ecuacidn 
del hiperboloide de dos hojas es 


a? b 2 <* 


(ID 


Como para el hiperboloide de una hoja, hay otras dos formas candni- 
cas, siendo la discusidn de la ecu&cidn (11) representativa de todas 
las formas. 
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Las intercepciones con el eje X son =t o. No hay intercepciones 
con los ejes Y y Z. 

Las trazas sobre los pianos XY y XZ eon, respectivamente, las 
hipdrbolas ^ 1, z = 0 y — — — = l,y«0 . No hay traza 

sobre el piano YZ. 

La superficie es simdtrica con respecto a todos los pianos coordena- 
dos, ejes coordenados y al origen. 

Las secciones de esta superficie por pla- 
X nos paralelos al YZ son las elipses 

b * + c* a 2 1 ’ * K ’ 

siempre que | k | > a. Para k = ± a, te- 
nemos solamente los dos puntos de inter- 
seccidn con el eje X, (±a, 0, 0). Para 
z yalores de k comprendidos en el intervalo 
— a < k < a , no hay lugar geomdtrico. 
De esto se sigue que la superficie no es 

g i n> s \ cerrada sino que esta compuesta de dos 

hojas o ramas diferentes que se extienden 
j indefinidamente. Una porcidn de la super- 

_ ' ' ficie aparece en la figura 190 , en donde los 

T ejes coordenados han sido colocados de ma- 

Fi g . 190 uera que el dibujo resulte m&s claro. Se 

dice que la superficie se extiende a lo largo 
del eje X. Cualquier hiperboloide de dos hojas se extiende a lo lar¬ 
go del eje coordenado correspondiente a la variable cuyo coeficiente es 
positivo en la forma candnica de su ecuacidn. 

Si en la ecuacidn (11) 6 = c, la superficie es un hiperboloide de 
revolucidn de dos hojas que puede engendrarse haciendo girar la hipdr- 
2 2 

bola * 1, z = 0, en torno del eje X . (Vdase el ejemplo 1 

del Articulo 136.) Como para el hiperboloide de una hoja, podemos 
demostrar que un hiperboloide de dos hojas tiene tambidn un cono 
asintdtico. Para la superficie (11), la ecuacidn de este cono es 

*1 = 0 
o 8 b 2 c* 

Una porcidn del cono aparece en Unea de trazos en la figura 190, Para 
el hiperboloide de dos hojas cuya ecuacidn en su forma candnica es 


Fig. 190 


a 2 6 2 + 


(12) 
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la ecuacidn de su cono asintdtico es 



que es el cono asintdtico (5) del hiperboloide de una hoja (3). 
Cuando un hiperboloide de una hoja y un hiperboloide de dos hojas 
tienen un cono asintdtico comtin, se llaman, apropiadamente, hiper - 
boloides conjugados . (Ver el Articulo68.) Asi, las superficies (3) y 
(12) eon hiperboloides conjugados. 

141. Cu&dricas sin centro. En este articulo consideraremos las 
cu&dric&s sin centro representadas por la ecuacidn 

Mx 8 + Ny 2 - Sz, 

en donde todos los coeficientes eon diferentes de cero. Podemos enton- 
ces escribir esta ecuacidn en la forma 


J y 8 
a 8 * b* 


«» 


( 1 ) 


llamada forma ordinaria o can&nica de una superficie cuddrica sin 
centro . De la ecuacidn (1) se deduce que las cu&dricas sin centro 
tienen dos pianos de simetria (los pianos YZ y XZ) llamados pianos 
principales , un eje de simetria (el eje Z) llamado eje principal , pero 
ningun centro de simetria. 

Atendiendo a las diversas combinaciones posibles de signos en la 
ecuacidn (1), se deduce que, en esencia, existen solamente dos tipos 
diferentes de superficies, a saber : 

a) Paraboloides elfpticos (aquellos en que los coeficientes de los 
tdrminos de segundo grado son del mismo signo). 

b) Paraboloides hiperbdlicos (aquellos en que los coeficientes de 
los tdrminos de segundo grado son de signos contrarios). 

a) Paraboloide eliptico . Una forma candnica de la ecuacidn del 
paraboloide eliptico es 

tf + f* = cz - ( 2 ) 


cx 


X 8 Z 8 V 8 z 8 

Las otras dos formas candnicas son + ~ C U Y ■£» + “ 

Para cada forma podemos tener dos variaciones Begun que c sea posi¬ 
tive o negativo. Nuestro estudio de la ecuacidn (2) seri represen- 
tativo de todas las formas. 

La superficie pasa por el origen. No hay otras intercepciones con 
los ejes coordenados. 


tfShmann. — W» 
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Las trazas sobre los pianos XY , XZ y YZ son, respectivamente, 
x 2 w 2 

el origen , la parabola — t = cz } y — 0, yla pardbola = cz , x — 0. 

La superficie es simbtrica con respecto a los pianos YZ y XZ y 
con respecto al eje Z . 

Las secciones de las superficies por pianos paralelos al XY son las 
curvas 

^ +] t* = ck > zmak • (3) 

Estas curvas son elipses si c y k son del mismo signo ; si c y k tienen 
signos contrarios, no hay lugar geombtrico. Si tomamos c como posi- 

tivo, k debe ser positivo, y a medida 
que k aumenta de valor, las elipses (3) 
crecen en tamafio a medida que los pia¬ 
nos de corte se alejan mds y mbs del 
piano XY . Evidentemente, pues, la 
superficie no es cerrada sino que se ex- 
tiende indefinidamente, alejandose del 
piano XY . Se ve fdcilmente que las 
Y secciones de la superficie por pianos 
paralelos a los pianos XZ y YZ son 
parabolas cuyos vertices se alejan del 
piano XY a medida que se toman los 
Fig. 191 pianos de corte mbs y mds lejos de es- 

tos pianos coordenados. 

Una porcidn de la superficie, en el caso de ser c positivo, aparece 
en la figura 191. Si c es negativo la superficie estd en su totalidad 
aba jo del piano XY . Se dice de cada superficie que se ex tiende a lo 
largo del eje Z. Cualquier paraboloide ellptico se extiende a lo largo 
del eje coordenado correspondiente a la variable de primer grado en la 
forma candnica de su ecuacibn. 

Si en la eeuacidn (2) es a —fc, la superficie es un paraboloide 
de revolucidn que puede engendrarse haciendo girar la parbbola 

-^2 = cz, x = 0 , en tomo del eje Z. (Vbase el ejemplo 1 del Ar- 

tfculo 130.) 

b) Paraboloide hiperb6lico. Una forma candnica de la ecuacidn 
del paraboloide hiperbdlico es • 




(4) 
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Nuestra discusidn de la ecuacidn (4) serd representativa de las otras 

dos formas candnicas, “ ^2/ y ~ T* = cx - Hay dos va- 

a? o 9 a b 

riaciones para cada forma, segiin que c sea positivo o negativo. 

La superficie pasa por el origen. No hay otras intercepciones con 
los ejes coordenados. 

Las trazas sobre los pianos XY, XZ y YZ son, respectivamente, 

XV XU 

las rectas que se cortan-b -?- = 0, 2 = 0, y — — -“* 0.2 = 0: 

n a b 9 J a b 9 

la pardbola -^ = cz, y = 0 , y la pardbola -gj = — cz , x — 0. 

La superficie es simdtrica con respecto a los pianos YZ y XZ y 
al eje Z. 

Las secciones de la superficie por pianos paralelos a, pero no coin- 
cidentes con , el piano XY son las hipdrbolas 

— — 4* = cfc, z = k^0. 
a 2 b 2 

Evidentemente, a medida que k crece numdricamente, las ramas de 
estas hipdrbolas se alejan mds y mds del eje Z . Por tan to , la superfi¬ 
cie no es cerrada, sino que se extiende indefinidamente. 

Las secciones de la superficie por pianos paralelos al XZ son las 
pardbolas 

T 2 If 2 


las cuales se abren hacia arriba o hacia abajo segiin que c sea positivo 
o negativo. 

Las secciones de la superficie por pianos paralelos al YZ son las 
pardbolas 


£ 
b 2 


, k 2 

C2+ ^’ 



las cuales se abren hacia abajo o hacia arriba segiin que c sea positivo 
o negativo. 

Una porcidn de la superficie aparece en la figura 192(a) para el 
caso en que c es negativo. La superficie tiene la forma de una silla 
de montar y se dice que se extiende a lo laigo del eje Z. Todo para- 
boloide hiperbdlico se extiende a lo largo del eje coordenado corres- 
pondiente a Ja variable de primer grado en la forma candnica de su 
ecuacidn. 


4 
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Evidentemente, el paraboloide hiperbdlico nunca puede ser una 
superficie de revolution. La ecuacidn (4) puede escribirse en la forma 


de la cual vemos que la ecuacidn de la superficie puede obtenerse 
eliminando el pardmetro k de cualquiera de las dos siguientes familias 
de rectas, o haces alabeados, 



(a) (6) 

Fig. 192 


Por tan to, como para el hiperboloide de una hoja (Art. 140), el 
paraboloide hiperbdlico es una superficie reglada engendrada por cualquiera 
de los dos haces alabeados . (Vdase el ejemplo 2 del Art. 137.) Puede 
demostrarse que por cada punto del paraboloide hiperbdlico pasa una 
y solamente una generatriz de cada haz. Algunas de estas generatrices 
aparecen trazadas en la figura 192(b). 

EJEBCICIOS. Grupo 67 

1. Discutir y rep resen tar grificamente cada nna dc las superficies del ti- 
po (I) (Art. 139) cuando uno o m it de los cocficientes son nolos. 

2* Dar una discuii6n comp 1 eta del elipsoide alargado cuya ecuacidn es 

+ + - 1, a > b. Construir la superficie. 

a 2 b 2 b 2 
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3. Dar ana discusidn complcta del elipsoide achatado cuya ecuacidn es 

4 +£+ 4 - l > • >»• 

c* b* a 1 


Construir la superficie. 

En cada uno de los ejercicios 4-7, discutir y construir el elipsoide cuya ecua- 
ci6n se da. 


4. f£ + -^ + -i!-l. 6. 36* 1 + V + 4z* - 36. 

5. + + 1. 7. 4x* + y 3 +z*-8x - 0. 

1 L j 


8. Hallar e identificar la ecuacidn del lugar geomltrico de un punto que se 
mueve de tal manera que la suma de los cuadrados de sus distancias a los ejes 
X y Y es siempre igual a 4. Construir la superficie. 

04 En Cilculo infinitesimal se demuestra que el volumen limitado por un 
elipsoide es igual a jinabc, siendo a, b y c los semiejes. Hallese el volumen 
limitado por el elipsoide 4x % + 3 y % + 2z* — 8* + My + 4 ~ 0. 

10. Dar una discusion completa del hiperboloide de una boja cuya ecuacidn 

es ^“ 1. Construir la superficie y su cono asintdtico. 
c a 6* c* 

11. Dar una discusidn completa del hiperboloide de dos hojas cuya ecuacidn 

es l * 0. Construir la superficie y su cono asintdtico. 

a* b 2 c 2 


En cada uno de los ejercicios 12-17, disctitase y construyase el hiperboloide 
cuya ecuacidn se da. Construyase tambifn su cono asintdtico. 

12. + l. 14 - * 3 + V 1 - 2z a “ 4. 

1 ^ 16. x 3 + y* — 2z 2 + 6 m 0. 

IS _ it! _ *1 - 1 16. lx 3 — Jy 3 + *» - 6. 

' 1 4 9 “ ' 17. Zx 2 - y* + 8z* + 8 - 0. 

18. Construir los hiperboloides conjugados que tienen a la superficie 
x 7 + y 2 — z* — 0 por cono asint6tico comun. 

10. Hallar las ecuaciones de cada haz alabeado del hiperboloide 

X J - 4y 2 + 7z 2 - 1. 
y demostrar que estas rectas se cortan. 

20. Hallar la ecuacidn del hiperboloide de revolucidn de una hoja engendra- 
do por la rotaci6n de la recta y «» 2, z «■ x, en torno del eje Z. Construir 
la superficie. 

21. Hallar la ecuacion can6ntca de una cuadrica con centro, si la superficie 
pasa por el punto (I, 1. — 1) y por la curva 4 y 2 +2 z 7 = 3, x — 2. Cons¬ 
truir la superficie. 

22. Discutir e ilustrar cada una de las superficies del tipo (II) (Art. 139) 
cuando uno o dos de los coeficientes son nulos. 

23. Dar una discusidn completa del paraboloide eliptico cuya ecuacidn 

x 9 -* 

es — H—- « cy. Constiuir la superficie para c > 0 y tambiln para c < 0. 

a* b* 
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24. Dar una discusidn completa del paraboloide hiperbdlico cuya ecuacidn 
x 2 -2 

es cy . Construir la superficie para c > 0 y tambien para c < 0. 

a 2 b 2 

En cada uno de los ejercicios 25-30, estudiar y construir el paraboloide cuya 
ecuacion se da. 

25. x a + 2z a -4y. 27. 9* 2 + 4z a + 36y - 0. 

26. * a - y a + z « 0. 28. 4y a + z 2 + 2* - 0. 

29. jc 2 + y a — Ax — by — 18z + 13 *= 0. 

30, x 2 — y a — lx + Ay -|- z — 6 * 0, 


31. Hallar las ecuaciones de cada uno de los haces alabeados del paraboloide 
hiperbdlico x a — y 2 = 4z, y demostrar que estas rectas se cortan. 

32. Hallar la ecuacion canonica de una cuadrica sin centro, si la superficie 
se eztiende a lo largo del eje Z y pasa por los pantos (2, 1, 1) y (4, 3, — 1) . 
Construir la superficie. 

33. Las dos superficies iL — JL=1 y 3L -— = 1 se Hainan cilindcos hi- 

« a b 2 b 2 a 2 

perbdlicos conjugados . Demostrar que ambas superficies son asint6ticas a los 

pianos que se cortan — -|—— 0 y — — =* 0. Estos pianos se llaman, 

a b a b 

apropiadamente, pianos asintdticos comunes de los cilindros. Construyanse los 
cilindros y sus pianos asintoticos. 

34. Demostrar que el paraboloide hiperb61ico ^ ^ « cz es asintdtico 

a 2 b 2 

a los pianos que se cortan — -|—— 0 y 2L_JL»0. Estos pianos son 11a- „ 

a b a b 

mados, apropiadamente. pianos asintoticos . Construyase la superficie y sus 
pianos asintdticos. 

35. Demostrar que las rectas de cada baz alabeado del paraboloide hiperbd- 

lico JL * cz son paralelas a cualquiera de sus pianos asintdticos (ejer- 

a 2 b 2 

cicio 34) . 


Los ejercicios 36*39 se refieren al sistema de cuddticas con centro 


x 3 , V a 
fl a + k T b 2 + k 


+ 


c 2 + k 


l. 


(5) 


en donde a>6>c>0yel parametro k puede tomar todos los valores reales 
ezcepto — a*. — b 2 , — c a , y cualquier valor menor que - a 2 . Este sistema es 
analogo al sistema de cdnicas con centro (bomofocales) discutido en el Art. 77. 

36. Para k > — c 2 . demulstrese que la ecuacidn (5) representa un sistema 
de elipsoides cuyas trazas sobre el piano XY son todas elipses que tienen los fo- 
cos comunes (± Va a - 6 a ; 0, 0). 

37. Para — b 2 < k < — c a , dcmuestrese que la ecuacidn (5) representa un 
sistema de biperboloides de una hoja cuyas trazas sobre cl piano XY son todas 
elipses que tienen los focos comunes (=*= y/ a 2 — b 2 , 0. 0) . 

38. Para — a 2 < k < — b 2 , demulstrese que la ecuacidn (5) representa un 
sistema de hipcrboloides de dos hojas cuyas trazas sobre el piano XY son todas 
hipfrbolas que tienen los focos comunes (*= V a 2 — b z , 0. 0) . 
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39. Los resultados de los ejercicios 36-38 muestran que las trazas del siste- 
ma (5) sobre el piano XY, para todos los valores permisibles de k, son c6nicas 
homofocales (Art. 77) . Demuestrese que se verifican resultados semejantes 
para las trazas sobre el piano XZ y tambien para las trazas sobre el piano YZ 
de los elipsoides e hiperboloides de una hoja solamente, no hablendo ninguna 
traza sobre el piano YZ para los hiperboloides de dos hojas. En vista de esta 
propiedad, se dice que la ecuacion (5) representa un sistema de cuadricas homo¬ 
focales . 

40. Establecer y demostrar un resultado analogo al del ejercicio 39 para el 
siitema de cuadricas sin centco 


. y 2 

a 3 + k T b 2 + k 


7z 4* k. 


las cuales, por esto, se llaman paraboloides homofocales . 



CAPITULO XVII 


CDRVAS EN EL ESPACIO 


142. IntrodscciAn. En el Capitalo XV hicimoa un estudio de la 
recta en el esp&cio. En este capitnio extendereraos nuestro estudio al 
problems mis general de la investigation de cualquier curva en el 
esp&cio. Vimos que una recta en el espacio esti representada anallti- 
camente por dos ecuaciones independientea, que son las ecuaciones de 
dos pianos diferentes cualesquiera que pasen por la recta. Aniloga- 
mente, una curva en el espacio puede representarse analiticamente 
por dos ecuaciones independientea, las ecuaciones de dos superficies 
diferentes cualesquiera que pasen por la curva, Begun eeto, vamos a 
estableoer la siguiente 

Definici6n . La totalidad de los puntos, y solamente de aquellos 
puntos, cuyas ooordenadas satisfacen simultineamente dos ecuaciones 
rectangulares independientes se llama curva del espacio. 

Geomitricamente , una curva del espacio es la intersection de las 
dos superficies diferentes representadas por las ecuaciones que la 
definen. 

Si todos los puntos de una curva en el espacio estin en un piano, 
se llama tuna plana; en caso contrario, se llama curea aiabeada. 

El estadiante debe observar que un par de ecuaciones rectangulares 
no representan necesariamente una curva del espacio. As!, las ecua- 
ciones + Jf* + * s “ 4 y ** + y 2 4* a* ■» 9 no representan una cur¬ 
va , porque, analiticamente, estas dos ecuaciones no tienen ninguna 
solution comtin, y geomdtricamente, como representan dos esferas 
conointricas, no bay curva de intersection. TambiOn , si dos superfi¬ 
cies tienen eolamente un punto en comiin, no consideiaremos que 
definen una curva en el espacio. 

Se anottf previamente (Art. 123) que las ecuaciones que definen 
una recta en el eepacio no son dcicas, y que una recta puede repre¬ 
sentarse analiticamente por las ecuaciones de dos pianos diferentes 
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cualesquiera que pasen por ella. Veremos ahora que este important* 
concepto se aplica a las curvas del espacio en general. 

Consideremos una curva del espacio cualquiera dada por la inter- 
seccidn de dos superficies diferentes cuyas ecuaciones, en forma sim- 
bdlica, pueden escribirse brevemente 

u = 0, v = 0. (1) 

Con estas ecuaciones formemos la ecuacidn 

u + Aw*0, (2) 

en la que k es una constant* o pardmetro que puede tomar todos los 
valores reales. Evidentemente, si la ecuacidn (2) representa un lugar 
geomdtrico, se trata de una superficie (Art. 128). En particular, 
cualquier solucidn comun de ambas ecuaciones (1) es tambien una 
solucidn de la ecuacidn (2). Por tanto, para cada valor del pardme- 
tro k, la ecuacidn (2) represen ta una superficie que pasa por la 
curva (1). (Vdase Art. 77.) Este concepto es de tal importancia en 
la teorfa de las curvas del espacio que lo anotaremos en la forma del 
siguiente 

Teorema . Para todos los valores del pardmelro k , 2a ecuacidn 

u-+ kv = 0 


representa una familia de superficies cada una de las cuaies pasa por la 
curva 

u - 0, v = 0. 

La importancia del teorema anterior estd en el becho de que a 
partir de las ecuaciones dadas de una curva del espacio frecuentemente 
es posible obtener un par de ecuaciones mds simples o mds utiles que 
la definan. Tendremos ocasidn de usar este becho mds adelante (Ar- 
tlculo 145). 

Debe observarse que nuestro estudio de las curvas del espacio se 
limitard solamente a su construccidn. La investigacidn y determina- 
ci6n de las propiedades de la curva general del espacio requiere mdto- 
dos avanzados que quedan fuera del programa de un curso elemental 
de Geometria analitica. 

143. Curvas planas en el espacio. Comenzaremos nuestro estudio 
de la construccidn de las curvas del espacio considerando el caso mds 
sencillo de una curva plana. Ya bemos estudiado algunos ejemplos 
especiales de tales curvas como trazas de una superficie sobre los 
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pianos coordenados y como secciones de una superficie por pianos 
paralelos a un piano coordenado. As!, las ecuaciones 

z 2 + y A = 4, 2 = 2 

represen tan una circunferencia contenida en el piano 2 = 2. Esta 
curva puede considerarse tambi^n como la interseccidn de la superficie 
del cilindro circular recto x* + y l = 4 con el piano 2 = 2. Evidente- 
mente, las curvas planas de este tipo pueden trazarse por los mStodos 
de la Geometria analitica plana. 

Vamos a considerar la construccidn de una curva contenida en un 
piano no paralelo a , ni coincidente con, un piano coordenado. Sea C 
dicha curva, y consider&nosla definida como la interseccidn de una 
superficie curva S y un piano 5. Para construir C debemos obtener 
un medio para determinar la localizacidn de cualquier punto de la 
curva. Esto puede hacerse trazando primero un piano, digamosS', 
paralelo a uno de los pianos coordenados y tal que corte a C . El piano 
5' cortard a S en una curva, digamos C", y a 5 en una recta, diga- 
mos l f . La interseccidn de C f y V es, evidentemente, un punto de 
la curva C. 


Ejemplo. Construir aquella porci6n de la curva 

C: x 2 — 4 y 2 — 4 z 2 +4 = 0, x = y (1) 


que esta en el primer octante. 

Solnci6n. La primera ecuacidn representa un hiperboloide de revolucidn S 
de una hoja (fig. 193) que se extiende a lo largo del eje X, y la segunda un 


Z 



piano 6 perpendicular al XY y que 
pasa por el eje Z. En la figura 193 apa- 
recen las porciones de estas superficies 
que estan en el primer octante. 

La intersecci6n de 5 con el eje Z es 
el punto A, que, por tanto, esta tarn- 
bi£n sobre 8. Luego A es un punto de 
la curva C; sus coordenadas se encuen- 
tran facilmente y son (0, 0, 1). Las 
trazas de 5 y 8 sobre el piano XY son, 
respectivamente, la hiperbola 



y la recta x * y, z ■» 0; su interseccion 

b{KV1, %VT,o) 

es tambiln un punto C. 

Para localizar cualquier otro punto 
de C, consideremos un piano 6' paralelo 
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al piano YZ ; este piano corta a S en C', que es un cuadrante dc circunferencia, 
y a 6 en /' que es una recta paralela al eje Z. La interseccidn de C' y /' es un 
punto P de C. Analogamente, considerando otros pianos paralelos al YZ, 
podemos obtener puntos adicionales de la curva C, que aparece en linea gruesa 
en la figura 193. Como C es, evidentemente, una curva cerrada, sera intere- 
sante para el estudiante el construir la curva completa. 

144. Curva de interseccidn de las superficies de dos cilindros rectos. 
Vamos a considerar ahora el problema de la construccidn de la curva 
de interseccidn de las superficies de dos cilindros rectos. Este problema 
es importante porque es muy util en la construction de cualquier curva 
del espacio , como veremos en los dos artlculos siguientes. 

El tipo de superficie que consideraremos aqui es la cillndrica recta , 
cuyas generatrices son perpendiculares a un piano coordenado. La 
curva de interseccidn de tales superficies cilindricas puede obtenerse por 
el mdtodo explicado en el Artlculo 143. En efecto, se puede trazar un 
piano paralelo a uno de los pianos coordenados y tal que pase por una 
generatriz de cada cilindro, la interseccidn de las dos generatrices es 
un punto de la curva de interseccidn. 

Ejemplo. Construir la curva de interseccion de las superficies cilindricas 
x 2 + z 2 — 1 y y 8 » 4*. 

SoluciOn. La primera ecuacion (teorema 6, Art. 133) representa la super- 
ficie de un cilindro circular recto cuyas generatrices son perpendiculares al pia¬ 
no XZ . La segunda ecuacion repre¬ 
senta la superficie de un cilindro pa- 
rabolico recto cuyas generatrices son 
perpendiculares al piano XY. Por 
simplicidad. vamos a trazar sola- 
mente aquella porcion de la curva de 
interseccion que esta en el primer 
octante. El resto de la curva puede 
obtenerse despues por consideraciones 
de simetria. 

Las partes de los dos cilindros que 
estan en el primer octante aparecen 
en la figura 194. Evidentemente, los 
puntos A (0. 0, 1) y B(l. 2, 0) 
estan sobre la curva de interseccidn. 

Para obtener cualesquier otro punto 
de la curva, hacemos pasar un pia¬ 
no 6 paralelo al piano YZ y que cotta al cilindro x* + z % ■» 1 en la genera¬ 
triz /i paralela al eje Y, y al cilindro y 2 - 4 jc en la generatriz h paralela al eje Z. 
La interseccidn de h y U es entonces un punto P de la curva de interseccidn. 
Analogamente podemos obtener tantos puntos como queramos de la curva. la 
cual aparece en el primer octante trazada en linea gruesa. El resto de la curva 
puede trazarse facilmente por consideraciones de simetria. 


Z 
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EJERCICIOS. Grupo 68 


En cada uno de los ejercicios 1-12, construir la curva plana de interseccidn de 
las dos superficies cuyas ecuaciones se dan. 


1. x a + y a + z a — 16, z ™ 2. 

2. 2x a + y a + 2z a - 4, y-1. 

3. 3x a -2y a -z a +6-0, x - 3. 

4. x a + y a + 2 

6. x a + y : 


6. 6x a — 3y a + 2z a — 6, 2x™z. 

7. x a + z — 4 — 0, y ** 3z. 

8. x 2 + y a + z a «4, x+y —1. 

9. y 2 + z a — 1, x + z — 1. 

3x + 2y — 6. 


9, y - 2x. 

1, y =* z. 

10. x 3 - 4y a - 4z a - 0, 


11. x* + y* - 4, x + y — z — 0. 

12. x a + y a + z* - 9. x + y + z - 4. 


En cada uno de los ejercicios 13-25, construir la curva de intersecci6n de las 
superficies cilindricas rectas cuyas ecuaciones se dan. 


13. 

x a + y a - 1. 

x a + z a - 1. 

20. 

y a + x — 4. y a — 4z — 0. 

14. 

y 2 + z* - 4, 

x a 4- y* *= 4. 

21. 

x* + z»-l. 3x a + y a “12. 

15. 

x a + z a - 4, 

x 2 =» y. 

22. 

Jf a +y a -4y-0, y a +9z a ~9. 

16. 

x a + y a - 4, 

y* + z - 4. 

23. 

x*+zX- 2, y 2 + Z-4. 

17. 

x a + z - 3, 

V 2 + z a - 9. 

24. 

y = x a . 4y a + z a » 4. 

18. 

y* + x “ 4, 

y 2 + z - 4. 

25. 

g% + z% — 1, x 2 4* 2 — 1. 

19. 

y a + x - 3, 

x a + z -9. 




145. Cilindros proyectantes de una curva del espacio. Por el teo- 
rema del Artlculo 142 vemos que hay una infinidad de pares de superfi¬ 
cies diferentes que con su interseeci6n definen a una curva del espacio. 
Vamos a considerar ahora un par especial que es muy util en la 
construccidn de curvas del espacio. Se seleccionan tres combinacio- 
nes lineales de dos ecuaciones que definan una curva del espacio, 
tales, que cada combinacidn carezca , respectivamente, de una de las 
tres variables x, y y z. Este proceso consiste evidentemente en 
la eliminacidn sucesiva de una variable entre las dos ecuaciones que 
definen la curva. Como cada una de las ecuaciones resultantes carece 
de una variable, se sigue, por el teorema 6 del Artlculo 133 , que cada 
ecuacidn representa la superficie de un cilindro recto cuyas generatrices 
son perpendiculares al piano coordenado en que no se mide esa varia¬ 
ble. Ademds, como cada superficie cillndrica tiene a la curva del 
espacio como directriz, se les llama, apropiadamente, cilindros pro- 
yectantes de la curva. 

Vemos, entonces, que una curva del espacio tiene tres cilindros 
proyectantes, uno para cada piano coordenado. Se acostumbra, en 
consecuencia, hablar del cilindro proyectante de una curva sobre el 
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piano XY , sobre el piano XZ y sobre el piano YZ. Dos cualesquiera 
de sue tres cilindros proyectantes pueden emplearse para definir la 
curva del espacio. Vemos, ademds, que los pianos proyectantes de 
una recta en el espacio (Art. 125) son un caso especial de los cilindros 
proyectantes de cualquier curva del espacio. 

EJemplo. Hallar e identificar las ecuaciones de los cilindros proyectantes de 
la curva cuyas ecuaciones son 

2x 2 + y 3 + - 22. 2x* - y* + 4z 2 - 14. (1) 

Solucldn. Si eliminamos sncesivamente las variables x, y y z entre las dos 
ecuaciones de la curva (1), obtenemos, respectivamente, las ecuaciones 

2y 3 +z 2 «8, (2) 

4x 2 + 9z 2 - 36, (3) 

9y 2 - 2x 2 * 18. (4) 

Estas ecuaciones, tomadas en orden, representan los cilindros proyectantes de la 
curva (1) sobre los pianos YZ. XZ y XY. respectivamente. Las dos primeras 
superficies son cilindros elipticos; la tercera es un cilindro hiperbdlico. 

La curva puede considerarse ya sea como la interseccidn de las superficies re- 
presentadas por las ecuaciones (1) . un elipsoide y un hiperboloide de una hoja, 
respectivamente, o como la intcrseccidn de dos cualesquiera de sus tres cilindros 
proyectantes (2) , (3) y (4) . Es muy interesante el ejercicio de construir la 
curva partiendo de cada uno de estos dos puntos de vista. Asi se vera la gran 
simplicidad que se obtiene mediante los cilindros. Este tipo de problems seri 
estudiado en el siguiente articulo. 

Examinemos ahora la curva de interseccidn de las dos superficies de los dos 
cilindros circulares rectos 

* 2 + y 2 - 4, (5) 

y 3 + z 3 » 4. (6) 

Aqui tenemos ya dos de los cilindros proyectantes. Si aplicamos ahora el mltodo 
del ejemplo anterior y determinamos la ecuacidn del tercer cilindro proyectante, 
eliminando la variable y entre las ecuaciones (5) y (6) , obtenemos la ecuacion 

x a - z 3 - 0, (7) 

cuyo lugar geomltrico consta de los pianos jf + z*0yjr-z»0. Por tanto, 
la interseccidn consta de dos curvas planas, una contenida en el piano x + z “ 0 

y la otra en el piano x — z « 0. Vemos aqui otra ventaja de determinar los 

cilindros proyectantes de una curva en el espacio; en este caso particular, nos 
conduce a descubrir el becho de que la interseccidn consta de dos curvas planas. 
Es muy instructivo cl construir las curvas como la interseccidn de cada uno de 
los pianos (7) con cualquiera de los cilindros (5) y (6) y comparar entonces 
esta construccidn con la usada en la solucidn del ejercicio 14 del grupo 68, Ar¬ 
ticulo 144. 
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146. Constracci6n de las curvas del espacio. En este articulo 
vamos a hacer un breve resumen de los mdfcodos que pueden emplearse 
en la construccidn de las curvas del espacio partiendo de las ecuaciones 
que la definen. Si una de las ecuaciones de una curva representa un 
piano , la curva es una curva plana y puede construirse como se discu- 
ti6 en el Articulo 143. Si ambas ecuaciones de una curva representan 
cilindros rectos cuyas generatrices son perpendiculares a un piano coor- 
denado f la curva puede construirse como se bosquejd en el Articu¬ 
lo 144. Si las ecuaciones que definen la curva del espacio no caen bajo 
ninguno de estos dos casos, procedemos como se indicd en el Articu¬ 
lo 145, a saber, determinar las ecuaciones de los tres cilindros proyec- 
tantes y construir entonces la curva como interseccidn de dos cuales- 
quiera de estos cilindros. El proceso en este ultimo caso consiste en 
reducir el problema a uno de los dos primeros casos > 

EJemplo 1. Construir la curva 

x 2 + 2y 2 + 3z 2 - 27 - 0. x 2 - 2y 2 - z 2 + 9 - 0. (1) 

por medio de sus cilindros proyectantes. 

Z 



Fig. 195 

Solucldn. Eliminando una variable sucesivamente entre las ecuaciones (1) . 


obtenemos las tres ecuaciones 

y 2 + z 2 - 9, 

(2) 

x 2 + z 2 « 9, 

O) 

x a - y 2 - 0. 

(4) 

El lugar geometrico de la ecuacion (4) consta de los dos pianos 


x + y - 0 y x - y ■» 0; 


por tanto* la interseccion de las superficies (1) consta de dos curvas planas. 
Una porcidn de cada una de estas curvas aparece en la figura 195. La porcion 
APB de una curva esta en el piano x — y « 0; el metodo de construir cualquier 
punto P de esta curva como interseccion del piano x — y ■» 0 y el cilindro (2) 
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esta indicado por medio de un piano paralelo al piano XZ. La porcion AP f C 
de la otra curva esta en el piano x + y ■= 0; el metodo para construir cualquier 
punto P f de esta curva como interseccidn del piano x + y « 0 y el cilindro (3) 
esta indicado por medio de un piano paralelo al YZ . Las curvas pueden comple- 
tarse facilmente por consideraciones de simetrta. 

Podemos, por supuesto, de una manera semejante, obtener tambien la por- 
ci6n APB como interseccion del piano x — y — 0 y el cilindro (3) , y la porcion 

AP f C como interseccidn del piano x + y ** 0 y el cilindro (2) . El estudiante 

debe tambien construir estas curvas como interseccidn de los cilindros proyec- 
tantes (2) y (3). 

EJemplo 2. Por medio de sus cilindros proyectantes, construir la porcidn 
de la curva 

* a + 2y* + z - 10 - 0, - v * - 2z + 8 - 0, (5) 

que esta en el primer octante. 

Solucidn. Se encuentra facilmente que los cilindros proyectantes son 

^ + ^-4, (6) 

_ z + 2 - 0. (7) 

V 2 + * * 6. (8) 

La porcion deseada de curva, APB, puede obtenerse como interseccidn de los 
cilindros (6) y (8) , y asi aparece trazada en la figura 196. Como se indic6, 

Z 


B 


Y 

X 

Fig. 1% 

cualquier punto P de la curva puede obtenerse por medio de un piano paralelo 
al piano XZ, 

El estudiante debe construir la curva como interseccidn de los cilindros 
(6) y (7), y tambien como interseccidn de los cilindros (7) y (8) . Despues, 
debe comparar estas construcciones de la curva (3) con su construccidn como 
interseccion del paraboloide eliptico y del paraboloide hiperbolico dados. 
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EJERCICIOS. Grupo 69 


En cada uno de los ejercicios 1-15, hSIlense e identifiquense las ecuaciones de 
los ties cilindros proyectantcs de la curva cuyas ecnadones se dan. Despuls 
construyase la curva como la interseccidn de dos cualesquiera de los cilindros 
proyectantes. 


1 . 

2 . 

3. 

4. 

5. 

6 . 

7. 

8 . 
9. 

10 . 

11 . 

12 . 

13. 

14. 

15. 


x a + 2 y 2 + 2 * — 2, x 8 — y 2 — 2z 8 +1—0. 

X s + y* + z s + z - 12. 3** - y 2 - z 2 + 3z - 0. 

4 x 8 + y 8 + z 8 -7. 2x 2 + y 2 — z 8 + 1—0. 
x 8 — 3y 8 — 3x + z — 0, x 8 + y 2 + x + z — 12. 

2x 8 + 3y 2 + z — 12, 2x 8 — t/ a — 3z + 4 — 0, 

3y 8 + x + 2z — 12. y 8 — x + 2z — 4. 
y 8 + 4z a — 3x — 4. y a — z 8 + 2x — 4. 
x a + 2y 2 + 9z a — 4y — 9, 2x a + y 8 — 9z a - 8y + 9 — 0, 
x 2 + 2y 2 + z a - 4z - 4. x» ~ y a - 2z 8 + 8z - 4. 
jc a — y 8 + 8z + 4y — 0, 2x 2 + y 2 + 4z — 4y — 0. 

3x 8 + 2y a + z a - 4. x a - 2y 2 + z 2 - 0. 

2x a — y a — z a + 1 — 0. 2x 2 +.2y a + z 2 - 5. 
x 2 + xy + z 2 — 2. x 2 — 2xy + z 2 + 1 — 0. 
x 2 — y 2 + 4z - 0, x s + y 2 — 8x + 4z — 0. 
z 8 + x 8 + z 8 - y - 1. z 3 -2x 8 -2z 8 -y+2-0. 


16. Construir la curva cuyas ecuaciones son xH + y% — 4, x^ + z% — 4. 

17. Construir aquella porcidn de la curva 

x 8 + y 8 + z 8 - 1. x +y — 1. 
que esta en el primer octante. 

18. Construir aquella porcion de la superficie x a + y a * 1 comprendida 
entre los pianos z — 0 y z — 2, y entre los pianos y — x y y — 2x. 

19. Construir aquella porcidn de la superficie x a + z a — 4 comprendida 
entre los pianos y — z y y — 2z. 

20. Construir aquella porcidn de la superficie x 2 + y 2 + z a — 4 intercep- 
tada por la superficie x 8 + y a — 2y — 0. 


147. Ecuaciones param6tricas de una curva del espacio. En el 
Capltulo XI estudiamos la representacidn paramdtrica de una curva 
plana. Este concepto puede extenderse a las curvas del espacio de 
manera que las coordenadas (x , y , z) de cualquier pun to de la curva 
estdn expresadas como una funcidn de una cuarta variable o pard- 
metro. Asi, las ecuaciones paramdtricas de una curva del espacio 
pueden escribirse en la forma 

* = /i(0, y = /*(0, *«/*(O'. 

en donde, para cada valor asignado al pardmetro t , las coordenadas 
de un punto de la curva quedan determinadas. Hemos visto ya una 
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ilustracidn de tal representacidn paramdtrica de una curva del espacio 
para la linea recta (vdase el teorema 3 del Artlculo 124). 

Las ventajas y aplicaciones de las ecuaciones paramdtricas de una 
curva del espacio son semejantes a las de una curva plana (Art. 89). 
Podemos anotar aquf que, en el estudio de las curvas del espacio por 
los mdtodos de la Geometria diferencial, se emplea casi exclusivamente 
la representacidn paramdtrica. 

Si se dan las ecuaciones de una curva del espacio en la forma rec¬ 
tangular, las coordenadas de los puntos de intersection con una super- 
ficie se obtienen resolviendo el sistema formado por las ecuaciones de 
la curva y la superficie. En general, este procedimiento no es tan 
sencillo como el mdtodo empleado en el siguiente ejemplo cuando la 
curva est& representada paramdtricamente. 

Ejemplo 1. Hallar las coordenadas de los puntos de interseccidn de la curva 
x - f, y - t, z - V 2 — t 2 , (1) 

y la superficie 

x 2 + y 2 » 2z. (2) 

Soluci6n. Las coordenadas de un punto de interseccidn de la curva (1) y 
la saperficie (2) deben satisfacer las ecuaciones de la curva y la superficie. Las 
coordenadas de tal punto corresponden a un valor definido del par&metro t; 
este valor de t puede obtenerse sustituyendo los valores de x, y y z de (1) en 
la ecuacidn (2) . Esto nos da la ecuacidn 

f* + r 2 - 2V2 - *», 

cuyas soluciones se hallan facilmente y son t * =*= 1. Sustituyendo estos valores 
de t en las ecuaciones (1), obtenemos (1. 1, 1) y (- 1, — 1, 1) como coor¬ 
denadas de los puntos de interseccidn. 

Si se dan lag ecuaciones de una curva del espacio en una forma 
paramdtrica, podemos construir la curva por dos m^todos. De las 
ecuaciones paramdtricas podemos determinar las coordenadas de algu- 
nos puntos de la curva, y trazando un niimero suficiente de estos 
puntos se puede obtener una grdfica adecuada. Por otra parte, elimi- 
nando el par&metro, obtenemos las dos ecuaciones rectangulares de la 
curva, que puede construirse como se discutid previamente. 

Se observd anteriormente que para algunas curvas planas, como la 
cicloide (Art. 93), la representation paramdtrica es mis conveniente 
que la representation rectangular. An&logamente, para algunas cur¬ 
vas del espacio, como la h&ice , que estudiainos a continuation, la 
representation paramdtrica tiene ciertas ventajas sobre la represen¬ 
tation rectangular. 
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EJemplo 2. Hallar una representaci6n parametrica de una helice circular, 
definida como el lugar geometrico de un punto que se mueve sobre la superficie 
de un cilindro circular recto de tal manera que al mismo tiempo que gira alrede* 
dor del eje del cilindro sigue avanzando en la direccion del mismo, de modo que 
la distancia que recorre paralelamente al eje del cilindro es directamente proper- 
cional al angulo que describe alrededor de dicho eje. 

Solucl6n. Supongamos que la ecuacion del cilindro circular es 

+ y* - a 2 . (3) 

y sea P 0 (fig- 197), intersection de este cilindro y la parte positiva del eje X, 

un punto de la helice. Sea P(x, y. z) un punto 
cualquiera de la helice. Vamos a tomar como para- 
metro el angulo 0 que describe el punto P en torno 
del eje Z, el eje del cilindro (3). Como P 0 es un 
punto de la helice, el angulo 0 se medira en sentido 
contrario al de las agujas del reloj o sentido posi- 
tivo, partiendo de la parte positiva del eje X. 

Evidentemente, de la figura, las coordenadas 
x y y de P son a cos 0 y a sen 0, respectivamente. 
Por la definicion de helice, la coordenada z es direc¬ 
tamente proporcional a 0. Por tanto, si k > 0 repie- 
senta el factor de proporcionalidad, la coordenada z 
esta dad a por k0. De acuerdo con esto, las ecuacio- 
nes parametricas de la hllice son 

x * a cos 0, y ® a sen 0, z ■ kO, (k > 0) . (4) 

Una portion de la helice aparece en la figura 197. 
Representa la forma de la rosea a la derecha de un 
tornillo. Por las ecuaciones parametricas (4), ve- 
mos que la helice esta arriba o abajo del piano XY 
i negativo. 

EJERCICIOS. Grupo 70 

1. Hallar las coordenadas del punto de interseccion de la recta 

jc = f, i/ “ 3 — f, z *■ 4 — t, 
y el piano 5x + 4y — 2z “ 7. 

2. Hallar las coordenadas del punto de interseccion de la recta 

x = t — 2, y ** t + 5, z ** f + 1, 

y el piano 2 jc — 3y + 7z + 12 * 0. 

3. Hallar las coordenadas de Ios puntos de interseccidn de la recta 

x — 4r, y » t + 4, z * 3r + 6, 

y la esfera x* + y 2 + z 9 — 4 jc — 2y — 44 — 0. 

4. Hallar las coordenadas de los puntos de interseccion de la curva 

x — 2 cos 0, y — 2 sen 0, z « 2 sen 0, 
y la superficie x 2 — y* + z* « 4. 


Z 



segun que 0 sea positivo 
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6, Construir la curva y la saperficie del ejemplo 1, Articulo 147. y hallar 
asi sus pantos de intersecciOn geometricamente. 

6. Hallar las coordenadas de los puntos de intersection de la curva 

x =* t, y “ t 2 , z — r 8 . 
y la superficie x 8 + 2y — z - 2. 

7. Demostrar que las formulas relativas a las coordenadas del punto que 
divide a un segmento dado en el espacio (teorema 2. Art. 109) en una razon 
dada, pueden usarse como ecuaciones parametricas de una Hnea recta con la 
razon r como parametro. 

En cada uno de los ejercicios 8-20. construyase la curva cuyas ecuaciones 


parametricas se dan. 


8. 

x “ t + 2, y “ 2f — 4. z — 1 — f. 

9. 

x “ — 2r — 3. y = t + 5, z = 4f — 7. 

10. 

x m 2t, y “ 4t 2 , z - f. 

11. 

x ~ cos 9, y =■ cos 2 9, z — sen 9 . 

12. 

x «= 4 sen 2 0. y = 2 cos 0, z = 2 sen 9. 

13. 

X — y — f, z = 1 — f*. 

14. 

x — sen* 0, y » sen 0 cos 0, z ** cos 0. 

15. 

x = f, y * 2f 2 , z =° 3f 8 . 

16. 

x — sen 0. y = esc 0, z = cos 0. 

17. 

x — 2 sen 2 f, y = sen 2f. z = 2 cos f. 

18. 

x » e*. y — e ~ l , z * f. 

19. 

x * 2 cos 0, y - 2 sen 0, z * 20. 

20. 

x * cos 0, y — 2 sen 0, z = 30. 


148. Construction de volumenes. Por volumen en ten demos una 
porcidn del espacio limitada por una o m£s superficies. Si un volumen 
estd limitado por una sola superficie, tal como un elipsoide, dicho 
volumen puede representarse geomdtricamente por la construction 
de esa superficie (Art. 130). Si un volumen estd limitado por dos o 
mds superficies, la construction de ese volumen requiere la construc¬ 
tion de cada una de las superficies que lo forman y de sus curvas de 
intersection (Art. 146). En este articulo vamos a considerar la cons¬ 
truction de volumenes de este tiltimo tipo. 

Ejemplo 1. Construir el volumen en el primer octante limitado por las 
superficies 

x 2 + y 2 “ 4 y x + y — z = 0. 

SoluciOn. El volumen que se desea esti limitado por la superficie del cilin- 
dro circular recto x 2 + y a * 4, el piano x + y — z ™ 0, y los pianos coorde- 
nados x « 0. y *» 0, z = 0, Construimos primero una parte del cilindro en 
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el primer octante. El piano x + y — z ® 0 pasa por el origen y se puede cons- 
truir por medio de sas trazas sobre los pianos XZ y YZ, Luego constraimos la 
cnrva de interseccidn de este piano y el cilindro; para obtener cualquier panto P 
de esta carva, empleando an piano de corte paralelo al piano XZ, lo hacemos 
como lo indica la fignra 198. El contorno del volnmen aparece en la ltnea llena. 



Fig. 198 

Ejemplo 2. Constrair el volamen limitado por las superficies x 2 +2y =* 4, 
2y — 3z, x — y + 1 = 0, x = 0 y z *0, y qne esti a la izquierda del piano 
x — y + 1 =■ 0 en el primer octante. 

Soluci6n. La porci6n de la curva de intersecci6n del cilindro parabdlico 
recto x 2 + 2>y = 4 y el piano 2 y — 3z que esti en cl primer octante aparece 



Fig. 199 

marcada en la fignra 199 por el arco AJB. El piano x — y + 1 * 0 corta al 
arco AB en el panto D. al cilindro en la generatriz CD, al piano 2y » 3 z en 
la recta DE y al eje Y en el punto F. Entonces el volumen reqaerido, que 
aparece en ltnea grnesa. esti limitado por las porciones ACD del cilindro. 
AOED del piano 2y » 3z, CDEF del piano x — y + 1 ■ 0, OEF del pia¬ 
no jc ■ 0 y AOFC del piano z — 0. 
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El estudiante observari que las coordenadaa dc algunos pantos de la fignra 
han sido indicadas. Como prictica ae le recomienda quc calcule las coordenadaa 
de tales pantos. Las coordenadaa no airven solamente para conatrair la figara. 
sino tambien alganaa de ellaa se requieren para el calculo del volamen. 


EJEROIOIOS. Orupo 71 

En los siguientes ejercidos el estadiante debe identificar todaa las superficies 
cuyas ecoaciones se dan. 

1. Construir el volamen limitado por las superficies 

x* + y* ** 2z y z = 2. 

2. Conatrair el volamen limitado por las superficies 

x* — 2 y* + 3z* — 6, y - 0 y y - 2. 

3. Construir el volamen limitado por las superficies 

x 1 + y* — z* **» 0. z — 1 y z — 3. 

4. Conatrair el mas pequeno de los dos volumenes limitados por las super¬ 
ficies ** — y* + z* = 0, y « 2x, y — 3 y z ™ 0. 

5. Construir el volamen en el primer octante limitado por las superficies 
x a + 2y* — z* - 0 # y - x, jc = 0 y z - 4. 

6. Construir la cuna en el primer octante formada por las superficies 
jc * + 2y* — 4, y -■ x, x ** 0, z—0yz™3. 

7. Construir el volumen interior a la superficie x* + y* — 8 y exterior a 
la superficie x* + y a — z* = 4. 

8. Construir el volumen comprendido entre las superficies 

x* + y* — z* » 0 y x* + y* + z* « 4. 

9. Construir el volumen exterior a la superficie jc* — y* + z* “ 0 e inte¬ 
rior a la superficie x* + y* + z a *= 9. 

10. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies 
jc* + y* — 3z y x* + y* - 4. 

11. Construir el volumen interior a la superficie y* + z 2 — 2x y exterior 
a la superficie x* — y* — z a - 0. 

12. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies 
2x* — y* + 2z* “0 y y* + z* ™ 1. 

13. Construir el volumen interior a la superficie x* + y* + z* - 4 y exte¬ 
rior a la superficie x* -e y* + z* — I. 

14. Construir el mis pequeno de los dos voltimenes limitados por las super¬ 
ficies 4x* + 3y* — z, y — lyz — 5. 

15. Construir la cuna en el primer octante formada por las superficies 
jc* + y* — z* — 0, y - x* y — 0 y z - 2. 

16. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies 
x* — y* — z* ** 0 y x + y * 2. 

17. Construir el volumen limitado por las superficies x* + y* — 9, y * z 
y z - 0. 
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18. Construir la cuiia formada por las superficies 

x 2 + y a *» 4, z = x y z * 3x, 
que esta enfrente del piano YZ. 

19. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies 
y 3 4-z 2 *2 y x* + z* - 2. 

20. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies 
y 3 4- z “ * y + y “ *• 

21. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies 
.x 3 + y — 4 - 0 y z = x. 

22. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies 
y* + z 2 = 4 y y 8 = x. 

23. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies 
x 9 + y 3 =* z y x 4- 2y = 2. 

24. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies 
y 2 4- z » 1 y y 8 = x. 

25. Un triangulo equilitero de tamaiio variable se mueve paralelamentc 
al piano XZ y de tal manera que su base es siempre una cuerda de la curva 
4x 3 4- y 2 = 4. z = 0. Construir el volumen generado. 

26. Construir el volumen limitado por las superficies 

y 3 + * = 2, z = 2x y x = 2 z. 

27. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies 
z 3 4- x — 2 = 0y2* + y=4. 

28. Construir el volumen en el primer octante exterior a la superficie 
x 3 + y 2 = 2z e interior a la superficie * a + y 2 — 4y = 0. 

29. Construir el volumen limitado por las superficies 

x 2 = y. y =* z. x = 0, y = 4 y z — 0. 

30. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies 
x 2 + y 2 — 4, z = 2x. y = 0 y z - 0. 

31. Construir el volumen limitado por las superficies 

x'A + y% = 2. y + z — 4, x = 0, y » 0 y z = 0. 

32. Un cilindro circular recto de altura h y radio r es cortado por un 
piano que pasa por un diametro de una de sus bases y que es tangente a la otra 
base. Escribir las ecuaciones de la superficie cilindrica y del piano. Construir 
el volumen de la porcion mas pequena de las dos en que queda dividido el 
cilindro. 

33. Construir el volumen limitado por las superficies 

y 2 + z — 9, y » x, x 0 y z ■ 0. 

34. Construir el volumen limitado por las superficies 

x 2 + 4y 2 + z - 4. x + 2y * 2. x = 0. y - 0 y z - 0. 

35. Construir el volumen limitado por las superficies 

x 2 + y 2 4- 2z « 4. x + z = 2 y y - 0. 
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36. Construir el volumen en el ptimer octante limitado por las superficies 
y 2 + 2z = 4 y y 2 -+* z a " 

37. Construir el volumen comun a las superficies 

x 3 + y 2 + z 2 - 4 y x 3 + y 2 - 2y = 0. 

38. Construir el volumen limitado por las superficies 

y 2 + x =* 4, y = 2x, z — 2y, x * 0 y z — 0. 

39. Construir el volumen limitado por las superficies 

x 3 — 8y *= 0, y = 2x, (/ + 2z = 4 y z 0. 

40* Construir el volumen limitado por las superficies 

t/ 2 4* * — z = 0, x = y. y =* \, x ** 0 y z = 0. 



APENDICE I 

LISTA DE RBFERENCIA DE FORMULAS, DEFINICIONES 
Y TEOREMAS 

A. GeometrIa 

Las fdrmulas 1-5 se refieren a las figuras planas. En ellas : 

a, b, c — lados de uu triAngulo. h = alture. 

* = semiperimetro = X A (a + b + c). K = Area. 

6 = base. r = radio del circulo. 

bi, b» = bases de un trapecio. s = aroo de circunferen- 

C = longitud de la circunferencia. cia. 

1. TriAngulo. K = Y,bk ; K =■ V s(« — a) (« — b) (« — c) 

2. Paralelogramo. K — bh. 

3. Trapecio. K ■» %{.bi + b t )h. 

4. Circulo. C m 2nr; K — nr*. 

5. Sector circular. K -Y% sr • 

Las formulas 6-10 se refieren a cuerpos geomdtricos. En ellas: 

B = Area de la base. S = Area lateral. 

h — alture. — Area de la esfera. 

r = radio. T = Area total. 

« — lado. V = volumen. 

6. Prisma. 7« Bh. 

7. PirAmide. 7 = Y s Bh. 

8. Cilindro circular recto. S = 2nrh; T = 2nr(h + r); 7 =■ nr*h. 

9. Cono circular recto. S «■ nn; T = «r(« + r); 7 — 

10. Esfera. S = 4nr*; 7 = Mnr*. 
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B. Algebra 


1. La division por cero es una operacidn exclulda. 

2. Si el producto de dos o mds cantltiades es igual a cero, uno de 
los factores, por lo menos, debe ser igual a cero. 

3. Ecuaci6n de segtmdo grado. La ecuacidn cuadr&tica 

ax* + bx + c = 0, fl^O, 

tiene las ralces 

— ft =fc V b* — 4 ac 


en donde D = ft 2 — 4 ac se llama discriminante . Si a, b y c son todos 
numeros reales , estas ralces son reales e iguales si D = 0; reales y 
desiguales si D > 0; complejas conjugadas si D < 0. 

b c 

Suma de las ralces = — —; producto de las ralces = —. 

4, Logaritmos. Definicidn . Si N, z y b son tres cantidades 
ligadas por la relacidn 

N = b x f 6 > 0, bw*l 9 

entonces el exponente z se llama logaritmo de N en la base b , y escri- 
bimos la relation equivalente 

x = logb N . 

El logaritmo de un numero negativo no existe en el sistema de 
numeros reales ; el logaritmo de cero es indefinido. 

Si M y N son dos niimeros positivos, las tres siguientes relaciones 
son verdaderas: 

log* (MN) = log* M + log* N, log* (jj) = log* M - log* N, 

log* (Af ) n = n log* M, siendo n un niimero real. 

Debe anotarse tambign las siguientes relaciones: 

log* 1 = 0; log* 6 = 1; log* jk = — log* N. 


El logaritmo de un numero en cualquier base puede obtenerse por la 
relation 


log„ N = 


log* N 
log* a ’ 


en donde, a > 0, a ^ 1; 6 > 0, 6^1. 
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5, Determinantes. Un determinante de orden n es una cantidad 
representada por un ordenamiento en cuadro de n 2 cantidades, llama- 
das elementos, ordenadas en n filas y n columnas. 

El calculo de determinantes se da en los textos de Algebra. Con- 
viene recordar las siguientes propiedades importantes : 

Propiedad 1 . Cualquier propiedad de un determinante que es 
vdlida para sus filas es tambidn valida para sus columnas. 

Propiedad 2 . El valor de un determinante no se altera si sus filas 
y columnas correspondientes son intercambiadas. 

Propiedad 3. Si en un determinante se intercambian dos de sus 
filas el determinante cambia de signo. 

Propiedad 4- Si un determinante tiene dos filas iddnticas, su valor 
es cero. 

Propiedad 5 . Si se multiplica cada uno de los elementos de una 
fila de un determinante por un numero cualquiera k , el valor del 
determinante queda multiplicado por k . 

Propiedad 6 . El valor de un determinante no se altera si cada uno 
de los elementos do una fila se multiplica por un numero cualquiera k 
y se le suma el elemento correspondiente de cualquiera otra fila. 

6 . Sistemas de ecuaciones lineales. Por brevedad, los teoremas 
dados aqui se ilustraran con sistemas de tres ecuaciones lineales; sin 
embargo , son verdaderos para sistemas de cualquier numero de ecua¬ 
ciones . 

Consideremos el sistema de tres ecuaciones lineales no homogeneas 
en tres incdgnitas : 

. aix -f biy + ciz = ki , 1 

aix + b*y + czz = kz , \ (1) 

azx + Ozy + czz = fa, ) 

en donde ii, fe y kz son constantes, no simultAneamente nulas. El 
determinante formado por los coeficientes se llama determinante del sis¬ 
tema y se designa generalmente por A , es decir, 


A 


at bi Ci 
az 62 cz 
Us 63 C3 


Sea A 3 el determinante formado a partir de A reemplazando ios ele¬ 
mentos de la columna de orden j por los tdrminos independien- 
tes A:i, kz y kz. 

Entonces tenemos : 
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Regia de Cramer. Si * A 7* 0, el sistema (1) tiene una solueidn 
unica dada por 



Si A = 0 y para un valor de j por lo menos, el sistema (1) 

no tiene solueidn y se dice que es incompatible . 

Si A = 0 y A, = 0 para todos los valores dej, el sistema (1) tie¬ 
ne un numero infinito de soluciones, y se dice que es indeterminado . 

Consideremos ahora el sistema de tres ecuaciones lineales homogb- 
neas en tres incognitas: 

aix + biy + Ciz * 0, ) 

(HX + biy + ctz *■ 0, / (2) 

Qzx "h bzy + C3Z — 0. J 

Segun la regia de Cramer, si el determinante A de este sistema es 
diferente de cero, hay solamente una solueidn : 

x = 0, y = 0, 2 = 0. 

De aqui el siguiente 

Teorema . Un sistema de n ecuaciones lineales homogineas con n 
inedgnitas tiene otras soluciones , ademds de la solueidn 

x = 0, y = 0, z = 0, 

si y solamente si el determinante del sistema es ijguol a cero. 

C. TRIGONOMETRfA 

1. Defmicidn de las funciones trigonometricas. Sea 0 el dngulo 
cuya variacidn de valores est& dada por el intervalo 

- 360 ° < 0 < 360 °. 

Para los fines de definieidn de tal dngulo y de sus funciones trigono- 
mdtricas es conveniente usar el sistema coordenado rectangular. Los 
enunciados que siguen se aplican a cada una de las cuatro posiciones 
que aparecen en la figura 200. 

Si a una recta que coincide con el eje X se la hace girar en el piano 
coordenado XY en torno del origen O a una posicidn OA , se dice 
que se ha generado un dngulo XOA = 0 que tiene a OX por lado 
inicial y a OA por lado final . Si la rotacidn se hace en el sentido 
contrario a las manecillas de un reloj, se dice que el dngulo es positivo; 
y si la rotacidn es en el mismo sentido de las manecillas (indicada 
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en las figures con lineas punteadas), se dice que el Angulo es nega- 
tivo . Se dice tambiAn que el Angulo estA en el mismo cuadrante que 
su lado final. 

Sobre el lado final OA tomemos un punto cualquiera P diferente 
de 0 , y de coordenadas (x, y). Desde P bajemos una perpendicu¬ 
lar PB al eje X. El segmento de recta OP se llama radio vector, se 
designa por r, y se toma siempre como poeitivo. En el triAngulo OPB, 


7 





7 



OB => * y PB = y tienen los signos de las coordenadas del punto P, 
como estA indicado para los cuatro cuadrantes. Entonces, cualquiera 
que sea el cuadrante en que estA 6 , las seis funciones trigonomAtricas 
de 0 se definen en magnitud y signo, por las siguientee razones : 

seno de 0 » sen 6 — —, coseno de 6 = cos $ — —, 

T T 

tangente de 6 = tg 0 = —■, cotangente de 6 = ctg $ = —, 

x y 

r t 

secante de 6 = sec 0 — —, cosecante de 0 = esc 0 = —. 

* V . 

Las definiciones son verdaderas y no cambian para Angulos positivos y 
negativos mayores que 360 ° en valor numArico . 
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2. Identidades trigonoraAtricas fundamentals. 


esc 0 = 


sec 0 — 


1 


1 


sen 0 


cos O' 8 tg 0 ’ tg 6 cob O' 


sen 0 ' 

sen 4 0 + cos 4 0 = 1, 1 + tg 4 0 = sec 4 0, 1 + ctg 4 0 = esc* 0. 


3. FArmulas de reduccidn. 

sen(90°± 0) = cos 0, cos(9O°±0) = =^send, tg(9O°±0)= ^ctgd, 

sen(18O°±0) = ^sen 0, cos (180° ± 0) = — eos0, tg(18O°±0) = ± tg 0, 
sen(270°± 0) = — cos 0, cos(27O°±0) = ±sen0, tg(27O°±0)= =Fctg0, 
sen (360° ± 0) = ± sen 0, cos(360° ± 0) = cos 0, tg(360° ± 0) — ± tg 0. 


4. Medida de Angulos en radianes. Sea 0 un Angulo central que 
intercepta un arco de longitud s sobre un clrculo de radio r. La me- 

g 

dida del angulo 0 , en radianes, est& definida por 0 =' —. Obs4rve- 

se que por ser s y r longitudes, esta razdn es un numero abstracto, 
De esta definicidn de medida en radianes tenemos de inmediato la 
relacidn de conversidn : 

n radianes = 180° , 

de donde, 

1 radiAn = — = 57,2958° (aprox.) = 57° 17' 45" (aprox.) , 

Tt 


1° = radianes = 0,017453 radianes (aprox.). 

lyu 


5. Funciones trigonomdtricas de Angulos especiales. 


Angulo 6 en 

sen 6 

cos $ 

t g * 

Radianes 

Grad os 

0 

0° 

0 

1 

0 

6 

30° 


'AVI 

vwi 

ji 

4 

45° 

y 2 v 2 

'AVI 

i 

ji 

3 

71 

60° 

'AVI 

'A 

V3 

T 

90° 

i 

0 
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6. F6rmulas de adicidn y sustraccidn. 

sen (x =±= y) = sen x cos y =t cos x sen y , 
cos (x ± y) = cos x cos y =*= sen x sen y, 

tg(g=by)g 

V) l^tgxtgy 

7. Funciones trigometricas del dngulo doble. 

sen 2x *» 2 sen x cos x, 

cos 2x = cos* x — sen* x = 1 — 2 sen* x » 2 cos* x — 1 , 
tg2l _ r 2^. 

* 1 — tg* x 

8. Funciones trigonometricas del dngulo mitad. 

X 


sen 


i-Wf 

f - *Vt 


cos X 


cos 


2 

sen x 


v 1 


4* cos x 


— cos x 


-h cos x 1 + cos x 


2 

1 — cos X 
sen x 


9. Relaciones importantes. 


a sen 0 + b cos 0 - V a* + 6 2 sen (0 + 4), en donde = arc tg — 


a sen 0 + b cos 0 = V a* + b* cos (0 — f ), en donde = arc tg 

En las formulas 10-12, a f b y c son los lados de cualquier tridn 
gulo y A , B y C son los dngulos opuestos respectivos. 

10. Ley de los senos. — ^—r *= — ~ . 

sen A sen B sen G 

11. Ley de los cosenos. a 2 = b 2 + c 2 — 2 be cos A . 

12. Area de un tri Angulo. K = Y^ab sen C . 


D. Alfabeto griego 


/i a alfa J ' 

£ £ beta K K 

r r gama A * 

^ 5 delta M P 

E £ dpsilon A y 

2 C dseta o zeta E £ 

H y) eta 0 « 

Q & teta M * 


iota 

P 

p 

ro 

kapa 

I 

a 

sigma 

lambda 

T 

T 

tau 

mu o mi 

r 

() 

l'psilon 

nu o ni 


¥> 

fi 

xi 

X 

X 

ji o ki 

omicron 

V 

<P 

psi 

Pi 

Si 

CD 

omega 
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0000 
0414 
0792 
1139 
14 1461 

16 1761 

16 2041 

17 2304 

18 2553 

19 2788 

20 3010 

21 3222 

22 3424 

23 3617 

24 3802 

25 3979 

26 4150 

27 4314 

28 4472 

29 4624 

30 4771 

31 4914 

32 5051 

33 5185 

34 5315 

35 5441 

36 5563 

37 5682 

38 5798 

39 5911 

40 6021 

41 6128 

42 6232 

43 6335 

44 6435 

45 6532 

46 6628 

47 6721 

48 6812 

49 6902 

50 6990 

61 7076 

62 7160 

53 7243 

64 7324 


3 

4 

0128 

0170 

0531 

0569 

0899 

0934 

1239 

1271 

1553 

1584 

1847 

1875 

2122 

2148 

2380 

2405 

2625 

2648 

2856 

2878 

3075 

3096 

3284 

3304 

3483 

3502 

3674 

3692 

3856 

3874 

4031 

4048 

4200 

4216 

4362 

4378 

4518 

4533 

4669 

4683 

4814 

4829 

4955 

4969 

5092 

5105 

5224 

5237 

5353 

5366 

5478 

5490 

5599 

5611 

5717 

5729 

5832 

5843 

5944 

5955 

6053 

6064 

6160 

6170 

6263 

6274 

6365 

6375 

6464 

6474 

6561 

6571 

6656 

6665 

6749 

6758 

6839 

6848 

6928 

6937 

7016 

7024 

7101 

7110 

7185 

7193 

7267 

7275 

7348 

7356 
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A. Logaritmos comunes 


1 

D 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

n 

8 

0 

55 

7404 

7412 

7419 

7427 

7435 

7443 

7451 

7459 

7466 

7474 

56 

7482 

7490 

7497 

7505 

7513 

7520 

7528 

7536 

7543 

7551 

57 

7559 

7566 

7574 

7582 

7589 

7597 

7604 

7612 

7619 

7627 

58 

7634 

7642 

7649 

7657 

7664 

7672 

7679 

7686 

7694 


59 

7709 

7716 

7723 

7731 

7738 

7745 

7752 

7700 

7767 

7774 

60 

7782 

7789 

7796 

7803 

7810 

7818 

7825 

7832 

7839 

7846 

61 

7853 

7860 

7868 

7875 

7882 

7889 

7896 

7903 

7910 

7917 

62 

7924 

7931 

7938 

7945 

7952 

7959 

7966 

7973 

7980 

7987 

63 

7993 

Eujl 


8014 

8021 

8028 

8035 

8041 

8048 

8055 

64 

8062 

8069 


8082 

8089 

8096 

8102 

8109 

8116 

8122 

65 

8129 

8136 

8142 

8149 

8156 

8162 

8169 

8176 

8182 

8189 

66 

8195 

8202 


8215 

8222 

8228 

8235 

8241 

8248 

8254 

67 

8261 

8267 

8274 

8280 

8287 

8293 

8299 

8306 

8312 

8319 

68 

8325 

mm 

8338 

8344 

8351 

8357 

8363 

8370 

8376 

8382 

69 

8388 

8395 


8407 

8414 

8420 

8426 

8432 

8439 

8445 

70 

8451 

8457 

8163 

8470 

8476 

8482 

8488 

8494 

8500 

8506 

71 

8513 

8519 

8525 

8531 

8537 

8543 

8549 

8555 

8561 

8567 

72 

8573 

8579 

rasa 

8591 

8597 

8003 

8009 

8615 

8621 

8627 

73 

8633 

8639 

8645 

8651 

8657 

8663 

8669 

8675 

8681 

8686 

74 

8692 

8698 


8710 

8716 

8722 

8727 

8733 

8739 

8745 

75 

8751 

8750 

8762 

8768 

8774 

8779 

8785 

8791 

8797 

8802 

76 

8808 

8814 

ESEil 

8825 

8831 

8837 

8842 

8848 

8854 

8859 

77 

8865 

8871 

8876 

8882 

8887 

8893 

8899 

8904 

8910 

8915 

78 

8921 

8927 

8932 

8938 

8943 

8949 

8954 

8960 

8965 

8971 

79 

8976 

8982 

8987 

8993 

8998 

9004 

9009 

9015 

9020 

9025 

80 

9031 


9042 

9047 

9053 

9058 

9063 

9069 

9074 

9079 

81 

9085 


9096 

9101 

9106 

9112 

9117 

9122 

9128 

9133 

82 

9138 

9143 

9149 

9154 

9159 

9105 

9170 

9175 

9180 

9186 

83 

9191 

9196 

9201 

9206 

9212 

9217 

9222 

9227 

9232 

9238 

84 

9243 

9248 

9253 

9258 

9263 

9269 

9274 

9279 

9284 

9289 

85 

9291 

9299 


9309 

9315 

9320 

9325 

9330 

9335 

9340 

86 

9345 

9350 

9355 

9300 

9365 

9370 

9375 

9380 

9385 

9390 

87 

9395 


Eisa 

9410 

9415 

9420 

9425 

9430 

9435 

9440 

88 

9445 

9450 

9455 

9400 

9465 

9469 

9474 

9479 

9484 

9489 

89 

9494 

9499 

9504 

9509 

9513 

9518 

9523 

9528 

9533 

9538 

90 

9542 

9547 

9552 

9557 

9562 

9566 

9571 

9576 

9581 

9586 

91 

9590 

9595 

ElUDj 

9605 

9609 

9614 

9619 

9624 

9628 

9633 

92 

9638 

9643 

9647 

9652 

9657 

9661 

9606 

9671 

9675 

9680 

93 

9685 

9689 

9694 

9699 

9703 

9708 

9713 

9717 

9722 

9727 

94 

9731 

9736 

9741 

9745 

9750 

9754 

9759 

9763 

9768 

9773 

95 

9777 

9782 

97SG 

9791 

9795 

9800 

9805 

9809 

9814 

9818 

06 

9823 

9827 

9832 

9836 

9841 

9845 

9850 

9854 

9859 

9863 

97 

9868 

9872 


' 9881 

9886 

9890 

9894 

9899 

9903 

9908 

98 

0912 

9917 


9926 

9930 

9934 

9939 

9943 

9948 

9952 

99 

9956 



9969 

9974 

9978 

9983 

9987 

9991 

9996 


LdhMuu — 30. 
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APENDICE II 


B. Funciones trigonometricas naturales 


Radianes 

Grados 

sen 

cos 

tg 

ctg 



.0000 

0.0 

.0000 

1.0000 

.0000 

— 

90.0 

1.6708 

.0087 

0.5 

.0087 

1.0000 

.0087 

114.5887 

89.5 

1.5621 

.0175 

1.0 

.0175 

.9998 

.0175 

57.2900 

89.0 

1.5533 

.0262 

1.5 

.0262 

.9997 

.0262 

38.1885 

88.5 

1.5446 

.0349 

2.0 

.0349 

.9994 

.0349 

28.6363 

88.0 

1.5359 

.0436 

2.5 

.0436 

.9990 

.0437 

22.9038 

87.5 

1.5272 

.0524 

3.0 

.0523 

.9986 

.0524 

19.0811 

87.0 

1.6184 

I .0611 


.0610 

.9981 

.0612 

16.3499 

86.5 

1.5097 

.0698 

KIM 

.0698 

.9976 

.0699 

14.3007 

86.0 

1.5010 

.0785 

KH 

.0785 

.9969 

.0787 

12.7062 

85.5 

1.4923 

.0873 

5.0 

.0872 

.9962 

.0875 

11.4301 

85.0 

1.4835 

.0960 

5.5 

.0958 

.9954 

.0963 

10.3854 

84.5 

1.4748 

.1047 

6.0 

.1045 

.9945 

.1051 

9.5144 

84.0 

1.4661 

.1134 

6.5 

.1132 

.9936 

.1139 

8.7769 

83.5 

1.4574 

,1222 

7.0 

.1219 

.9925 

.1228 

8.1443 

83.0 

1.4486 

.1309 

7.5 

.1305 

.9914 

.1317 

7.5958 

82.5 

1.4399 

.1396 

8.0 

.1392 

.9903 

.1405 

7.1154 

82.0 

1.4312 

.1484 

8.5 

.1478 

.9890 

.1495 

6.6912 

81.5 

1.4224 

.1571 

9.0 

.1564 

.9877 

.1584 

6.3138 

81.0 

1.4137 

.1658 

9.5 

.1650 

.9863 

.1673 

5.9758 

80.5 

1.4050 

.1745 

10.0 

.1736 

.9848 

.1763 

5.6713 

80.0 

1.3963 

.1833 

10.5 

.1822 

.9833 

.1853 

5.3955 

79.5 

1.3875 

.1920 

11.0 

.1908 

.9816 

.1944 

5.1446 

79.0 

1.3788 

.2007 

11.5 

.1994 

.9799 

.2035 

4.9152 

78.5 

1.3701 

.2094 

12.0 

.2079 

.9781 

.2126 

4.7046 

78.0 

1.3614 

.2182 

12.5 

.2164 

.9763 

.2217 

4,5107 

77.5 

1.3526 

.2269 

13.0 

.2250 

.9744 

.2309 

4.3315 

77.0 

1.3439 

.2356 

13.5 

.2334 

.9724 

.2401 

4.1653 

76.5 

1.3352 

.2443 

14.0 

.2419 

.9703 

.2493 

4.0108 

76.0 

1.3265 

.2531 

14.5 

.2504 

.9681 

.2586 

3.8667 

75.5 

1.3177 

.2618 

15.0 

.2588 

.9659 

.2679 

3.7321 

75.0 

1.3090 

.2705 

15.5 

.2672 

.9636 

.2773 

3.6059 

74.5 

1.3003 

.2793 

16.0 

.2756 

.9613 

.2867 

3.4874 

74.0 

1.2915 

.2880 

16.5 

.2840 

.9588 

.2962 

3.3750 

73.5 

1.2828 

.2967 

17.0 

.2924 

.9563 

.3057 

3.2709 

73.0 

1.2741 

.3054 

17.5 

.3007 

.9537 

.3153 

3.1716 

72.5 

1.2654 

.3142 

18.0 

.3090 

.9511 

,3249 

3.0777 

72.0 

1.2566 

.3229 

18.5 

.3173 

,9483 

.3346 

2.9887 

71.5 

1.2479 

.3316 

19.0 

.3256 

.9455 

.3443 

2.9042 

71.0 

1.2392 

.3403 

19.5 

.3338 

.9426 

.3541 

2.8239 

1 70.5 

1.2305 

.3491 

20.0 

.3420 

.9397 

.3640 

2.7475 

70.0 

1.2217 

.3578 

20.5 

.3502 

.9367 

.3739 

2.6746 

69.5 

1.2130 

.3665 

21.0 

.3584 

.9336 

.3839 

2.6051 

69.0 

1.2043 

.3752 

21.5 

.3665 

.9304 

.3939 

2.5386 

68.5 

1.1956 

.3840 

22.0 

.3746 

.9272 

.4040 

2.4751 

68.0 

1.1868 

.3927 

22.5 

.3827 

.9239 

.4142 

2,4142 

67.5 

1.1781 



cos 

sen 

ctg 


Grados 

Radianes 
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B. Funciones trigonometricas naturaees 


tadianes 

Grades 

sen 

cos 

tg 




.3927 

22.5 

.3827 

.9239 

.4142 

2.4142 

67.5 

1.1781 


23.0 

.3907 

.9205 

.4245 

2.3559 

67.0 

1,1694 


23.5 

.3987 

.9171 

! .4348 

2.2998 

66.5 

1.1606 

.4189 

24,0 

.4067 

.9135 

.4452 

2.2460 

66.0 

1.1519 

.4276 

24.5 

.4147 

.9100 

.4557 

2.1943 

65.5 

1.1432 

.4363 

25.0 

.4226 

.9063 

.4663 

2.1445 

65.0 

1.1345 

.4451 

25.5 

.4305 

.9026 

.4770 

2.0965 

64.5 

1.1257 

.4538 

26.0 

.4384 

.8988 

.4877 

2.0503 

64.0 

1.1170 

.4625 

26.5 

.4462 

.8949 

.4986 

2.0057 

63.5 

1.1083 

.4712 

27.0 

.4540 

.8910 

.5095 

1.9626 

63.0 

1.0996 

.4800 

27.5 

.4617 

.8870 

.5206 

1,9210 

62.5 

1.0908 

.4887 

28.0 

.4695 

.8829 

.5317 

1.8807 

62.0 

1.0821 

.4974 

28.5 

.4772 

.8788 

.5430 

1.8418 

61.5 

1.0734 

,5061 

29.0 

.4848 

.8746 

.5543 

1.8040 

61.0 

1.0647 

.5149 

29.5 

.4924 

.8704 

.5658 

1.7675 

60.5 

1.0559 

.5236 

30.0 

.5000 

.8660 

.5774 

1.7321 

60.0 

1.0472 

.5323 

30.5 

.5075 

.8616 

.5890 

1.6977 

59.5 

1.0385 

.5411 

31.0 

.5150 

.8572 

.6009 

1.6643 

59.0 

1.0297 

.5498 

31.5 

.5225 

.8526 

.6128 

1.6319 

58.5 

1.0210 

.5585 

32.0 

.5299 

.8480 

.6249 

1.6003 

58.0 

1.0123 

.5672 

32.5 

.5373 

;8434 

.6371 

1.5697 

57.5 

1.0036 

.5760 

33.0 

.5446 

.8387 

.6494 

1.5399 

57.0 

.9948 

.5847 

33.5 

.5519 

.8339 

.6619 

1.5108 

56.5 

.9861 

.5934 

34.0 

.5592 

.8290 

.6745 

1.4826 

56.0 

.9774 

.H021 

34.5 

.5664 

.8241 

6873 

1.4550 

1 55.5 

.9687 

.0109 

35.0 

.5736 

.8192 

.7002 

1.4281 

55.0 

.9599 

.6196 

35.5 

.5807 

.8141 

.7133 

1.4019 

54.5 

.9512 

.6283 

36.0 

.5878 

.8090 

.7265 

1.3764 

54.0 

.9425 

.6370 

36.5 

.5948 

.8039 

.7400 

1.3514 

53.5 

.9338 

.6458 

37.0 

.6018 

.7986 

.7536 

1.3270 

53.0 

.9250 

.6545 

37.5 

.6088 

.7934 

.7673 

1.3032 

52.5 

.9163 

.6632 

38.0 

.6157 

.7880 

.7813 

1.2799 

52.0 

.9076 

.6720 

38.5 

.6225 

.7826 

.7954 

1.2572 

51.5 

.8983 

.6807 

39.0 

.6293 

.7771 

.8098 

1.2349 

51.0 

.3901 

.6894 

39.5 

.6361 

.7716 

.8243 

1.2131 

50.5 

.8814 

.6981 

40.0 

.6428 

.7660 

.8391 

1.1918 

50.0 

.8727 

.7069 

40.5 

.6494 

.7604 

.8541 ; 

1.1708 

49.5 

.8639 

.7156 

41.0 

.6561 

.7547 

.8693 

1.1504 

49.0 

.8552 

,7243 

41.5 

.6626 

.7490 

.8847 

1.1303 

48,5 

.8465 

.7330 

42.0 

.6691 

.7431 

.9004 

1.1106 

48.0 

.8378 

.7418 

42.5 

.6756 

.7373 

.9163 

1.0913 

47.5 

.8290 

.7505 

43.0 

.6820 

.7314 

.9325 

1.0724 

47.0 

.8203 

.7592 

43.5 

.6884 

.7254 

.9490 

1.0538 

46,5 

.8116 

.7679 

44.0 

.6947 

.7193 

.9657 

1.0355 

46.0 

.8029 

.7767 

44.5 

.7009 

.7133 

.9827 

1.0176 

45.5 

.7941 

.7854 

45.0 

.7071 

.7071 

1.0000 

1.0000 

45.0 

.7854 



cos 

sen 

ctg 

tg 

Grados 

t 

Radianea 
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APENDICE II 


C. VALORES DE e* Y e~ x 


X 


e~ x 

X 

e* 

e~ x 

X 

e x 


0.00 

1.000 

1 


1.105 

0.905 

1 

2.72 

0.368 

.01 

1.010 


.2 

1.221 

.819 

2 

7.39 

.135 

.02 

1.020 


.3 

1.350 

.741 

3 

20.09 

.0498 

.03 

1.030 

.970 

.4 

1.492 

.670 

4 

64.60 

.0183 

.04 

1.041 

.961 

.6 

1.649 

.607 

5 

148.4 

.00674 

.05 

1.051 

.951 

.6 

1.822 

.549 

6 

403.4 

.00248 

.06 

1.062 

.942 

.7 

2.014 

.497 

7 

1097. 

.000912 

.07 

1.073 

.932 

.8 

2.226 

.449 

8 

2981. 

.000335 

.08 

1.083 

.923 

.9 

2.460 

.407 

9 

8103. 

.000123 

.09 

1.094 

.914 

1.0 

2.718 

.368 

10 

22026. 

.000045 


NOTA. g *+y m 


Ejemplo. e *M = e*-6°* # »e° 01 » (7.39) (2.226) (1.01) * 16.6. 

D. POTENCIAS Y RAICES DE ENTEROS 


n 

n 2 

«» 

vs 

vs 

n 

n 2 

n® 

y/n 

vs 

1 



1.000 

1.000 

26 

676 

17,576 

5.099 

2.962 

2 



1.414 

1.260 

27 

729 

19,683 

5.196 

3.000 

3 



1.732 

1.442 

28 

784 

21,952 

5.292 

3.037 

4 


64 ' 

2.000 

1.587 

29 

841 

24,389 

5.385 

3.072 

5 


125 

2.236 

1.710 

30 

900 

27,000 

5.477 

3.107 

6 

36 

216 

2.449 

1.817 

31 

961 

29,791 

5.568 

3.141 

7 

49 

343 

2.646 

1.913 

32 

1024 

32,768 

5.657 

3.175 

8 

64 

612 

2.828 

2.000 

33 

1089 

35,937 

5.745 

3.208 

9 

81 

729 

3.000 

2.080 

34 

1156 

39,304 

5.831 

3.240 

10 

100 

1,000 

3.162 

2.154 

35 

1225 

42,875 

5.916 

3.271 

11 

121 

1,331 

3.317 

2.224 

36 

1296 

46,656 

6.000 

3.302 

12 

144 

1,728 

3.464 

2.289 

37 

1369 

50,653 

6.083 

3.332 

13 

169 

vjT/B 

3.606 

2.351 

38 

1444 

54,872 

6.164 

3.362 

14 

196 


3.742 

2.410 

39 

1521 

59,319 

6 245 

3.391 

15 

225 

3,375 

3.873 

2.466 

40 

1600 

64,000 

6.325 

3.420 

16 

256 

4,096 

4.000 

2.520 

41 

1681 

68,921 

6.403 

3.448 

17 

289 

4,913 

4.123 

2.571 


1764 


6.481 

3.476 

18 

324 

6,832 

4.243 

2.621 

43 

1849 


6.557 

3.503 

19 

361 

6,859 

4.359 

2.668 

44 

1936 

85,184 

6.633 

3.530 

El 

400 

8,000 

4.472 

2.714 

45 

2025 

91,125 

6.708 

3.557 

21 

441 

9,261 

4.583 

2.759 

46 

2116 

97,336 

6.782 

3.583 

22 

484 

10,648 

4.690 

2.802 

47 

2209 

Tirana 

6.856 

3.609 

23 

529 

12,167 

4.796 

2.844 

48 

2304 


6.928 

3.634 

24 

576 

13,824 

4.899 

2.884 

49 

2401 

117,649 

7.000 

3.659 

25 

625 

15,625 

5.000 

2.924 

50 

2500 

125,000 


3.684 





























SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS 

Orupo 1, p. 8 


4. 

11; 10; 

4. 



14. 

(‘A. 0). 



5. 

(7). <- 

- U). 



15. 

Va 2 + b * . 



8. 

<- 15). 

(- ID. (~ 

13). 

16. 

10. 



9. 

(14). 




17. 

30. 



10. 

- 3. 




18. 

(1, 1 +2 V3); 

(1. 1 

[ - 2 V3) 

11. 

(a. a), 

(— a. 

a). (- 

-a, — a) , 

- (a, 

— a) . 



12. 

(2. 3). 

20. 



19. 

10. 



13. 

6, 5. 




20. 

20. 







Orupo 

2, p. 

, 15 



1. 

20,26. 




11. 

(tf. 1), (% - 

1). 

(2. 0). 

3. 

34. 




12. 

(-4, 12). 



6. 

\/82. 




13. 

(1. -2). 



8. 

5. 




14. 

3. 



9. 

2. -6. 




15. 

(- 1, 4), (5, 6) 

. a 

. -2). 

10. 

5x - 7y 

- 24 » 

■ 0. 


19. 

(2. 2). 







Orupo 

3, p. 

. 24 



4. 

- y 2 , 153° 26*. 



14. 

-Vi. 



5. 

-2. K, 

. T A- 



15. 

— 8. 



7. 

5. 




16. 

13. 



8. 

4. - 1. 




18. 

5. 



9. 

4. 




19. 

4jc - 5y - 13 - 0. 



10. 

77° 28', 

54° io\ 

48° 22'. 


20. 

4* - y — 13 - 0. 



11. 

108° 26'. 




22. 

1. 



12. 

71° 34'. 




23. 

33° 41', 56° l<y. 







Orupo 

7, p. 

. 49 



11. 

(2. 3). 




14. 

(4. 2). (K. -%), 


12. 

(1. -2). 



15. 

(0, 0). (1. 1). 
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GEOMETRIA ANALITICA PLANA 


16. 

(0, 2). (2, 0). 

19. 

(3,2), (-3,-2), (2, 3), (-2, -3), 

17. 

(2, 2) . (2. - 2) . 

20. 

(4. 4) , (3. 1). 


Grupo 8, p. 

54 

3. 

* -2y - 3 - 0. 

14. 

y 2 - 10* - 8y + 11 - 0. 

4. 

*» + y J ~ 4. 

15. 

7x 2 + 16y a - 112. 

5. 

x* + y* - 4x - 6y - 12 - 0. 

16. 

16x 3 + 7y* - 112. 

6. 

2x + 3y — 9 - 0. 

17. 

5x» - 4y a « 20. 

7. 

x + y - 4 = 0. 

18. 

5y a - 4x 2 - 20. 

8. 

x a + y* - 9x - 2y + 17 - 0. 

19. 

* a + y a -2* + 2y -2 - 0. 

9. 

2* + y + 9 - 0. 

20. 

3x* + 4y 2 — 24jc — 8y + 40 — 0. 

10. 

x* + y* + 6x + 4y •+■ 4 — 0. 

21. 

x 9 — 3y* + 2 jc — 4y + 5 -0. 

11. 

x* - 8y + 16 - 0. 

22. 

x 2 + y 2 = 4. 

12. 

Jt* + y* 4- x — 7y + 12 = 0. 

23. 

Jcy + Jc + 7y — 17 — 0. 

13. 

4x + 6y - 21 - 0. 

24. 

3jc* - y* - 18x + 24-0. 


4x + 6y + 3 » 0 . 

25. 

3x = 6 — 3y* + 9; yj*Q. 


Grupo 9, p< 

. 63 

1. 

2x — y -f-3 -0. 

15. 

5x + y + 9 = 0. 

2. 

* - y + 3 = 0. 

16. 

llx - 5y - 9 - 0, 

3. 

3*+ y + 2 - 0. 


13x - y - 45 = 0. 

4. 

5* + % - 38 - 0. 

17. 

(-4, 11). (12, 3), (0. -9). 

5. 

lx - y - 0. 3* - 4y + 10 - 0. 

18. 

00 JO- 


7jc + 2y — 56 =* 0, y = 0. 

19. 

<% JO. 

6. 

3* - 2y - 6 - 0. 

20. 

(JO JO. 

7. 


21. 

36. 

- 4 + - 4 

22. 

4x + y - 10 - 0. 

8. 

i + Jt- 1. 

1 ^ 2 

23. 

24. 

(-4. 3), (4, 6), (9, 1), (1. -2), 
10. 

9. 

jc + y - 3 ~ 0. 

25. 

‘Ji¬ 

10. 

6x + 5y — 82 — 0. 

26. 

ll. 

11. 

4* - 7y + 36 - 0. 

27. 

A - *M., B - ‘>i.. 

13. 

3x — 5y + 8 *■ 0. 

29. 

y — mx — am. 

14. 

AB: x - y + 3 - 0; BC: 5x + y - 

27 - 0; AC: x + 2y ■ 0. 


Ornpo 10, p 

. 70 

2. 

3x + y + 2 "■ 0. 

6. 

1 * V7 

3. 

5x — 3y — 15 m 0. 

3 ' 

4. 

4x + 3y + 13 - 0. 

7. 

JO - JO JO 

5. 

4. 

8. 

- JO 105*57': *J0 10. 
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9. 

* 10. 

15. 

80° ltf. 

10. 

<i-4. 6-7. 

16. 

5jc — y — 11 ■ 

12. 

x — 2y + 1 — 0, 


*+5y+ 3 - 


* + 2y - 13 « 0. 

28. 

6 2 x — a 2 i/ — 


0 . 


Grupo 11 r p. 77 


1 1 * 4 - it _ 5 ° 0 

2 ^ 2 y 

2. 1. X + ~ y - J »= 0. 

3. 143° 8'. 

8. 4* + 3y - 25 - 0. 3* - 4y + 25 - 0. 

9. x — y + 4 *\/ 2 = 0, *—y — 4\/2 — 0. 

32* 3*+y + 2Vl0«0. 3 jc + y - 2 \/l0 - 0. 

1 5 17 

14. - —— x H-— y - —— = 0. 

y/lb V2b V 26 

15. 3x + 2y +8 V"l3 - 0. 3* + 2y - 8 VTJ - 0. 


4. H x 4 ^ n — 4 ** 0 2 

13 T 13 y 

p = 4, co — 337° 23'. 

5. MsVl3. 

6 . 


16. 

3 

-2 27 

V 34 

- .— * + 
VTJ 

— y — .— - 0. 18. 

V 13 V 13 

4 

19. 

”-VT3 

39 V • 

20. 




Grupo 12, p. 

85 

1. 

Vli. 

2. 3. 

HV2; 9. 4. 

5. 

'H VT. 

6. 5x + 12y + 40 — 0. 

5* + 12y - 64 - 0. 


6-3 \/29 

9. 

24* - lOy - 3 - 0: 

7. 

5 

10. 

2 + 2 V7 

8. 

- 3. 7. 

3 

11. 

x + y - 4 » 

0, * — y — 2 - 0. 



Mo. 


12 . 

13. 

17. 

18. 
20 . 
22 . 

23. 

24. 

25. 

26. 


(2 VI - V7) X - ( Vl + V7) v + V 2 + VT - o. 

(2 V1 + v n s)x-(V1 - VT)y + Vz - VT -0. 

(^17+4 v / T)x-( 2VT7+ \/7)y-4 V"l7 - 4 Vi = 0. 

4x + 7y + 12 - 0. 4x - 13y +12-0. 
x — 2y + 8 — 0, 13* — 6y + 24 — 0. 

y* - 6*. 21. * J - 8y. 

y* + 6y + 12* - 1J = 0. y + 3 - 0. 

* J — 2xy + y* + 6* + 2y + 9 — 0. 

8** + 9y» - 42* + 72y + 171 = 0. 

*a _ 8y» + 4* - 74y - 139 - 0. 

23** - 48*y + 3y* + 170* - 122y + 118-0. 28. 10. 
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5. 

7. 

8 . 
9. 

10 . 

12 . 

13. 

14. 

15 . 

16. 

17. 

18. 

19. 

20 . 

23. 

24. 

25. 


3. 


12 . 


15. 


1 . 

2 . 

3. 

4. 

5. 

6 . 
8 . 
9. 

10 . 

12 . 

13. 

14. 
25. 


Grupo 13, p. 94 

2x — y + 8 — 0. 6. 12x — 21 y — 28 — 0. 

3x — 4y + 12 = 0. 

5x- 12y + 65 -0. 5x - 12y - 65 - 0. 

2x + 3y+12-0, 2x + 3y-l2-0. 

5x - y - 13 - 0. 11. 9x + 7y — 11 — 0. 

2x - y + 6 - 0, 5x - 2y + 10 - 0. 

4x + 3y - 12- 0. x + 2y + 2 - 0. 

3x - y - 3 V 2 - o. 3x - y + 3 2 - 0. 

7x + tty - 42 - 0, 7x + 3y + 21 - 0. 

4x + 3y-l2-0, 8x + 15y - 36 - 0. 

V5x + 2y — 9 — 0, y + 3 — 0. 

2x + 3y - 12 - 0. 3x + 2y — 12 - 0. 
x — Ay — 0. 21. 3x — y + 5 “ 0. 

4x + 5y — 7 - 0. 22. 8x - 3y + 5 - 0. 

5x - 12y + 26 - 0, x - 2. 
x — 4*/ + 8 « 0, 9x - 4y -24 — 0. 

3x - y - 18 - 0. x —?y - 1 - 0. 


Grupo U, p. 96 


41x - 5y - 89 - 0. 16. l&i. 

2. 18. *i - * 4, kt - * 14. 

(7. 4). 

Grupo 16, p. 102 


<* + 3) 2 +<y + 5)»-49. 
(* + l) 2 +(y -4)*- 10. 
(x -7)* + (y + 6) 2 - 89. 
(x-2) 2 +(y + 4)» -4. 
** + (y+2) 2 -4. 
(*+4)*+(y + 1)*-32. 
(x -6)*+(y+ 3)* - 25. 
(x-4)*+(y-2)»- 58. 
7.07. 

(x+l)* + y*-^. 


15. 

<*-2>.+(„- 

25' 
16 , 

625 
) " 256* 

17. 

(x — 7) 2 + y 2 “ 

45. 


18. 


325 

9 * 


19. 

(x-2)* + (y + 

¥) 

2 629 

4 * 

20. 

(—ar+(- 

■S) 

i2 6205 
f 242 * 

21. 

x — 2y + 10 - 0. 



22. 

x + 2y — 20 — 0. 



23. 

x + 2y - 9 - 0, 

x - 

*29 + 3- 


(x-2)*+(y - 1)* - 1. 24. (x-J)*+(y+3)*-8. 

U-5)* + (y+2)»- 1. (x -3)2 + (y + i) J -^-. 



SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS 


473 


Gcupo 16, p. 108 

1. Centro — %) ; radio — V 5. 4. 5ji. ^ 

2. Ponto (- 54, 1). 5. 2 %/3«. 

3. Ningun lugar geometrico. 

9. x 3 + y 3 - lx - 4{/ - 0; (54,2); H\/ 6 *. __ 

10. 6 x a + 6p a - 32x - 25y -,34 -0: (#. : tf 2 \/2 465. 

11, 7x J + 7y 3 — Tlx + 52t/ +21 — 0; (% - *Yi) : ^V^b. 

17. Di-Du, £1 — £j. Fi?iFi. 18. (x - 2)* + (p + %) 3 - 9. 

19. 5x + 4p —40-0. 

20. 4jf — 3p — 32 — 0, 3x + 4p — 49 = 0. 

21 . (x + 3) a +(p- D* -29. 

22. x a + (p-6)»-25, (x-6) a + (p + 2)* = 27. 


23. 

(x - 8 )»+(p - 8 )» - 13, 

(x -4)*+(p -2) a - 13. 

24. 

(x+ 1) * + (p — 3)* = 5. 

25. (x — 3)* +(p — 5)* — 

26. 

(x - 4)* +(p + 1)* — 25, 

(x — 3) * + (p — 6 ) 1 — 25. 

28. 

(x - l)*+(p - 3)* - 4, ( 

' 227V./ 421 V / >4 V 

w) + v 747 )“ (. 747 ; ' 

29. 

(x-l)»+(p- 'A) 3 = 54 


30. 

(x + y,)»+(p-«)* - 

(x-y,) 3 +(p-tf) 3 -% 


(x — 1) * + (p + 2) * — 4. 

31. fc»-l. 25. 

32. 

5 x _t,+ 5-0, 5x-y-47«0. 33 . 3 v 2 . 


34 . x* + p* — 6 x — 2p + * “ 0, 4x a + 4p a — 384x + 37p + 2 119 — 0. 

35. 

Otupo 17, p. 118 

6 . x 3 + y 3 + lx — 8 p - 33 - 0 . 8 . 5x* + 5 p a - 38p - 115 - 0. 

7 . *! + „«- 38x + 167 - 0. 9. 2x a + 2 y 3 - 20x — I 6 p + 41 = 0. 

10. x* + p* - x — 3p - 10 — 0 , x* + p* - 7x + 3p + 2 - 0. 

11 . x* + p a - 8 x+ 6 - 0 . 9x* + 9p* + 88 x - 106 - 0 . 

13. x* + y 3 — 8 x — 16p + 35 — 0. 14. x* + y 3 + 2x + 4p — 15 — 0. 

15. x* + p‘ + x + 2y - 10 - 0, x* + p* — 5x — lOp +20-0. 

16. x* + y 3 — x — 2p = 0. x* + p* — 6 x — 12 p + 25 - 0. 

17. x* + p* + 16x - 16p + 24-0. 21 . 7x - p - 16 = 0 ; 2 's/I. 

19. 24x — 28p + 3—0. 23. % Vb9. 


28. 

(#. -«#). 



Orupo 18, p. 

. 127 

1. 

2x - 3p + 20 - 0. S. 

x — y + 3-0, x - y + 11 — 0. 

2. 

3x + 2p — 9 — 0, 3x+2p+17—0. 6. 

* + 4y+20-0, x+4y-14«0. 

3. 

2x — p + 11 — 0, x+2p—12 — 0. 7. 

6x + tf — 32 « 0, x - 6y - 30 - 0. 

4. 

2x + 3p - 21 - 0. 13. 

46° 24*. 
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14. - 5 < h < 5; fc-*=5; A > 5. A < - 5. 

15. - < m < 0: m - 0. — ■}£; m > 0, m < — 

17. 2x - 3y - 21 - 0. _ 

18. 3x + 5y-34=0: 5x-3y-0: 54 \/34^_ \/34; _*J<: 3. 

19 . x-4y + 12-0; 4x + y-3=0; 3 \/ 17; _% V 17; _I2; 

20. 7* — 4y +26 - 0: 4x + 7y — 13 — 0: J4 "n/ 65; J4 V65: ‘J4: 3 tf. 

21. 82° 14'. 22. 78° 41'. 

Grupo 19. p. 181 

7. j(» -|- y* — x — 0. 11. 3x 3 + 3y 2 — 2x — 2y — 4 — 0. 

8. 3x» + 3y a + I6x - 20y +20-0. 14. 3x 3 + 3y 3 - 32x + 57 - 0. 

9. 8x 3 + 8y 3 — 28x + 38y + 55 — 0. 15. 2x 3 + 2y 3 + 2* - lOy + 9 - 0. 

10. 5x 3 + 5y 3 — 16x — 28y + 27—0. 21. x - 7y+34 = 0. 




Grupo 20, p. 138 



1. 

*' 3 + y' 3 - 4. 

8. 

3x'» - 2y'» - 12. 

15. 

2x' 3 - 3y'» - 1 

2. 

3x'* + 2y' 3 -6. 

9. 

x'y' - 8. 

16. 

x' 3 - 3y' - 0. 

3. 

4x'» - y'» - 4. 

10. 

2y« - y'» - 0. 

17. 

x'» + y' 3 - 2. 

4. 

y'3 _ x n = 0. 

n. 

x'» + y' 3 = 5. 

18. 

2x' 3 + y' 3 - 2. 

5. 

x'y' - I. 

12. 

2x'» + 5y'» - 10. 

19. 

y'» - 6x' 3 - 9. 

6* 

2x' 3 + y" - 4. 

13. 

x'» - 3y'» - 3. 

20. 

x'y' - 2. 

7. 

3x' 3 + 2y ,s - 6. 

14. 

2x' 3 + 3y" - 1. 




Grupo 21, p. 142 


1 . 

( % V 3 — 2, — — 2 \/ 3 ) . 

10 . 

VTx' - 2 - 0. 

2 . 

o 

/*N 

I 

© 


11 . 

5x' 3 + 2x' - y' - I - 0. 

3. 

V 29x' - 3 - 0. 


12 . 

2lx' 3 + 15y' 3 - 10 - 0. 

4. 

4y'» - V2x> + VTy' - 0. 

13. 

6x' 3 + y' 3 - 2 - 0. 

5. 

3 Vlx' 3 - VTy' 3 - 2 

-0. 

14. 

x' - 3y' = 0. x' + 3y' - 0. 

6 . 

llx' 3 + y'» - 8 - 0. 


15. 

> 

1 

1 

B 

"a 

7. 

4x ,a - y'« - 4 - 0. 


16. 

5x' 3 + 4x' - W - 0. 

8 . 

X I* + y'« - 16. 


20 . 

5x 3 - 26xy + 5y 3 + 72 - 0. 

9. 

VT| f + 2-0. 






Grupo 22, p 

. 147 

1 . 

2x"» - 3y"» - 6 - 0. 


3. 

x" 3 - 4y" - 0. 

2 . 

x" 3 + 4 y '/j _ 4 » o. 


5. 

3x" 3 + y" 3 - 3 * 0. 

10 . 

nCD - BE 1AE - BD\ 
VB* -4AC’ B* — 4AC /' 

B 3 - 4AC ^ 0. 

11 . 

(_%_V3, %V1 

-i). 

12 . 

(2V2, - V"2). 
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13. (K V 3 , + 3 y/ 3) . 14. x* — 6xy + y* + 4x + 4y «■ 0. 

16. x»+2xy + y» + 6x - 6y + 15 - 0. x"> - 3 VTy" - 0. 

17. 3x» - 2xy + 3y» - 8 - 0, x' J + 2y ,a - 4 - 0. 


Grupo 23, p. 163 


1. 

1 

1 

H 

O 

'— * 

12. 

11. 

y 2 - 20x. 

2. 

p*s 

1 

1 

a 

o 

12. 

12. 

y 2 - -8*; (- 

3. 

(- 2. 0) ; x - 2; 

8. 

13. 

4 V 5. 

8. 

i/ a - 12*. 


14. 

a «. 

9. 

a 

CM 

1 

fl 

« 

X 


16. 

2 «. 

10. 

x a - — 20y. 


18. 

x a + y* - 5y. 

22. 

y a - 4x - 8j/ + 24 - 0; y' a - 

- 4x' - 

0. 

23. 

x* — 6x + 12y + 33 

* 0; x' a 

+ 12 y' 

= 0. 

24. 

y» + 8x - 16 - 0; 

y' 2 + 8*' 

- 0. 



25. x» - 2xy + y* + \4x + by -21 - 0; y"» + 5 y/ 2x" - 0. 

Grupo 24, p. 159 

7. (y — 3)> - 12(x + 4) ; x - - 7; y - 3. 

8. (x - 3)> - -8(y - 3) ; y - 5; 8. 

9. (x — 4) *-8(y+l). 10. y> - 20x - 6y +9 = 0. 

11. (y - H)* - 12(x +2); (- 2. ff): (I. JO ; x — — 5: y - 12. 

12. (x + «)*--8y; (- «, 0) : (-- 2) : y - 2; x - - 8. 

21. (x - 3)» - 4(4 - h) (y - ft). 25. y* + 4x + 2y - 15 - 0. 

23. y - 3x» - 2x. 29. y J - 4x - 2y + 1 - 0. 

24. y* — x + 2y “ 0. 30. x a — 4y — 4“0; x*+8y —16 “ 0. 

Grupo 25, p. 163 

1. x-y + 1-0; x + y-3-0: 2 VT: 2 Vli 2; 2. 

2. x + 2y-0: 2x-y + 15-0; 3 VI; «\/5: 6: J*. 

3. 2x — y + 3 ~ 0; x + 2y + 4 » 0; i'iVl; >/ 5, J^ ; 2. 

9. x + y + 2 - 0. 14. 36°2'. 

10. x + 3y-2-0. 15. o) k < 8: b) k - 8; c) ft > 8. 

11. x-2y-l-0. 16. 30° 58': 71°34'. 

12. x + 2y—3-0: 3x-2y+15 - 0. 17. 63°26'. 

13. x+2y — 9 — 0; 3x — 2y+ 5 == 0. 30. y — 4. 
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Grupo 26, p. 171 

1. Valor min. — 3 para x ® — 2. 5. x > 14 • x < — 3. 

2. Valor max. = 1 para * = 4. 6 - Pata todos los va,ores de * ex ‘ 

cepto 4. 

3. Valor min. — 0 para x — 3. 7. Para ningun valor de x . 

9. Positivo, cnando x < 1 y x > 4; negativo, cuando 1 < x < 4; cero, 

cuando x ■» 1, 4; min. = — % cuando x — 

10. Positivo. cuando - 3 < x < H : negativo, cuando x<—3yx>J'2J 

cero, cuando x « — 3, ; max. — i % cuando x — — 

11. Positivo, para todos los valores de x excepto 2; cero, cuando x =* 2: 

min. =» 0 para x « 2. 

16. ax 2 + 4cx + 4a + 4, a < 0. 20. Cuadrado de 5 cm de lado. 


18. 

Cada cateto 

mide 

7 cm. 

21. 

Vi . 






19. 

4. 4. 













Grupo 27, p 

. 178 






6 . 

Vertices (0, 

3), 

(0. -3); 

focos (0, 

VT), 

(0. -V 

0; 

2a 

-6, 26 — 

4; 



; longitud del lado recto 

- >/,. 






7. 

Vertices (3. 

0). 

(- 3. 0); 

focos (V 

5. 0), 

(-VT. 

o); 

2a 

= 6, 26- 

4; 



; longitud del lado recto 

- %■ 






8. 

Vertices (5 

. 0), 

(- ■>. 0) ; 

; focos (3 

, 0). 

(-3, 0) 

; 2a 

= 

10, 26 - 

8 ; 



longitud del lado recto » 

*%■ 






10. 

* 3 , y 2 . 
16 "* 7 

1. 


14. 

X 3 

T+ 

II 

w 10 s 

_ 2 

v/To 

7 “ 


11. 


1. 


15. 


l. 






20 ' 36 




8 

4 





12. 

9 + 5 

1. 


16. 

X 3 

T + 

£- 1 . 

16 





13. 

.f! +j/! ~ 
36^ 27 

1. 


21. 

6)4. 

Itf. 





24. 

25x a + 16y a 

1 - 150* - J60{/ 

+ 225-0 

. 

’ 16 

+ JC!- i. 
r 25 





25. 7*» + 16p J - 14* + 32t, - 89=0; i£ + j£l-l. 

16 7 

26. 4*» + y 3 - 16* -4„ + 4 - 0: + 1. 

4 16 

27. 4x a + 3|/» - 48. 28. x* + 4y> - 9. 


Grupo 28, p. 184 

6. . fy . - 1 ** .- 1; focos (5. 1). (3.1); 2a -6. 2A-4v r 2J 

longitud del lado recto — 

1*±*}±+Ul±± 11-1; f-fc. 

12 ^ 16 /2 


7 . 
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8. + foco. (5 + V7. -6), (5 — VT, — 6) ; 

ID 9 

,-VI. 


VjS . 

5 ' 


9. 

<* 

-3)* 

, (!/-*)■_ 



16 

+ 25 

10. 

_c* 

+ 2) 

2 . (»+D* 



25 

" r 10 



(-2- 

- VTI. - 1 ). 

It. 

i£ 

— 2) 2 

, (y 4- 4) 2 _ 


16 

+ 7 ' 



to = J 

A. 

13. 

U 

-3) 2 

4 

+ (y + 2) 1 - 
^ 1 


focos (3 + V 3 , —2), (3 — %/ 3 , —2); 2a = 4, 26 = 2; longitud 

VI 

2 * 


del lado recto — 1; e 


14. — -Lli»l; centro (—4, 1); vertices (—1, 1), (—7, 1); 

9 4 

focos (— 4+V5, 1), (-4— V5, 1); 2a = 6, 2b =* 4; longitud 
del lado recto * %; e * 

16. — y ~~ 12 - = 1; centro (0. I); vertices (0, 4), (0. -2); focos 

4 9 

(0, 1 + V O' (0t 1 —■ V 5); 2a = 6, 2b =* 4; longitud del lado 
recto » *4; e = ~ 

20. * 2 + 4y 2 + 2 jc - 24y + 33 = 0. 26. 3* 2 + 4y 2 - 24 jc - 16y + 52 « 0. 

22. 4* 2 + 9y 2 - I6 at - I8y - 11 - 0. 27. * 2 + 4y 2 + 4x + 16y + 4 = 0. 

23. 3* 2 + 4y 2 + 6* — 8y - 5 =0; 28. 4x* + y 2 - 24* - 2g + 28 - 0. 

16* 2 + 12y* +18* - 24y - 15 - 0. 29. 4* 2 + y 2 - 24* = 0. 

24. 3, 3. 30. I00* 2 + 84y* - 16Sy - 441 - 0; 

25. * + 7y — 9 = 0. 36* 2 + 20y a — 40y — 25 = 0. 


Grupo 29, p. 188 

6. 2* — 3y — 5 — 0; 3* + 2y - 1 - 0; H VTT; }i VT5 ; JfJ ?3. 

7. 9*+5y-23-0; 5*-9y-l=0; >4 VI06; fty/M; %; 

8. 10* - 5y -4 Vl5 - 0; 10* - 5y + 4 VT5 = 0. 

9. x — y — 1 “ 0; 3jc — 3y + 13 «• 0. 

10. x +y — 2 — 0; 9* - 191</ — 218 = 0. 

11. a) - 7 < ft <»J4; ft) ft - - 7, c) ft < - 7. ft > »J4. 

12. 68° 12'. 20. (1.1). (-■?*),»«). 22. 3* 4- 7y - 2 - 0. 
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6. 


7. 


8 . 


10 . 


11 . 


12 . 


13. 


17. 


18. 


23. 


4. 


5. 


6. 


16. 


fr. 


7. 



Grupo 30, p. 196 


Vertices (2, 0), (-2,0) ; focos (V 13, 0) , (-Vl3, 0) ; 2a - 4. 

vTT. 


26 - 6; e 


longitud del lado recto — Q. 


Vertices (3, 0) f (-3.0); focos (\/l3. 0), (-Vl3. 0); 2a - 6. 


26 - 4; 


„ V 13 


; longitud del lado recto *= 


Vertices (0. 2) (0, -2); focos (0. V 13), (0, -v'l3); 2a - 4. 

vTJ. 


26 = 6; 
ll-Vl 

4 5 


- J longitud del lado recto — 9. 


1 ; 


72y 2 - 9x* - 200; 


2 

2 * 

80 


yj ..a 

!4. “2 r 


1. 


15. y 2 — 3x 2 * 1. 

16. 4x 2 - 5y* - 16. 
1: focos (0. 6)» (0, — 6) . 

5x 2 - 4y* + 40jc + 24y + 24 - 0; 


^-^-1: e-V2. 

9 9 

16 20 




Sjc* - 4u* -30* + 32y - 39 - 0; 
5. 13. 24. 3x* - y 2 


x” y'* , 
4 ~ 5 
= 27. 


25. 4* 2 — y 1 *■ 36. 


Grupo 31, p. 202 

2* — yj 5y — 0, 2* + \/ 5y «0. 7. 4y 2 — 7jc 2 *» 8. 

(3. 2). (- «. 1). 8. 4. 

2* 2 - 9y 2 - 9. 14. xy - 5. 

Vertices (0, 3). (0, - 3) : focos (0, V7T) , (0. - \/T3) ; e = 5^12. 
Grupo 32, p. 206 

If Ill - - 1; focos (4, 3). (-2, 3); 2a -4; 26 = 2^; 

4 5 

longitud del lado recto =* 5. 

( y + 111 - <£ + 12 * - 1; focos (-2. - 1 + 2 VJ), (-2, -1-2n/3) ; 
9 3 

e - % VI. 

_(x-2)j_ (i/+ 2 )*, t; 26«*4V , 2: e - VT. 

4 8 

lit — 1* ^ 1 =» 1; longitud del lado recto «• 5; * ” J4. 

4 5 


9 . 
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11 . 


14. 


15. 


16. 

18. 


20 . 

21 . 

22 . 


5, 


6 . 


7. 


8 . 


9. 


6 . 

7. 


8 . 


9. 


1 . 


2 . 


4 . 


4~ <£ + 21!- 1 : focoi (-3. VT3), (-3. - Vl3) ; 

4 V 2 

^ * - 1; centro ( 2 , 2) ; vertices (5, 2) , (—1,2); 

focos (2 -|- V 10 , 2 ) , (2 — V 10 , 2 ) ; 2 e * 6 ; 26 — 2 ; longitud del 

lado recto — %; e — — ; asintotas: jc + 3y — 8=0, *—3y+4—0. 

(y 2) * __ (* + 4) 2 — j. ccntr0 (_ 4 t 2 ) ; vertices (—4, 4), (—4, 0) ; 
4 9 

focos (—4, 2 + V 13) , (— 4, 2 — V 13 ) ; 2 a - 4; 26 — 6 ; longi¬ 
tud del lado recto — 9; e = ; asintotas: 2* + 3y + 2 — 0, 

2* - 3y + 14 « 0. 

Dos rectas que se cortan; x + 2y — 1 — 0. x — 2y — 1 — 0, 

— (* +5) 2 — j. C entro (— 5, 0) ; vertices (— 5, V 3), (- 5, —V 3) ; 

focos ( — 5, 2) , (—5, — 2) ; 2a — 2 V3; 26-2; longitud del lado 
recto — J* V 3 J e - V 3 ; asintotas: V3* + y + 5V3 - 0 , 

VI* -y + SVl- 0 . 

36°52'. 23. 3 * 2 - y 2 + 20* - 2y + 11 - 0. 

4*9 — y^ — 8 * + 2y — 8 — 0. 24. 3 * 2 — y 2 — 16* + 16 — 0, 

* 2 — 8 y 2 — 6 * — 22y +4 — 0. 3** — y 2 — 8 * — 0. 

Grupo 33, p. 208 

3x — y — 2 - 0. * + 3„ - 4 = 0. VlO. 3. 

5* - 8 y - 4 - 0. 8 * + 5y-42-0, K V 89. >«. 

4 

15* - 8 y - 22 - 0, 8 * + l5y - 31 - 0. l Ji. ?is. ‘Ji. 

* — y + 1 — 0, * - y — 1 — 0. 10. n? ** =*= '3“* 

23° iy. 23. 6* + 8y + 3 — 0. 


Grupo 34, p. 219 


x //2 _ 4 y //2 * 4 , 

y" 2 - 4*" - 0. 

Dos rectas que se cortan. 
Punto. 


10. Ningun lugar geomltrico, 
12. Dos rectas paralelat. 

14. *" 2 + 2y ffa — 2. 

15. Una recta. 


Grupo 36, p. 225 

4* 3 — 4*y + y 2 — 4* — 8y — 4 — 0. 

8*® + 4*y + 5y 2 - 18* + 3by + 45 - 0. 

3* 3 - 12*y - 13y a - 18* + 6y + 72 - 0, 
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5. 7 * 2 - bxy + 1 5y 2 - \4x + 102y + 1*1 * 0. 


7. 

1 

1 


00 

1 

1 

12 . 

(2. 0), 2* - 9 = 0; 

(- 

2. 0). 2x +9 = 0. 

13. 

(5. 0), 5x -9 = 0; 

(- 

5. 0) . 5x + 9 = 0. 

14. 

(0. 2). 2y - 5 = 0: 

( 0 . 

- 2) , 2y + 5 = 0. 

15. 

(0, 3). 3;,-7 = 0; 

( 0 . 

-3). 3y +7 = 0. 

16. 

(- 3. 1). 4* — 29 = 

0 ; 

(J, 1), 4* +21 = 0. 


Grupo 36, p. 231 

1. 2x + y — 4 «= 0, *-2j/ + 3-0. 

2 . 3jc — y — 2*0, 9x — 3 y + 22 = 0. 

3. 3* - 2 y - 5 = 0, 7x - 6</ - 21 * 0. 

4. 3jc — </ — 2 = 0; jc + 3j/ -4 = 0; VTO; >4: 3. 

5. *4-y'“l**0, 3jc+3y + l = 0. 13. x 2 + xy — y* + 2 x — 3y + 5 = 0 

6 . 29°45'; 47°29'. 14. ** + y* 4 - 2 * - 2y - 23 = 0. 

15. x 2 +2xy + y 2 + 3* - 2y = 4; 169** + 26* y + 9 * + 27* - 146y - 1%. 

16. * 2 + xy + y* — 2 * — y ■» 0 . 

18. 9* a + 33 xy + 9y* — 8 * + 2.2j/ - 1 =0, 

19. 4x 2 — J7xy — JOy 2 — 24* + 37y + 10 = 0. 

21 . 4x 2 + 4xy + y 2 + 12* 4* 20y 4“ 8 — 0 , 

4 * 2 — 4*y 4* y 2 — 12* — 20y — 16 = 0. 

22 . 2x 2 — 4xy 4“ 2y a — * 4 * 3y — 5 — 0. 

2x 3 4- 12*y 4- 18y 2 4- 23* - 5y - 13 - 0. 

27. 3x 2 4* 4y 2 =» 48, 3x 2 — y a = 3. 

Grupo 37, p. 243 

5 . (v!„. f). (V2.. £•). (V%. f). (v%. x) 

6 . (1, 120°), (1. 240°). 8 . Circunfercncia: r * 2. 

9. Linea recta: 0 =** 

4 

10. Pl (-% vi. -XV 2), P a (Vl. 1), P,(X x/ 3 , -X), ^(- 3 , 3 ) 


11 . (V 13 , 123°41'). (Vl3, 326° 19'). 


12. 

r a *2. 

16. 

r 2 cos 20 * 4. 

14. 

?r 2 4*2r cos 0 — 6r sen 0 4* 3 ** 0. 

17. 

r » 2 sen 6, 

15. 

0 = arc tg 2. 

18. 

r 2 sen 20 == 4. 
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,0 r - 2 . 

25. 

3jr 2 + 4t/ a — 4x — 4 = 0. 

1 — sen 0 

27. 

y* = 4x®. 

20. r cos (0 — co) — p. 

28. 

y 2 + 8x - 16 = 0. 

22. * 2 4* y a - 4y = 0. 

29. 

U 2 + y 2 +2*) 2 = 4(.r* + y 2 ). 

24. y a - 8* - 16 = 0. 

30. 

(x 1 + y 2 ) 2 = 4(x 2 - y 2 ). 

Grupo 39, p 

. 252 

1 ('• f)' (■•t)- 

4. 

(W2. i). 

! ( ; - t) ( ! - T )• 

5. 

(V"6, 35° 160, (V6. 324°44') 

3 ' O’ ?)' ( 3 - 7) 

6. 

(t 2 - 7 )' 

1 (y^- ?)■ ( 7 ^ t)- 

Polo 


8. ( 2 . —V Polo. 

10. 

( 1 . »y ( 2 . 

V 4 / 


V 3 ; v 37 

*• (1- ?)• p °" > - 

"• (<■ f)- (‘' 7)' (f f. 

)• ( 

4 4jt\ 

3' 3 J 

12. ft . iV (0,347, 179° 40') . 

15. 

7,19. 

\ 2 / 

23. 

0,966. 

13. 6.46. 

24. 

2,35. 


Grupo 40, p. 259 

4. t cos ^ = 4. 

5 . r cos (0 — (o) = 1, en dondc cd = arc tg (— Yz) esta en el segundo cua- 

drante. 

7. r cos (0 — co) = 2, en donde a) = arc tg (J£) esta en el primer cuadrante. 
9. r cos 0 = — 3. 10. r sen 0 = 2. 

12. 2r sen — 0^ + V 2 r sen ^0 — -5.^ = 4 V2 sen ~. 

14. r* - 12r cos ^ - fij + 20 = 0. 

15. r*-6rcos^-«y+6V r 3-4 = 0. 

20. Centro (2, 0), radio = 2. 22. Centro ^2, -5-^, radio = 3. 

21. Centro^2, -y-^, radio =2. 23. Centro ^1. tadio = 2. 

24. c = — 2 cos 0: centro (L Jt), radio = 1. 


Lehmann* — 31 * 
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25. 


30. 


31. 


32. 


33. 


r — cos 8 -f sen 0; centro 


C? *> 


radio 


yfl 

2 • 


Paribola; vertice (%. jc) ; longitad del lado recto — 5; ecuacidn rectan¬ 
gular: 4p 4 - 20x — 25 - 0. 

Elip«e; centro (^. verticei ^2, ^3. 25 ): 2 a - 

2b - 3 V 2 ; longitird del lado recto -4: ecuacidn rectangular: 
9x 4 + 8p 4 + 12p - 36 * 0. 

Hipfrbola: centro (1.0); vertices 0). ( — Jt) ; 2 a - 1: 2b « V5 ; 
longitud del lado recto-3 ; ecuicion rectangular: 12x*—4p 4 -24x-f9 - 0. 

Vertice directriz: r cos 8 - — p. 


Grupo 41, p. 263 

1. Espiral de Arquimedes, r - k$. 

2 Espiral hiperbdlica o reciproca. r0 — k . 

3. Espiral parabblica. r* — k&. 

4. Espiral logaritmica o equiangular, log r — hO . 


5. 

Lituus, r *8 - k . 

7. 

Circunferencia. r — a cos 8 . 

6 . 

2 a — x 

8. 

9. 

Circunferencia, r — ji a cos 8 . 
Circunferencia, r — a cos 8 . 

10. 

Rosa de cuatro hojas. r - 

a sen 28. 


11 . 

r - 2 a cos* 0. 

17. 

r — 2 a sen 8 4 - k. 

12. 

r — 2 a sen* 8 . 



18. 

Circunferencia, r — 2 a(cos 8 -j- sen 8 ) 

. 

19. 

r — 2 a cos 8 -f a sen 28. 

21. 

Cardioide. 

20. 

r - 2 a cos 8(1 + co* 8 ). 




Orupo 42, p 

. 269 

5. 

b 4 x 4 4 - a 1 p 4 ** a 4 b 4 . 

17. 

xH 4 - pH * a H. 

7. 

a b 

20. 

21. 

x* 4 - p* * a*. 

X 4 4" P* ** fl *. 

8. 

b*x 4 — a 4 p 4 — a*b 4 . 

25. 

20x 4 - 4xp + 13p* - 256. 

9. 

1 

a 

K 

28. 

je 3 + v 3 — 3a*P m 0 . 

10. 

x* - 2y + 4. 

29. 

x* p* 4- b 4 x 4 ■* a 2 p 4 . 

11 . 

(x-2)* + «*-4. 

31. 

2 p 4 + x — \ — 0 . 

14. 

(x- 2 )* („ + 3)» _ , 

33. 

2 x 4 + p — l - 0 . 

9 + 4 

35. 

xp 4 — x 4 - 2 p - 0 . 

15. 

(x + 1 ) * (v- 2 )». 

38. 

4x 3 - 3x 4 p ” 0. 

4 1 
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Grupo 43* p. 278 

8. x » 2 - y - - 1 + y l3 t. 

13. x — a arc cos g V ^ \/ 6 2 — a 2 4 2ay — y 2 . 
b 

20. x * a coa 0 4 a0 sen $, y - a sen 0 — a$ cos 0. 


Grupo 4I, p. 283 


1. 

x 2 4 y 2 - 2a 2 . 

9. 

(x 2 4 y 2 ) 2 ™ a 2 x 2 4 6 2 y 2 . 

2. 

Directtiz: x » — p. 

11. 

(x 2 4 y 2 ) 2 =» o 2 x 2 — 6 2 y 2 . 

3. 

Circulodirector: x 2 -fy 2 * r a 2 —6 2 . 

15. 

kx * p. 

4. 

x 2 4 y 2 4 ax =■ 0. 

16. 

Ax 2 - y 2 * Aa 2 - 5 2 . 

5. 

6 2 x 2 + a 2 y 2 4* ab 2 x — 0. 

17. 

x 2 — y 2 4 6px 4 p 2 - 0. 

6. 

2x 2 — 2xy 4 2x - y — 0. 

18. 

x 2 4 y 2 - a 2 . 

7. 

(A 2 4A) 3 x 2 4(A4D 2 y 2 -A 2 / 2 . 

19. 

x 2 4 y 2 * o 2 . 

8. 

El eje y. 

20. 

(x 2 4 y 2 42x ) 2 - 4(x 2 4 y 2 ) - 


Grupo 49, p. 320 

8. 18: V22. 11. 35°ie/* 20. 3 VT. 


Grupo 50, p, 326 


L.3\/6. 5. rf - V (jfi — Xi) 2 4 (yi — yj) 2 . 

3. 21,91. 7. 7 nnidades del origen. 

8. 2v/TdelejeX; VTi del rje Y; 5 del eje Z. 

11. 3 V 10 sobre el piano XY . 12. 3. 14. 3; — 1. 

15. Soperficie esferica; * 2 4 y 2 4 z 2 — 4x — 2y — 8z — 4 — 0. 

16. Plano: 10x - 4y - 4z - 1 - 0. 18. Vi. }i. )i) . 

19. Vi. }i. 5); (- }i. «, 3): (1. 1, 4). 

20. (- 2. 1. 4). 22. x - 9. z - 5. 

21. 3. 23. (3, 0, 3). 


Grupo 51, p. 332 


1. 


VI 

15 ’ 



2. -Vs. K. ->i. 

3* 


4. 


1 a/3 

T 


0. 


« V2 1 1 

2 ' 2 * 2 
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6. 

*1, *1. 

11. 

*V2 0. 

2 2 2 


2 2 

7. 

* M V3, * yWJ, ± ^v/T. 

14. 

15. 

(5, 6, 0). 

(2, 0, 9). 

8. 

54° 44'; 125° If/. 

16. 

± M 1 V 2 T, ±yW2i. 

10. 

45° 6 13S°. 

17. 

Mi VTT. Mi VTT. -Mi VTT 


Grupo 52, p. 

. 339 

1. 

M« V27. 

17. 

x — I y — 4 z — I 

2. 

76° \V. 


1 " 7 " 7 ’ 

4. 

88° 17'. 

38. 

jc — 4 _ t/ — 11 z ■+■ 2 

5. 

100° 59 1 . 


2 3 - 1 

8. 

65° 54'. 

19. 

* = 1. z = 4. 

9. 

25° 45'; 107° 17'; 46° 58'. 

20. 

(- 2. 3. 0). 

10. 

11. 

13. 

53° 58'; 36° 2'. 

6,8. 

12. 

21. 

(0, 2, - 3) . 

22. 

[6, -7, 1] 6 [110, - 71. 47], 

14. 

21. 

23. 

(7, - 4, 4) . 

15. 

[2, - 5, - 11]. 

24. 

y = — 2, z = 2. 

16. 

[7, 56, 66], 

25. 

(4, 2. 5). 


Grupo 53, p 

. 347 

1. 

x — 4y -|-2z — 15 “0. 

5. 

3* — 3(/ + 4z + 2 — 0. 

2. 

3* - 12c/ - 4z + 11 - 0. 

6. 

3x — 7« + 3z + 11 - 0. 

3. 

x — 2y + z — 6 s * 0. 

7. 

5x + 2y — z = 17. 

4. 

3x + 2y — 6z — 16 = 0. 



9. 

x + V2i/+z — 8 + V2 = 0; 

x + 2y — z — 2 + V2 » 0. 

10. 

z -9. 

22. 

24. 

11. 

u + * - 0. 

23. 

20. 

12. 

x — 3y + 8z — 15 =* 0. 

24. 

42. 

20. 

21. 

25. 

20. 


Grupo 54, p 

. 355 

1. 

3* - 5y - 15z + 15 = 0. 

15. 

x + 2y + z + 6-0. 

3. 

x + 8y + Hz — 22 * 0. 

16. 

5x — 9y — 8z — 30 — 0. 

6. 

81° 50'. 

18. 

7* + 8y - z — 10 - 0. 

7. 

81° 7'. 

19. 

x+7y-3z+4-0. 

13. 

4y — 3z + 26 * 0. 

21. 

Ill/ + 4z - 5 « 0. 

14. 

2jc — 3y =* 10. 

22. 

x + 4y = 0. 
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23. 5x + y — Sz - 24 =* 0. 

24. 5x + 5y + (8 + 3 V6) z - 20 - 0; 5x + 5y + (8 - 3 V 6) z - 20 = 0. 

25. tlx - 7i/ — 16z — 64 = 0. 26. k = 6. 

27. 21x + (40 + 3 V~\70)y-7z -28 = 0; 21x + (40 - 3 \/m)y -7z-28=0. 

28. 9x + 6y - z = 1.. 

Grupo 55, p, 363 


1. 

V 2x + y + z — 10 

- 0 

; V 2 x + y 

1 

N 

1 

© 

II 

7. 

2x - by - 3z +35 - 0; 

2x 

— by — 3z - 35 = 0. 

8. 

k = =*= 2. 



14. 

- *}{*• 

9. 

* + H y — % 2 - 

2 = 

0. 

15. 

5. 

10. 

5. 



16. 

7. 

11. 

H\/6. 



18. 

6. 

12. 

1. 



19. 

33. 

13. 

- 2. 





20. 

2x — y ~h 2z — 15 = 

■ 0; 

2x ■ 

- y +2z 

-3=0. 

21. 

•tfs. 

II 





24. 

7x - </ + 2z + 9 = 

0; 

5x + 7y - 14z +27-0. 

25. 

131x + 19c/ - 10z = 

0; 

23 x 

- 107 y + 98z + 396 = 


26. 4x + 3y - 2z — 0; 5y — 6z -f- 12 = 0. 
33. 40. 


Grupo 56, p. 368 


1. 

2x — 3y + 2z — 22 — 0. 

3. 

4x — 2y + 3z — 21 =» 0. 

2. 

2x — y + z + 7 — 0. 

4. 

x 4* 3y — 2z —6 = 0. 

5. 

x — 2y + 2z — 6 = 0, x 

- 2y + 2z + 6 = 0. 

6. 

7x + 3t/ - 2z + 8 = 0. 

9. 

x + 7y = 4. 

7. 

3x + 7y + 4z * 12 - 0. 

10. 

6x + 7 1 / — 5z — 0. 

8. 

© 

II 

© 

1 

1 

H 

t+\ 




11. x — 2y + 2z = 6; 9x — 12t/ 4- 8z * 34. 

12. 2* - 3 V +6z - 21 = 0; 92x + 327y - 96z - 1 059 - 0. 

13. 2* + 2y + z -19=0. 


14. 

8x — 4y + z - 1 “0; 

2x — y - 2z + 5 - 0. 

15. 

x - 2y + 3z + 2 = 0. 

23. 

U. o. - i). 

16. 

3x — y 4* 2z 4- 7 = 0. 

24. 

4x — 2y + z 

17. 

5x 4- 9 4- 8z — 14 *= 0. 

25. 

2y+z+ 1 - 

21. 

(2, -1. 1). 
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Grupo 67, p. S7S 


2. 

x — 2 ^ y + ! 

_ z — 4 

5 * + ? ■ 2 ~ 5 y-4 


3 - 1 

6 


3. 

x — 4 y _ 

z — 5 

« y-3_z + 2 


1 “ - 1 

3 * 

*• * 4" 7 

7. 

x — 4 _ y + 1 

_ z — 4. 

*-4_l/ + l,*“4 


V2 1 “ 1 ' V2 1 - 1 ' 

8. * - 3, «jtl _ * ~1 . ip. x ~l-y +3 - 



* * ’-2 7 • 


r*\ 

1 

u 

1 

|oo 

9. 

x - 3, y - - 4. 

20. 

34° 22'. 

10. 

* 

1 

1 

to 

<c 

1 

23. 

x y z 

2 “ — 1 " 5 * 

17. 

x + 7 y - 3 Z 4-5 

2 -11 — 10 * 

24. 

* _5 «. « z - 7 

* • 3 

18. 

X + 6 — y-5 — 3 — z. 

26. 

y — 3. z — — 4. 

33. 

z-6+J^f. y - — 4 — 

4?/., 

t - 2 + Hf: 


+ y--4- 

V2 t . 2 
2 

- 2 - y 2 1. 

34. 

* - 5 + «f. tf - - 3 - ; 

K f , z - 

y»t- 

35. 

* - 1 + Xt. v~2 + %t 

. z « — 

3 + %t. 


Grupo 58, p. 381 


13. 

3* + 5y - 4z + 4 - 0. 

22. 

134° II'. 


14. 

Sx + 16y + 3z + 2 - 0. 

25. 

70° 54'. 


15. 

(2. 1. 0). (%. 0. - )i) 

. (0. 7. 10) 

• 



Grupo 59, p. 

. 386 


1. 

4°</. 

6. 11. 

9. 

*KV3. 

2. 

12° 33'. 

7. 9. 

10. 

J«V6. 

5. 

7. 

8. 3. 

11. 

3x — y — 2z 4- 4 

12. 

2x + 7y + 13z - 19 - 0. 

23. 

29x + 9y + 

z - 72 - 0. 

13. 

x - 7 _ y 4-2 _ z - 9 

24. 

x — 5 

- 1 z + 1 


11 - 7 “ - 12 * 


1 “ - 

00 

1 

b 

15. 

x - 6 j/ - 4 _ z +2 


x — 1 y 

-6 z 4- 5 


1 *7*5* 

49. 

21 31 - 60 * 

16. 

7x 4- 6y + z — 4 — 0. 

26. 

27* + 19y - 

- 21z + 53-0. 

17. 

x - 9y - 17z + 3 - 0. 




18. 

2. 

27. 

11* + lfy - 

- 4z + 67 - 0. 

19. 

5x — 18y — 7z 4- 19 — 0. 

28. 

Mi VTT. 


20. 

2x + 10y - 7z - 7 - 0 

29. 

3* - 4y + 8z - 8 - 0. 

22. 

Ux-7y-8z -49. 

30. 

2. 
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2 . 

3. 

4. 

5. 

6 . 

19. 

20 . 

21 . 

22 . 


25. 

26. 

27. 

28. 

30. 


10 . 

11 . 

12 . 

13. 

14. 

20 . 

21 . 

22 . 

23. 


1 . 


3. 


4. 


5 . 


Grupo 61, p. SOB 

x 3 + y 2 + z 2 — 6 x — 4y + 4z + 3 — 0 . 

x 3 + y 3 + z 7 — 4jc — 17. 8 . x 3 + y 3 + z 9 — 4x + 2z « 44. 

Centro (4, —3,6): r — 7. 10. x 3 + y 3 + * f — 6x + 2y — 2z — 70. 

I6 ji unidadcs cnadradai. 11. x 3 + y 3 + 2 * — 2x — 4y — 2z — 3. 

x* + y 3 + z 2 + 6y — 4a — 4. 18. 5x — 3y + + 1 “0* 

8 x + 2y+ 8 z + 17 - 0, 3x + 2y + 2z - 12 - 0. 

/ 551. 235 39 \ 

V 32 * 16' 32 1 

x 9 + y 3 + z 9 - 19jc - 32y - 21z + 70-0. 
x 3 + y 3 + z 3 — 4x — 6 y + 4z + 8 — 0; 

+ y 3 + z 3 - 4x - 24y + 22z + 44 - 0. 

( 4 . yg, 4 ). (^3. V 2 ). 

^5, -5, arc tg (— JO ), (7, arc coi J4. arctgK)* 

r — 4 sen ^ sen 8 . 

a) 8 — arc tg (— M) ; b) r sen £ sen 8 — 2 ; c) r sen £ - 2 : 

d) r 3 sen* ^ + 2r 3 cos 2 ^ — 4; e) *-45°, ^ — 135°. 

a) x 3 + y 3 + z 3 — 16; b ) y — 7; c) x 3 + y 3 + z 3 — 3z — 0 . 

Grupo 62, p. 405 

y 3 + z 3 + 2yz — 4x + 4z — 0 . 15. x 9 + y 3 — 4, t - 0; [ 1 , 2, - i ]. 

x 3 + 5y 3 + z 3 —4xy+2yz — 1 — 0. 16. 2y 3 + z 3 —2, x — 0; [I, 2. 3]. 

x 9 — y 3 — 4z 3 — 4yz — 1 — 0. 17. xz — 1. y — 0; [2, — 1, 0]. 

x 3 + 4z 3 — 4xz + y — J — 0. 18. x 3 + z 3 — 2z — 0. 

4x 3 + 64y 3 + z 3 — 32xy+4z — 0. 19. x 3 + z 3 + 2xz + 2x — 2z — J. 

(jT' ■*?’ -*)• (- *• VT 4 ). 

(f. arctgtf, -7). (13. arc tg (-‘JO, 8 ). 

a) d-arctg2; b ) r-2send; c) r 3 + z 3 - 4; 
d) r 9 cos 3 $ — z 3 — 4; e) r 3 sen 3 d — 4z. 

n) x 3 + y 2 - 4; b) x 9 + y 3 - z 2 : c) x 3 +y 3 -4z; 
d) x + y — z - 4; e) y 3 + 4z 3 - 4. 

Grupo 63, p. 410 

x 2 + y 3 - z 3 . 2 . z 3 + 2xy - 4y. 

8 x 2 - 9y* - 9z 3 - 6 xy + 22x + 12y + 5 - 0. 

4x 2 — 7y 3 — 16z 3 - 4xy — 16yz + 12x + 26y + 48z — 31. 

4x 3 — yz 3 - 0. 
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18. 

x 2 - y 2 + z 2 * 0. 

20. 

8 5$Jt unidades cubicas. 

19. 

xy + xz + yz « 0. 

21. 

9 y/ 2ji unidades cuadradas. 

22. 

a) 0 = arc tg \/ l) ) 

b) v « =±= 

V 2z. 


Grupo 64, p 

. 414 

5. 

x 2 + y 2 — z 2 tg 2 0=0. 

14. 

x 2 + z 2 + 2y = 6. 

6, 

y 2 + z 2 - 4px = 0. 

15. 

x 2 + y 2 — 2z 2 + 4z «■ 6. 


v 2 .,2 _ 2 

16. 

9x 2 + 9y 2 — 4z 2 + 24z = 36, 

7. 

+ - 1. 

A 2 T b 2 ^ b 2 

17. 

y4 _ 4x 2 _ 4z 2 = o. 



18. 

x 6 — y 2 — z 2 = 0. 

9. 

x 2 + y 2 + z 2 = 4. 

19. 


10. 

9x 2 — y 2 — z 2 = 0. 



20. 

x 2 z 2 + y 2 z 2 = 1. 

11. 

x 2 + z 2 — 2y = 0. 

27. 

r sen 2 0 — 2 cos 0 = 0. 

12. 

y 2 — x 2 — z 2 = 4. 

28. 

r 2 cos 2 0 + 4r 2 sen 2 B + 4z 2 = 

13. 

9x 2 + 4y 2 + 9z 2 - 36. 

29. 

*x 2 +9y 2 + 9z 2 = 45. 

30. 

(x 2 + y 2 + z 2 + 6 2 - a 2 ) ' 

1 - 46 3 (y 2 + z 2 ) . 


Grupo 65, p 

. 418 

1. 

x* ~ 4y 2 = 4. 

6. 

xy + xz + yz = 0. 

2. 

x 2 + y 2 - 9z 2 = 0. 

22. 

y 2 (x — l) 2 = x (x + z — l) 2 

3. 

x 2 4" y 2 — 4z 2 = 4. 

23. 

y 2 z 6 — z® + 2xz 3 — x 2 = 0. 

4. 

x 2 - 9y a + 9z 2 = 9. 

24. 

4x 3 = (4 - y 2 ) (2 - z) 2 . 

5. 

x 2 — 4y 2 = z. 

25. 

36z 2 = (x - 3) 3 (4 - y 2 ) . 


Grupo 66, p, 

. 423 

2. 

Pi (2. 0, 7), Pj(- 6, 4. 

7). 9. 

2x' 3 + 2y' 2 + 2z' 2 * 7. 

3. 

P,(-4, 1, -3), P t {~ 1, -6, 

-2). 10. 

y' 3 = z /2 . 

4. 

x ,s + y'» - 4z'» - 0. 

14. 

(2, 7 , 1). 

6 . 

2*'* + 3z'* = 6. 

15. 

(3. -6. 9). 

7. 

9x'» + 4y' z + 36z ,J = 36. 

18. 

x' 2 - y /2 + z /2 = 0. 

8. 

x'* - 4y' 2 + 2z ,J = 4. 

19. 

4x /2 + 4y' 2 + z' 2 = 4. 


Grupo 67, p. 

436 

8. 

x 2 + y a + 2z 2 » 4. 

21. 

x 2 + 4y 3 + 2z 2 ® 7. 

9. 

8 \/~2rt unidades cubicas. 

32. 

X 2 - 2y 2 = 2z. 

20. 

x 2 + y* — z 2 “ 4. 




Orupo 70, p. 450 


1. (1.2.3). 


3. (0. 4. 6). (-4, 3. 3). 


4. (2, 0. 0), (-2. 0. 0) 
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Obras a fines: 


GEOMETRIA ANALITICA DEL ESPACIO 
Enfoque vectorial 

Zosimo Menna Goncalves 

Esta obra es el segundo volumen de un cjrso 
regular sobre Geometna Anah'tica. El primer 
volumen, titulado GEOMETRIA ANALITICA 
PLANA, del mismo autor y editado por la mis- 
ma editorial, es el complemento logico de esta 
obra y ambos abarcan todos los temas que por 
io general se tratan en un curso de Geometna 
Analitica. 

Se exponen los temas en forma elemental 
pero consistente y completa, lo que permite 
que haya continuidad del primero al ultimo 
capitulo. Se enfatiza la tecnica, aunque tam- 
bien el autor ofrece claridad en los conceptos. 
La forma amena en que se trata el tema consti- 
tuye una de sus principales caracterfsticas. 

Este volumen, asi como el titulado GEOME 
TRIA ANALITICA PLANA, son magm'ficos 
libras de texto para los cursos que se imparten 
en los dos primeros semestres de las Carreras 
profesionales en Ciencias e Ingenieria. 


GEOMETRIA ANALITICA PLANA 
Enfoque vectorial 

Zosimo Menna Gompalves 

En este libro se estudian algunas curves alge- 
braicas y trascendentes especiales de mucho 
uso. AI final de cada capi tulo se presentan ejer- 
cicios resueltos. Ademas, la obra se modified en 
forma sustancial, no solo en cuanto al conteni- 
do, sjno especialmente respecto a la aplicacion 
del metodo vectorial que se trata aquf de mane 
ra mas amplia. 

En la parte final se incluye un apendice que 
resume las principales formulas y los conoci- 
mientos relatives a vectores en el piano coorde- 
nado cartesiano adoptando las notaciones mas 
utiles. 

Lo mas sobresalienle de esta obra es la clari 
dad y brevedad con que se tratan los conceptos, 
lo que la hace un excelente libro de texto para 
los cursos que se imparten en las carreras de In- 
genien'a, Matematicas y Fi'sica. 











